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Аннотация. Разработана математическая модель, которая позволяет оптимизи‐

ровать с точки зрения дефектообразования параметры нагружения обрабатываемых ма‐
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Abstract. Developed a mathematical model, which allows optimizing in terms of defect 
parameters loading of processed materials, the destruction is considered as a method of cre‐
ating defects on the submicroscopic level in heterogeneous environments. 
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Введение. Дефицит вольфрама и кобальта, как стратегических матери‐
алов, поставил вопрос об использовании инструментального лома из этих 
материалов  для  повторного  изготовления  металлорежущего,  разрушаю‐
щего и формообразующего инструмента. При решении этой проблемы на 
первый план выступает задача получения качественного сырья, так как пер‐
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вичные материалы и методы их получения оказывают существенное влия‐
ние на химический состав, дисперсность металлических порошков /1,2/. 

Многочисленными  исследованиями  /3,4,5,6/  установлено,  что  проч‐
ность взрывного соединения в заметной мере определяется параметрами 
границы:  амплитудной  и  периодом  системы  волн,  формирующихся  в  ре‐
зультате соударения двух поверхностей. Однако, исследуемая зависимость 
между  величиной  разрушающей  нагрузки  и  параметрами  границы  носит 
приближенный, корреляционный характер, причем коэффициент корреля‐
ции часто падает до значения 0,6, то есть наблюдается “размытая” зависи‐
мость /7/. Очевидно, для характеристики прочности взрывного соединения 
необходимо ввести определяющий параметр, тесно связанный с механиз‐
мом разрушения зоны сварки. 

В процессе высокоскоростного соударения двух поверхностей проис‐
ходит заметное упрочнение в прилегающей зоне и материал по своим ме‐
ханическим свойствам в этой зоне может быть представлен как квазихруп‐
кий, вследствие резкого повышения твердости и падения пластичности. 

Цель работы. Разработка математической модели разрушения гетеро‐
генных  сред,  позволяющей  определять  критические  параметры  ударно–
волнового нагружения гетерогенных материалов на основе метода конеч‐
ных элементов. 

Материалы и результаты исследований.  
В  качестве  физического 

обоснования задачи рассматри‐
вается  область  D  с  границей  С 
неоднородной  структуры  по 
толщине.  Полагаем,  что  эту 
структуру  образуют  слои  раз‐
личной  толщины  и  жесткости, 
физико‐механические  характе‐
ристики  которых  переменны 
вследствие каких‐либо внешних 
воздействий или технологии из‐
готовления. Количество и поря‐
док расположения слоев произ‐
вольны.  Таким  образом,  рас‐
сматривается  кусочно‐неодно‐
родная по толщине область D, в 

которой зону соединения можно аппроксимировать системой пересекаю‐
щихся предельных  трещин,  наклоненных друг  к другу под некоторым уг‐

Рис. 1. – Схема 
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лом,  образование  которых  соответствует модели  Гриффитса‐Ирвина‐Оро‐
вана (рис.1) /8/ 

 На тело действуют внешние силы. В области границы Cu  C  заданы 
перемещения Ui (кинематические граничные условия) 

Cu : Ui = qi ,                                                         (1) 

в другой области границы C C заданы поверхностные силы Pi (силовые 
граничные условия) 

ii PP:C    ,                                                     (2) 
остальная часть границы свободна от условий  

  ,0P:CC/C iu                                               (3) 

где  ‐ вектор направленный по нормали к границе С наружу. 
Рассматриваемое тело загружено объёмными силами Xi. 
Совокупность поверхностей трещин тела D обозначим Ct. Представим 

Ct в виде объединения двух непересекающихся частей 


 ttt CCC , от‐

неся к 



tC  поверхность одного берега трещины, а к 



tC  поверхность ее дру‐
гого берега. Граничные условия на Ct представляют собой условия непрони‐
кания, отсутствия трения и неположительности контактного давления. 

На основе вариационного принципа можно сформулировать следую‐

щую  экстремальную  задачу:  определить  поле  перемещений  Dui  ,  до‐
ставляющих функционалу 





C

ii
D

ii
D

ijij dSuPdDuxdDJ
                           (4) 

значение точной нижней границы на множестве D допустимых перемеще‐
ний, т.е. 

 DJ...........inf
Dui .                                                    (5) 

Поскольку в качестве неизвестных параметров принимаются узловые 
перемещения, формализация МКЭ носит название метода перемещений. 

Предположим, что все  0Cn  , где  C
n

u
C 

, т.е. каждое тело D
n

, такое 

что 
nDD  , имеет закрепленную часть границы. Используя формулировку 

в  виде  экстремальной  задачи  (5),  из  известной  теории нелинейного  про‐
граммирования получим, что в этом случае решение рассматриваемой за‐
дачи существует и единственно. 

Процедура построения конечномерного аналога вариационной задачи 
с  помощью МКЭ  состоит из  трех  этапов:  разбиение области на  конечные 
элементы, построение функций формы конечного элемента, переход к ко‐
нечномерной задаче /9,10/. 
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Поскольку функции формы считаются заданными, то все функции  h  
определяются  фактически  своими  узловыми  значениями,  а  функционал 

 hJ    является  по  существу  функцией   ih uJ   многих  переменных 
        sh31h31h21h1i p,...,p,p,pu  .  С  учетом полученных законов распреде‐

ления  функций  по  элементу,  выполнив  необходимое  интегрирование  по 

объему и поверхности конечного элемента значение функционала   hJ   
для отдельного элемента можно привести к виду 

        iT
ii

T
i ruukuJ 

2

1 ,                                         (6) 

где   k  ‐ матрица жесткости конечного элемента в местной системе коор‐
динат; 

 ir  ‐ соответствующий вектор узловых сил.  
При сборке конструкции из отдельных конечных элементов необходи‐

мая совместность их перемещений и углов поворота описывается в общих 

узлах отображением вектора узловых перемещений  iu  из системы коор‐

динат конечного элемента k  в глобальную систему координат области D  с 

использованием матрицы направляющих косинусов    

    ii Uu   

где  iU  ‐ вектор узловых перемещений в глобальной системе координат. 

Соответствующие преобразования матрицы жесткости элемента  k  и 

вектора узловых сил  ir  имеют вид 

       kT

                                                   (7) 

     iT
i rR   

где    и  iR  ‐ матрица жесткости и вектор узловых сил в глобальной си‐

стеме координат. Заметим, что матрица     является симметричной и по‐
ложительно полуопределенной /9,10/. 

Полное значение функционала  J  для всей конструкции получается в 
результате суперпозиции матриц жесткости и векторов узловых сил, и ис‐
ключения степеней свободы, соответствующих заданным граничным усло‐
виям 

          RUUU
2

1
J TT

h 
.                        (8) 
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Условие  стационарности функционала  (2.4.8)  приводит  к  системе ал‐

гебраических уравнений относительно узловых перемещений области D  

       .0RUJ h                                   (9) 
Таким  образом,  решение  краевой  задачи  на  этапе  нагружения  сво‐

дится  к  последовательному  решению  систем  линейных  алгебраических 
уравнений (9) с уточняемыми в каждом приближении векторами обобщен‐

ных узловых сил   R   за счет пластических деформаций в материале кон‐
струкции. 

Разработанный  алгоритм  численно  реализован  для  определения 
напряженно‐деформированного  состояния  зоны  взрывного  соединения  с 
различными параметрами волнообразной границы в зависимости от коэф‐
фициента интенсивности напряжений (КИН) в вершинах интерпретируемых 
трещин, как функций варьируемых переменных амплитуды, длины волны и 
угла на основе комбинированного метода конечных и граничных элемен‐
тов. 

В качестве физического обоснования рассматривается двухслойная об‐
ласть, состоящая из слоя нержавеющей стали 12Х18Н10Т и слоя конструк‐
ционной стали 22К, зона соединения аппроксимируется системой пересе‐
кающихся предельных трещин, наклоненных друг к другу под некоторым 
углом, образование которых соответствует модели Гриффитса‐Ирвина‐Оро‐
вана. 

Разработанный  алгоритм  численно  реализован  для  определения 
напряженно‐деформированного состояния зоны соединения с различными 
параметрами волнообразной границы в зависимости от коэффициента ин‐
тенсивности напряжений (КИН) в вершинах интерпретируемых трещин, как 
функций варьируемых переменных амплитуды, длины волны и угла на ос‐
нове метода конечных элементов. 

Анализ  полученных  зависи‐
мостей  (рис.  2,  3),  показывает, 
что  коэффициент  интенсивности 
для  нормальных  напряжений 
(КИН 1‐го рода) при одинаковой 
длине волны и внешней нагрузке 
с  увеличением  амплитуды  или 
угла падает, при этом максималь‐
ного  значения  прочность  соеди‐
нения  достигает  при малых  зна‐
чениях  амплитуды  волны.  Проч‐

 

Рис.  2.  –  Характер  изменения  коэффициента 

интенсивности напряжений в зависимости от 

величины  амплитуды  волн  при  деформации 

отрыва 
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ность соединения при поперечном сдвиге на первом этапе возрастает и в 
дальнейшем незначительно падает. При росте амплитуды волны происхо‐
дит резкое увеличение КИН поперечного сдвига (КИН 2‐го рода) до некото‐
рого значения, после которого происходит плавное падение. 

При  одинаковой  внешней 
нагрузке  и  при  увеличении  длины 
волны КИН нормального отрыва и по‐
перечного  сдвига  увеличиваются  при 
одинаковой  амплитуде,  следова‐
тельно, из двух волн с одинаковой ам‐
плитудой  прочность  выше  у  волны  с 
большей длиной. 

При  постоянной  длине  волны  с 
увеличением  амплитуды  нормальное 
раскрытие  берегов  уменьшается,  а 
сдвиг увеличивается и для каждой кон‐
кретной трещины стремится к некото‐
рому  значению.  При  одинаковой  ам‐

плитуде с увеличением длины волны нормальное раскрытие и поперечный 
сдвиг берегов увеличиваются. 

 
Вывод. Подход к общей оценке прочности соединения,  полученного 

взрывом, должен основываться на учете характера изменения коэффици‐
ентов интенсивности напряжений соответствующих видов деформаций. 

Как следует из анализа при значении отношения амплитуды к длине 
волны равного 0,29 прочность соединения близка к оптимальной, что соот‐
ветствует относительному сочетанию экстремума значений коэффициентов 
интенсивности  напряжений  соответствующий  деформациям  отрыва  и 
сдвига. 
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Анотація. Математична модель, що запропонована в роботі, описує коливання не‐

вагомої рами з точковою масою при одночасній дії на них вертикальної й горизонтальної 
гармонійних  збурюючих  сил.  У  основу моделі  покладений метод  сил, що  встановлює 
зв’язок переміщень рами з силами, які на неї діють. Разом з моделлю отримані залеж‐
ності для обчислення резонансних частот коливальної системи. Виконані розробки до‐
зволяють  визначати  динамічні  характеристики  коливального  процесу  і  розраховувати 
рами на міцність  і жорсткість. Методика  такого розрахунку реалізована  у  середовищі 
Mathcad15. Результати роботи можуть бути корисними студентам і викладачам техніч‐
них ВНЗ, також фахівцям ‐ практикам, що виконують силові розрахунки. 

 
Ключевые слова: плоскі рами, вимушені коливання, математична модель, резонан‐

сні частоти, силові розрахунки. 
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