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Аннотация. Разработана математическая модель, которая позволяет оптимизи‐

ровать с точки зрения дефектообразования параметры нагружения обрабатываемых ма‐
териалов, разрушение рассмотрено как метод создания дефектов на субмикроскопиче‐
ском уровне в гетерогенных средах. 
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Abstract. Developed a mathematical model, which allows optimizing in terms of defect 
parameters loading of processed materials, the destruction is considered as a method of cre‐
ating defects on the submicroscopic level in heterogeneous environments. 

 
Keywords: mathematical model, heterogeneous medium, defect formation, strength. 
 

Введение. Необходимость в расчёте на прочность твёрдых тел и разру‐
шении  гетерогенных  сплавов,  обеспечивающую  высокую  производитель‐
ность, низкие энергозатраты и носящие экологически чистый характер  [1] 
существует в современных условиях развития промышленности.  

Ударно‐волновая  обработка,  создающая  условия  действия  на  мате‐
риал высоких давлений и скоростей нагружения, а также вызывающая со‐
здание высокодефектной структуры позволяет создавать новейшие матери‐
алы, обладающие специальными характеристиками [2, 3]. 

Данная статья заключительная в серии статей по расчёту на прочность 
твёрдых  тел  и  разрушении  гетерогенных  сплавов  с  использованием  кон‐
формного отображения при различном расположении дефектов на границе 
раздела соединённых материалов [3,4,5]. 

В ранее представленных работах описан метод определение коэффи‐
циента концентрации напряжений с использованием конформного отобра‐
жения  трещины на  круг  единичного  радиуса  в  виде  трещины  синусоиды 

, , где  ‐ отрезок или длина изучаемой трещины, 
точки a и b – координаты его концов в декартовой системе координат XOY, 
начало которой находится точно на середине положительной полуволны, 

имеющей натуральную луночку с максимальной шириной   [4] и отображе‐
ние трещины типа круговой луночки, находящейся под углом, на круг еди‐
ничного радиуса [5]. 

Необходимость оценки влияния ударных волн разной интенсивности 
на  механизм  дефектообразования  и  процесс  разрушения  гетерогенной 
среды обуславливает проведение теоретических исследований [6]. 

Цель работы. Разработка математической модели разрушения гетеро‐
генных  сред,  позволяющей  определять  критические  параметры  ударно–
волнового нагружения материалов. 

Материалы  и  результаты  исследований.  Пусть  дана  синусоида  АСВ 
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слева полной полуволны, ширина луночки в любой точке   b,ax  задается 

функцией   x   с  максимальным  значением   xmax ,  в  некоторой 

точке   b,a  (Рис. 1). 
Если мысленно совместить т. А на следе синусоиды АСВ с т.a – начала 

луночки  на  оси  OX,  то 

получим т.  в системе 
координат  YOX  , яв‐
ляющуюся  параллель‐
ным  переносом  си‐
стемы координат XOY и 
будем  "растягивать" 
след синусоиды АСВ до 
полного  его  совпаде‐

ния  с  осью  XO    так 
чтобы т.В на синусоиде 

АСВ перешла в  т.В  на 

оси  XО  ,  а   ,x   для 

любой т.  b,ax  оста‐
валась для соответству‐

ющей  т.   ,x  
неизменным. В резуль‐
тате  имеем  разновы‐
пуклую луночку, у кото‐
рой т.d в системе коор‐

динат XOYпереходит в т.d  в системе координат  YOX   и находится на оси 

XO   на расстоянии 
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Выражения (1) и (2) написаны, как уравнения длины дуги плоской  кри‐
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Рис. 1. – Луночка‐трещина охватывает несколько 
полуволн 
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Далее поступаем, как в случае 1, только с учетом того, что т. ,.тЕ   

.D.тB.т,B.тH.т,D.тF.т 21   
Непосредственно отображение. 

Возьмем две комплексные плоскости: плоскость прообразов   и плос‐
кость образов W. Расположим нашу круговую луночку из задачи 2 на плос‐

кости   и будем отображать ее внешность на внешность единичного круга 
плоскости W конформно следующим образом в несколько этапов. 

Дробно‐линейное  преобразование 

H

E
11 zz
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(4) 
реализует конформное отображение внешней части круговой лунки на 

внешнюю часть угла  Е . В самом деле, вершина  Е  на плоскости z  пере‐

ходит в точку  1W =0 на плоскости  1W . Выбором комплексной постоянной 

1  можно одну из сторон угла  E  на плоскости  1W  совместить с горизон‐
тальной полуосью. 

Развернем угол  E  в верхнюю полуплоскость. Это можно осуществить 
преобразованием 

n
12 WW  ,                                                                                                               (5) 

где                       
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Пусть  ),iexp(W),iexp(W 111222   тогда из (27) следует, что 
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Таким образом, сторона угла  01   переходит в действительную по‐

луось на плоскости  ,W2   а  сторона  )2( E1    переходит в полупря‐

мую  .2   
Соединяя преобразования (4) и (5) можно утверждать, что функция 

H

E
12 zz

zz
W





.                                                                                                (6) 

переводит внешнюю часть круговой лунки, расположенной в плоскости z, 

на верхнюю полуплоскость  2W . 
Рассмотрим теперь окружность единичного радиуса на плоскости ком‐

плексного  переменного  W.  Отметим  на  этой  окружности  две  точки 

)iexp( 1E   и  ).iexp(P 1H   Функция 

H

E
22 W

W
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                                                                                                    (7) 

реализует отображение внешней части круга единичного радиуса на 

верхнюю  полуплоскость.  Полагая 
,n

1

1

2 


  можно  утверждать,  что 
преобразование 
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дает конформное отображение внешней части лунки, расположенной 

в плоскости z на внешнюю часть круга единичного  радиуса в плоскости W. 

Потребуем, чтобы точка  z  перешла в точку  W , тогда из (8) 

следует,  1 . Таким образом, отображающая функция для трещины типа 
круговой лунки будет 
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.                                                                                       (9)

Положим  )iexp(rz E2E  ,  )iexp(rz H2H  ;   EE iexpP  , 

 HH iexpP  , и пусть точка 
2

rz   переходит при отображении в точку 
1W  , тогда из (9) следует, что 
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          EEE iexpiexpiexp   
Следовательно, 

n
E

E




.                                                                                                     (10) 
Аналогично 

n
H

H




.                                                                                                    (11) 
Окончательно  получим  из  (9)  функцию  конформного  отображения 

внешности трещины типа круговой луночки во внешность круга единичного 
радиуса 

 
  H

E

H

E

zz

zz

iexpW

iexpW







                                                                                 (12) 
Аналогично, начав преобразования с 
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                                                                                  (13) 
где 

,HHHEEE yixz,yixz 
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Получим конформные преобразования (12) и (13), как функции двух те‐

кущих координат x,y и семи параметров  .y,x,y,x,,, HHEE  
Следствие. Симметрия т.т. Е и Н относительно оси ординат не меняет 

вид конформного преобразования (12) и (13). 
Случай рассмотрен полностью. 
Вывод.  Для  каждого  материала  существует  критическое  давление  в 

ударной волне, превышение которого приводит к образованию дефектов. 
Увеличение неоднородности системы приводит к снижению критического 
давления в ударной волне, вызывающего образование дефектов и разру‐
шение материала. 

Разработана математическая модель, которая позволяет оптимизиро‐
вать с точки зрения дефектообразования параметры нагружения обрабаты‐
ваемых  материалов  при  различном  расположении  дефектов  на  границе 
раздела соединённых материалов. 
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программирования обработки цилиндрических червяков на фрезерных станках с ЧПУ. 
Разработанная макропрограмма позволяет оператору фрезерного станка с ЧПУ самосто‐
ятельно, без участия инженера‐программиста составлять программы обработки витков 
цилиндрического  червяка.  Практическое подтверждение правильности программиро‐
вания сопровождается изготовлением различных видов цилиндрических вал‐червяков 
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