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INTRODUCTION 
 

 Cet ouvrage s’adresse aux étudiants de la 1ière année du niveau de 
Bachelor des universités techniques. Il comporte trois chapitres et contient les 
définitions et les énoncés fondamentaux de l’algèbre linéaire. 
 Le cours est clair, sans démonstrations, mais précis. Les définitions et 
les propriétés sont suivies d’exemples. 
 Cet ouvrage est conçu comme un instrument d’apprentissage dont vous 
pourrez vous servir dans de petits groupes en travaux pratiques ou pendant le 
travail individuel. 
 De nombreux exercices sont classés par thèmes et accompagnés des 
corrigés et du test d’autoévaluation. 
 Bonne chance à vous tous ! 
 
 
 

1. DETERMINANTS 
 

1.1. Déterminants d’ordre 2 et 3 
 

 Déterminant est une expression algébrique qui s’écrit sous forme de 
tableau carré. 
 La relation suivante 

∆=
2221

1211

aa

aa
= 21122211 aaaa                                                             

(1) 

s’appelle déterminant du deuxième ordre. Il contient quatre éléments qui 
forment deux lignes (rangées) et deux colonnes. 

 L’expression ci-dessous 

 

 332112322311312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa




   (2) 

est applée déterminant du troisième ordre. Il possède neuf éléments qui 
composent trois lignes et trois colonnes. 
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On appelle éléments les entrées du déterminant, ija , qui sont identifiés 
par leur position. On convient que le premier indice est le numéro de ligne, et 
le second indice est le numéro de colonne où se trouve cet élément. 
 Les éléments 2211, aa  du déterminant (1) et 332211 ,, aaa  du 
déterminant (2) forment la diagonale principale du déterminant. Les éléments 

2112 , aa  et 312213 ,, aaa  de ces déterminants composent leur autre 
diagonale. 

 Pour calculer le déterminant d’ordre 2 il faut trouver la différence des 
produits des éléments de sa diagonale principale et de l’autre diagonale. 

 Exemples de calcul de determinant d’ordre 2: 

a)  ;3914252755
52

75



 

b)  .145036)5(10)3(12
35

1012



 

 Il est facile de trouver la valeur du déterminant d’ordre 3 d’après la 
règle de Sarrus : 

 

 332112322311312213

322113312312332211

3231

2221

1211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa




 

 Ici on peut voir trois premiers termes qui sont les produits des éléments 
de la diagonale principale et des diagonales parallèles à celle-ci. Les trois 
derniers produits se forment par les éléments de l’autre diagonale et des 
parallèles à celle-là. 

 Exemples de calcul de determinant d’ordre 3: 

a)   )351120742(

3

4

0

1

5

2

731

245

102

731

245

102

 

;54012415056)750322141(   
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b)  

.265925660)209450(

)063030(

21

3

10

7

1

5

2217

931

0105

2217

931

0105










 

 Exercice 1.1. Calculez les déterminants donnés: 

a) ;
43

12 
            b) ;

25

41




            c) ;
24

57 
         d) ;

105

63


 

e) ;

211

182

231
                 f) ;

812

278

543





                   g) 

524

513

121




. 

Solutions : 

    a) 11 ;        b) 18 ;        c) 34 ;        d) –60 ;        e) –36 ;        f) 0 ;        g) 87. 

 

 Exercice 1.2. Résolvez les équations suivantes: 

a) ;0
41

42


x
 

 Solution. En appliquant le calcul du déterminant d’après la formule (1), 
on passe à l’équation algébrique. 

  .12;048;0442;0
41

42



xxx

x

 Vérification. On met 12x  dans le déterminant donné et on trouve sa 
valeur : 

  .0881842
41

82

41

4122



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b) ;0
14

1





x

xx
                                        c) ;0

31

224


xx
 

d) ;0

512

154

31





x

                                      e) 0

1110

312

43







x

x

. 

Solutions : 

       b) –1; –4 ;                  c) 2 ;                   d) –3 ;                 e) 2;–10. 

 

 Exercice 1.3. Résolvez les inéquations données: 

a) ;0
1

233



x

x
 

 Solution. En utilisant la formule (1), on passe à l’inéquation algébrique. 

;3;0233;0
1

233



xxx

x

x
    ou    );3( x . 

 

b) ;5
27

122



x

x
                                             c) ;14

24

3


x

xx
 

d) ;2

121

21

123






x                                        e) .0

35

211

122







x

x

 

Solutions : 

                    b) )3;(x  ;                            c) )7;1(x  ; 

                    d) );3( x  ;                              e) );4()6;( x . 
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1.2. Propriétés principales des déterminants 

 

 Ces propriétés sont correctes pour tous les déterminants. Elles 
permettent de calculer les déterminants plus facilement. 

 1) Déterminant est égal à zéro )0(   si tous les éléments d’une 
certaine ligne ou colonne sont égaux à zéro. 

 2) Si tous les éléments d’une certaine ligne ou colonne ont un facteur 
commun, on peut le mettre devant le  . C’est la mise en facteur: 

2221

1211

2221

1211

aa

aa
k

kaa

kaa
 . 

 3) Le remplacement des lignes par des colonnes de même numéro ne 
change pas la valeur de  : 

2221

1211

aa

aa
=

2212

2111

aa

aa
. 

Les colonnes deviennent les lignes et à l’inverse. 

 4) Si l’on transpose deux lignes (ou deux colonnes) le   change son 
signe:  

1211

2221

2221

1211

aa

aa

aa

aa
 . 

 5) Le Δ qui a deux lignes (colonnes) identiques ou proportionnelles est 
égal à zéro. 

 6)                          
22

11

22

11

222

111

a

a

a

a

a

a














. 

 7) En ajoutant une colonne (ligne) multipliée par n’importe quel 
nombre à une autre colonne (ligne) on ne change pas de déterminant. Cette 
propriété permet de simplifier le calcul des déterminants en faisant apparaître 
des zéros dans les lignes ou des colonnes. 
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 Exercice 1.4. Démontrez les égalités suivantes sans calcul: 

a) ;0

123

215

123

  

 Solution. Le déterminant donné a deux lignes identiques (L1=L3) selon 
la propriété (5) 0 . 

 

b) ;

1154

232

723

354

232

123

  

         Solution. Pour démontrer l’égalité donnée il faut ajouter la première 
colonne multipliée par 2 à la troisième colonne (C3+2C1): 

 ;

1154

232

723

42354

)2(2232

32123

354

232

123






  

 

c) ;0

2418

963

321






                    d) .

283

132

001

723

512

321





 

Solutions : 

                        c) C3 = –3C1 ;                                  d) C2 +2C1 ; C3 –3C1. 

 

 Exercice 1.5. Calculez les déterminants donnés avec des zéros au-
dessous de sa diagonale principale: 
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a) 

323

532

241




  

          Solution. D’abord on obtient les zéros dans la première colonne au-

dessous de l’élément 111 a . Pour cela il convient d’appliquer la propriété 7. 

On fait les opérations suivantes (L2 – 2L1) et (L3 + 3L1): 

 











)2(33432133

)2(25423122

241

323

532

241

 

     

3100

950

241

6312233

458322

241











  

 Maintenant on cherche à obtenir le zéro au-dessous de l’élément 

522 a . Pour cela on ajoute la deuxième ligne multipliée par 2 à la 

troisième ligne (L3+2L1): 

 

1500

950

241

18310100

950

241

3100

950

241
















  

 Comme résultat le déterminant a été transformé en forme triangulaire. Il 
est évident que sa valeur se détermine comme produit des éléments de la 
diagonale principale: 

 .7515)5(1

1500

950

241




  
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b) 

378

582

752

                                                     c) 

123

231

022




 . 

Solutions :                  b) –202 ;                             c) –16. 

 

1.3. Expansion par cofacteurs 
 

 On appelle mineur  ijM  d’élément ija  d’un déterminant le 

déterminant extrait de celui-сi donné en éliminant la iième ligne et la jième 
colonne à l’intersection desquelles se trouve ija . 

 Par exemple, pour trouver le mineur d’élément 23a  de déterminant du 

troisième ordre il faut supprimer la 2ième ligne et la 3ième colonne: 

 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

                   
3231

1211
23 aa

aa
M  . 

 Cofacteur  ijA   d’élément ija  d’un déterminant est son mineur pris 

avec le signe ji )1( : 

    ij
ji

ij MA  )1( .                                              (3) 

 Par exemple, 

3231

1211
23

32
23

3332

2322
11

11
11 )1(,)1(

aa

aa
MA

aa

aa
MA   . 

 Exercice 1.6. Soit le déterminant  

371

502

421

 .  Calculez 

331221 ,, AAM . 
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 Solution. Pour trouver le mineur  21M   il faut supprimer la 2ième ligne et 

la 3ière colonne dans le déterminant donné et calculer le déterminant obtenu: 

 22286
37

42
21 M . 

 A la manière analogue on compose les mineurs  3312 , MM   et en 

appliquant la formule (3) on trouve les cofacteurs  3312 , AA : 

 

.440
02

21
)1(

,1)56(
31

52
)1(

33
33

33

12
21

12









MA

MA

 

Théorème (expansion par cofacteurs d’un déterminant). Le 
déterminant ∆ est égal à la somme de produits des éléments d’une ligne 
(colonne) quelconque et leurs cofacteurs: 

 ininii

n

j
iiijij AaAaAaAa  


...22

1
11 .                               (4) 

Cette somme est une expansion de ∆ le long de la iième ligne. On peut donner 
aussi le développement de ∆ en suivant la jième colonne: 

....22
1

11 njnjjj

n

i
jjijij AaAaAaAa  


                             (5) 

Exercice 1.7. Calculez le déterminant  

321

125

432

   en 

développemant par cofacteurs le long de: a) la 1ière ligne ; b) la 3ième colonne. 

Solution. a) On écrit l’expansion du déterminant donné le long de la 
1ière ligne: 

131312121111 AaAaAa  . 
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.10484216)210(4)115(3)26(2

21

25
)1(4

31

15
)1(3

32

12
)1(2 312111









 

 

b) On forme le développement du déterminant donné en suivant la 3ième 
colonne: 

333323231313 AaAaAa  . 

.1057148)154(3)34()210(4

25

32
)1(3

21

32
)1(1

21

25
)1(4 333231









 

 

 

Pendant l’expansion du déterminant il vaut mieux de prendre la rangée 
qui comporte le plus grand nombre de zéros. Il est évident que le ∆ dans 
lequel il n’y a qu’un élément d’une ligne (colonne) différent de zéro est égal 
au produit de cet élément et de son cofacteur. Par exemple: 

.22)92(2
13

32
)1(2

413

200

132
32 




   

 Calcul de déterminant de  nième  ordre 

  

nnnjnn

inijii

nj

nj

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

......

..................

......

..................

......

......

21

21

222221

111211

  

est possible seulement à l’aide de la théorème d’expansion: 

13



  





n

j
ijij Aa

1
              ou            .

1




n

i
ijij Aa  

 Pour faciliter le calcul il vaut mieux de faire l’apparition des zéros dans 
une ligne (colonne) quelconque. 

 

 Exercice 1.8. Calculez les déterminants donnés: 

a)  

3214

2143

1432

4321

  

 Solution. Le déterminant n’a pas de zéros donc on prend la première 
ligne pour le développement: 

 
.4321 14131211

1414131312121111

MMMM

AaAaAaAa




 

On calcule les mineurs nécessaires: 

;3648121889

321

214

143

11 M  

;483646326

324

213

142

12 M  

;4

314

243

132

13 M                                   .44

214

143

432

14 M  
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 Maintenant la valeur du déterminant est égale à: 

.16017612836)44(443)4(2)36(1   

 

b) 

5032

0126

2112

4332






 . 

 Solution. D’abord on obtient les zéros dans la troisième colonne. Pour 
cela on appique la propriété 7. On fait les opérations suivantes (L2 + L3)  et 
(L1 + 3L3): 

 















5032

0126

02112162

043363182

5032

0126

2112

4332

 

                               .

5032

0126

2038

40920



  

On développe le déterminant obtenu par rapport à la 3ième colonne: 

 ;

532

238

4920

)1(1

5032

0126

2038

40920

33






   

 Pour faciliter le calcul on met les facteurs communs (2 pour la 1ière 
colonne et 3 pour la 2ième colonne) devant le déterminant: 
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48)6020416650(6

511

214

4310

32

532

238

4920









 

c) 

5153

3442

2231

1121






  ;                          d) 

3112

2031

0221

2101







  ; 

   e) 

04321

40321

54021

54301

54321







 . 

Solutions :           c) –23 ;                                d) –21 ;                            e) 120. 

 

 

2. CALCUL MATRICIEL 
 

2.1. Matrices. Opérations sur les matrices 
 

Une matrice c’est un tableau rectangulaire de la forme suivante: 

                   





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211

.                                        (6) 

Les composants a ij  s’appellent les éléments de la matrice. On sait que le 1ier 
indice est le numéro de la ligne et le second est le numéro de la colonne. La 
matrice ayant m lignes et n colonnes est dite de type nm , (m  – nombre de 
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lignes, n  – nombre de colonnes). Si nm  , on dit que la matrice est carrée 
de taille n  ou d’ordre n . 

On distingue des types suivants de matrices: 
a) Si m 1 (resp. n 1) on dit que A est une matrice ligne (resp. colonne): 

            matrice ligne: )4032(A ,         matrice colonne:  



















2

0

1

A . 

b) On dit qu’une matrice carrée )( ijaA   est triangulaire supérieure (resp. 

inférieure) si a ij=0 pour ji   (resp. ji  ): 

 














 


200

510

312

A ,                            





















nnnnn aaa

aa

a

A

...

0.........

00

0...0

2

2221

11

. 

Les éléments 11a , 22a , ..., nna   forment la diagonale principale. 

c) Une matrice est dite diagonale si elle est à la fois triangulaire supérieure et 

inférieure:                      

















3

2

1

00

00

00





C . 

d) La matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont égaux à 1 s’appelle 

matrice unité. On note  nI   ou  nE   la matrice unité de taille n : 

                        









10

01
2I ,                            


















100

010

001

3E . 

e) En écrivant les lignes d’une matrice arbitraire A  dans les colonnes de 
mêmes numéros, on obtient une autre matrice nommée matrice transposée 

qui se note comme  TA : 
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             









232221

131211

aaa

aaa
A                  


















2313

2212

2111

aa

aa

aa

AT . 

Si  A   est de type  nm , alors  TA   sera de dimension  mn . 

Egalité des matrices. Deux matrices A  et B  de même type sont égales 

si ijij ab  , c.-à-d. les éléments de A  coïncident avec les éléments 

correspondants à B : 












321

012
A , 











321

012
B                         BA  . 

 

Opérations sur les matrices 

Addition. Pour trouver la somme de 2 matrices de même type il faut 
additionner les éléments correspondants de ces matrices: 

)( ijaA  , )( ijbB  ,                )( ijij baBAC  . 

Multiplication par un nombre  . On définit le produit de   et une 
matrice )( ijaA   comme la matrice )( ijaA   : 




















dc

ba

dc

ba
A




 . 

Multiplication de deux matrices. On détermine le produit de 2 matrices 
AB  d’après la règle  «les lignes de A  par les colonnes de B »: 

,, 


















tvu

zyx
B

db

ca
A

 




























dtbzdvbydubx

ctazcvaycuax

tvu

zyx

db

ca
BAC  

L’élément ijc  de C  est égal à la somme des produits des éléments de la 

iième ligne de A  par les éléments correspondants de la jième colonne de B . 
Selon cette règle le produit de A  par B  est possible, si le nombre de 
colonnes de A  est égal au nombre de lignes de B . Le produit BA  de ces 
matrices n’est pas possible. En général le produit de deux matrices n’est pas 
commutatif: .BAAB   
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Exercice 2.1. Soient les matrices 












1283

6705
A , 














4328

5150
B , 

























54

13

01

82

C .  

Trouvez:  a) ;BA            b) ;3A            c) ;B            d) ;32 BA  

               e) ;TC                  f) .2CBT   

 Solution. On applique les règles d’addition et de soustraction des 
matrices ainsi que la règle de multiplication par un nombre. 

 a)        
























4328

5150

1283

6705
BA   

























35105

1855

413228)8(3

)5(6)1(75005
 ; 

 

 b) 























31323833

36373035

1283

6705
33A  














36249

1821015
 ; 

 

 c)        
























4328

5150

4328

5150
)1(B  ; 

 

 d)      
























4328

5150
3

1283

6705
232 BA  


























129624

153150

24166

1214010
 

























10132218

3171510

12294616246

1512314150010
 ; 
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 e)            




































5108

4312

54

13

01

82
T

TC  ; 

 f) 





































54

13

01

82

2
4328

5150
2

T
T CB  




































































































149

57

27

244

)10(445

)2(361

02)2(5

16840

108

26

02

164

45

31

25

80

. 

 
 
 Exercice 2.1. Trouvez la matrice ABC   si 

   






 


53

21
A , 













221

013
B  

 Solution. Le produit de A  par B  est possible, car la matrice A  est du 
type 22  et celle de B  a la taille 32 . Le résultat sera la matrice 32C . On 

détermine ses éléments: 
,1231)2(312112111111  babac  

,5412)2()1(12212121112  babac  

,440)2()2(012312131113  babac  

,145915332122112121  babac  

,710325)1(32222122122  babac  

.10100)2(5032322132123  babac  

On obtient la matrice-produit: 












10714

451
ABC . Il faut indiquer 

que le produit de B  par A  n’est pas possible. 
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 Exercice 2.2. Multipliez les matrices suivantes: 












201

321
A ,  






















11

32

01

B  

 Solution. Les types des matrices données permettent de trouver deux 
produits AB  et BA . 
































11

32

01

201

321
AB  

       











)1(230011220)1(1

)1(332011322)1(1
 

    





















23

36

200201

360341
; 

































201

321

11

32

01

BA  

       





















2)1(310)1(21)1()1(11

23320322)1(312

20310021)1(011

 

      









































122

1241

321

230211

660432

030201

. 

 

 Exercice 2.3. Calculez  3A  pour  










21

32
A . 

 Solution. D’abord on trouve AAA 2 : 

.
70

07

4322

6634

21

32

21

322








































A  

Maintenant on peut calculer AAA 23  : 
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.
147

2114

14070

021014

21

32

70

073







































A  

 
 Exercice 2.4. Faites les opérations suivantes. 

1)     






 
























01

23
,

15

43
,

24

01
CBA . 

Trouvez :   322 );)((;;2;3 CBABABACBABA T  . 
 
2)  Vérifiez l’égalité  BAAB    pour les matrices: 





































352

143

231

,

231

521

652

BA . 

3)  Calculez :               



































5

0

1

042

311

34

123
 

4)  Trouvez tous les produits des matrices données qui sont possibles: 

.
74

32
,

01

75

02

,
514

321






































 CBA  

Solutions : 

   1)   ;
717

46
3 











 BA                            ;
011

142
2 










 CBAT  

;
238

161222







 
 BA                              ;

3921

124
))(( 







 
 BABA  













67

14153C  ;                     3)  ;
58

24








                 4)  ;

78

1415







 
AB  

.

32

3418

64

;
231524

9710
;

321

201723

642

















































 BCCABA
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2.2. Matrice inverse 
 

La matrice B  s’appelle matrice inverse de la matrice A  et on la note 
1A  si on a IBAAB  . 

On en déduit que pour qu’une matrice carrée admette une inverse 1A , 
il faut et suffit que son déterminant ne soit pas égal à zéro. C.-à-d. 0det A  
est la condition nécessaire et suffisante pour que la matrice A  ait l’inverse 

1A . 

Pour calculer l’inverse de la matrice carrée A  il faut: 

1) Calculer le déterminant de la matrice A . Si 0det A , alors 1A  existe. 

2) Calculer les cofacteurs de chaque élément de A : nnAAA ,...,, 1211  et écrire 

la matrice de ces cofacteurs. Cette matrice s’appelle comatrice. On l’obtient 
en remplaçant dans A  chaque élément par son cofacteur. 

3) Transposer la comatrice C  et multiplier la transposée TC  par  
Adet

1
: 

   























A

A

A

A

A

A

A

A

C
A

A
nnn

n

T

detdet

detdet

det

1

1

111

1






.                          (7) 

C’est la matrice inverse de A . Pour vérifier on a IAA  1  ou IAA 1 . 

 

Exemple de détermination de l’inverse pour        










21

45
A . 

 D’abord on calcule le déterminant de la matrice donnée: 

,014410
21

45
det 


A                       donc l’inverse 1A  existe. 

 Maintenant on trouve les cofacteurs des éléments de la matrice A : 

;22)1( 11
11  A      ;1)1()1( 21

12  A  

;44)1( 12
21  A      .55)1( 22

22  A  
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On compose la comatrice C  et on la transpose: 

 ;
54

12










C     .
51

42







 
TC  

 

On écrit la matrice inverse 1A  d’après la formule (7): 

 .
145141

7271

51

42

14

11







 








 
A  

 
On fait la vérification: 






































 


140

014

14

1

10455

88410

14

1

21

45

51

42

14

11AA  

 I









10

01
 

 Exercice 2.5. Trouvez 1A  et faites la vérification: 

a) 






















123

421

513

A  ;          b) 

















103

211

021

B  ;         c) 









54

31
C . 

 
 Solution. a) On calcule Adet : 

.451243010126

123

421

513

det 





A  

On détermine les cofacteurs: 

;682
12

42
11 




A  ;13)121(
13

41
12 


A  

;862
23

21
13 


A   ;9)101(

12

51
21 




A  

;12153
13

53
22 




A  ;3)36(
23

13
23 A  

;6104
42

51
31 




A  ;17)512(
41

53
32 


A  
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;716
21

13
33 


A  

 
On forme l’inverse: 























7176

3129

8136

C  ;                         






















738

171213

696

45

11A  

 
Vérification: 













































123

421

513

738

171213

696

45

11AA  

 





















71240146821324

174865342413511239

636301218618918

45

1
 

 .

100

010

001

4500

0450

0045

45

1
I






































  

 
Solutions: 

b) 






















51152151

152151157

154152151
1B  ;               c) 













7174

73751C . 

 
 

2.3. Rang d’une matrice. Procédé de calcul du rang 
 

Avant de donner la définition du rang d’une matrice on introduit la 
notion de mineurs d’une matrice. Soit A  une matrice de type nm . On 

appelle mineur d’ordre k  de A , tout déterminant est extrait de la matrice A  

par l’intersection de k  lignes et de k  colonnes (  nmk ,min1  ), c.-à-d. 

on prend k  de n’importe quelles lignes et k  de n’importe quelles colonnes de 
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A . A l’intersection de ces lignes et de ces colonnes on trouve les éléments qui 

forment un déterminant d’ordre k  appelé mineur de A . 

Exemple. Soit 






















42123

10114

01132

A . 

De cette matrice on peut extraire beaucoup de mineurs: 

d’ordre 1:  2111  aM ,     0241  aM , ... ; 

d’ordre 2: 
23

32

3231

1211
2




aa

aa
M ,     

01

11

2423

1413
2




aa

aa
M , ... ; 

d’ordre 3:   

123

114

132

3





M ,      

423

104

012

3





M , ... . 

Mais on ne peut pas former des mineurs d’ordres 4 et de plus, car il n’y 
a que 3 lignes. L’ordre de mineur d’une matrice A  de type nm  peut être 

inférieur ou égal au minimum ( nm, ):        k min ),( nm . 

Le rang d’une matrice est l’ordre maximal du mineur non nul extrait 
de la matrice. Il suit de cette définition: 

1) chaque matrice nmA   a le rang; c’est évident que );,min()( nmAr   

2) 0)( Ar  si et seulement si la matrice A  est matrice-nulle; 

3) pour une matrice carrée A  d’ordre n    nAr )(   si et seulement si 

0det A . 

 

Procédé de calcul du rang 

Pour calculer le rang d’une matrice on pourrait essayer de trouver un 
mineur d’ordre maximal non nul. On pratique deux manières différentes. 
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Méthode des mineurs. Selon cette méthode on part des mineurs de 
petits ordres (en commençant par le mineur d’ordre 1, c’est-à-dire avec les 
éléments de la matrice) en allant aux mineurs d’ordre plus imortant. On 

suppose que l’on trouve un mineur )( kM  non nul d’ordre k , alors on doit 

seulement calculer les mineurs )( 1kM  d’ordre 1k  encadrant (contenant) 

le mineur kM . Si tous les mineurs 01 kM , alors .)( kAr   Mais si un 

d’entre eux est non nul ainsi cette opération doit être appliquée à celui-ci. 

Exemple de détermination du rang de la matrice par la méthode des mineurs: 

























17021

57732

115243

621115

A  

 La matrice donnée a des mineurs non nuls du premier ordre, par 

exemple:                5111  aM .                                 Donc 1)( Ar . 

On prend un mineur du deuxième ordre qui contient cet élément, par 

exemple:         .023320
43

15
2 


M            Il suit que 

2)( Ar  et on ne doit pas calculer d’autres mineurs d’ordre 2 bordant 11a . 

Maintenant on considère un mineur du troisième ordre insérant ce 

mineur 2M , par exemple: 

.0213088994140

732

2

11

43

15

3 M  

 Il est facile de s’assurer que tous les mineurs d’ordre 3 bordant 2M  

seront égaux à zéro: 
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;0

021

2

11

43

15





         ;0

732

15

2

43

15





       

;0

532

1

6

43

15

  

 ;0

721

15

2

43

15





             .0

121

1

6

43

15





  

Ainsi le rang de la matrice est 2:                  2)( Ar . 

 

Il existe une méthode qui n’exige pas le calcul des déterminants. Elle se 
base sur les «opérations élémentaires» des matrices qui ne changent pas le 
rang d’une matrice. Elle s’appelle méthode des zéros échelonnés. 

Les opérations élémentaires sont telles que: 

1) permutation des rangées parallèles; 

2) transposition d’une matrice; 

3) suppression des zéro-rangées; 

4) multiplication ou division des éléments d’une rangée par un nombre réel 
non nul; 

5) remplacement d’une rangée par une combinaison linéaire à coefficients non 
nuls de cette rangée et d’une rangée parallèle. 

Deux matrices A  et B  s’appellent équivalentes si elles ont le même 
rang, c.-à-d.: 

BABrAr ~)()(  . 
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On effectue des opérations élémentaires sur les rangées pour faire 
apparaître le nombre maximal des zéros. 

 

Exemple de détermination du rang de la matrice à l’aide de la méthode 
des zéros échelonnés: 

























17021

57732

115243

621115

A . 

Selon les recommandations données au-dessus on obtient des zéros, par 
exemple, dans la 1ière colonne. On utilise la 5ième opération élémentaire. On 
ajoute à la 1ière ligne la 2ième ligne et la 3ième ligne multipliée par (–1), le code 

de cette opération: 321 LLL  . Pour obtenir les zéros au lieu des éléments 

21a  et 31a  on fait: 432 LLL     et 42 2 LL  . Après, à l’aide de la 1ière 

colonne on peut faire les zéros dans la 4ième ligne. 














































00001

721770

515550

26220

~

17021

721770

515550

26220

~A . 

La matrice obtenue a trois mêmes colonnes )( 532 CCC   et les 

colonnes proportionnelles )3( 24 CC  . En appliquant les opérations 3–5 on 

supprime la 3ième colonne, la 4ième colonne et la 5ième colonne. On obtient la 
matrice de dimension 24  et son rang est égal à 2: 

.2)(07
01

70

01

70

50

20

~ 2 



















ArMA  
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Exercice 2.6. Déterminez le rang des matrices données: 

a) 






















13210

22154

14321

A  ;           b) 



























47454

31110

42121

14302

B  ; 

c) 

























6703

5411

1312

4121

C  ;                d) 

















1540

1102

2123

D . 

Solutions:              a) 3)( Ar ;                                 b) 3)( Br ; 

                              c) 2)( Cr ;                                 d) 2)( Dr . 
 
 
 

3. SYSTEMES DES EQUATIONS LINEAIRES 
 

 On appelle système de m  équations linéaires à n  inconnues un 
système de la forme 

 















.

;

;

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







                                              (8) 

 Les éléments ija  sont les coefficients du système. Les éléments ib  

s’appellent les seconds membres. Les coeffitients et les seconds membres 
sont des constantes réelles. 
 Les )1( njx j   sont les inconnues. 

 On appelle solution du système toute suite des réels ),,,( 21 nxxx   

vérifiant les m  équations du système. 
 Résoudre le système, c’est en trouver toutes les solutions. Lorsque le 
système admet au moins une solution on dit qu’il est compatible, sinon il 
s’appelle impossible (incompatible). Le système est déterminé (défini) s’il 
n’a qu’une seule solution. 
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 Si 021  mbbb  , le système est dit homogène. Tel système 

est toujours compatible car il a la solution )0,,0,0(   appellée solution 
nulle ou triviale. 
 

3.1. Résolution d’un système linéaire 
de n équations à n inconnues 

 
 On considère les méthodes principales de résolution des systèmes 
linéaires déterminés 

  















.

;

;

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







                                           (9) 

 
 Les systèmes d’une telle forme s’appellent les systèmes de Cramer. 
Pour les résoudre on applique des formules de Cramer: 

    ,



 i
ix                                                               (10) 

A l’aide de ces formules on trouve la solution des systèmes linéaires  si ∆  est 
non nul. 
 Le déterminant des coefficients devant des inconnues sans changement 
de leurs places s’appelle déterminant du système  : 

  

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa







21

22221

11211

                                                       (11) 

 i  est le déterminant déduit de   en remplaçant la i ième  colonne par la 

colonne des seconds membres: 

nnnn

n

n

aab

aab

aab







2

2222

1121

1  ;      ...      

nnn

n

baa

baa

baa







21

22221

11211

              (12) 

Les déterminants i  s’appellent déterminants auxiliaires. 
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 Exemple de résolution du système donné à l’aide des formules de 
Cramer: 













.12

,2223

,22

zyx

zyx

zyx

 

 D’abord on trouve le déterminant du système  : 

.5382624

121

223

112





  

0 , donc le système a une solution unique. On calcule les déterminants 
auxiliaires: 

      ;10

121

222

112







 x                    ;5

111

223

122

 y  

.15

121

223

212







 z  

 On applique les formules de Cramer: 

;2
5

10





 xx           ;1
5

5








 yy           .3
5

15








 zz  

 
 On fait la vérification : 

.11322)3()1(22

,22626)3(2)1(223

,22314)3()1(22





 

 
 Remarque: 
    1) Si  0   le système a une solution unique. 
    2) Si  0   et tous les déterminants auxilières  )...,,1(0 nii   le 

système est incompatible ou il est indéfini. 
    3) Si  0   mais au moins un des déterminants auxilières  0i   le 

système est impossible. 
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 Méthode matricielle. Un système de Cramer peut toujours s’écrire sous 

la forme matricielle: 

    BAX                                                                (13) 

Ici la matrice A  s’appelle la matrice du système. Elle est composée des 

coefficients devant des inconnues: 

















nnn

n

aa

aa

A

...

..........

...

1

111

. 


















nx

x

X :
1

  et  

















nb

b

B :
1

  sont les matrices-colonnes des inconnues et des 

seconds membres du système (9). 

 Si la matrice du système A  est inversible, le système a la solution 
unique: 

    BAX 1                                                           (14) 

 Ainsi pour résoudre un tel système il faut trouver l’inverse de la matrice 
du système et la multiplier par la matrice-colonne des seconds membres. 

 

 Exemple de résolution du système donné par la méthode matricielle: 













.12

,2223

,22

zyx

zyx

zyx

 

 On compose les matrices XA,  et B : 






















121

223

112

A ;             

















z

y

x

X ;               
















1

2

2

B . 

 On écrit le système donné sous la forme matricielle: BAX  . On 
calcule le déterminant de la matrice du système A: 
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.5

121

223

112

det 



A  

 0det A , donc la matrice A  est inversible. On calcule les cofacteurs 
nécessaires des éléments de A: 

;642
12

22
11 


A   ;1)23(

11

23
12 A  

;826
21

23
13 


A  ;1)21(

12

11
21 




A  

;112
11

12
22 A   ;3)14(

21

12
23 




A  

;422
22

11
31 


A  ;1)34(

23

12
32 A  

.734
23

12
33 


A  

 

 On forme l’inverse: 























714

311

816

C ;                             






















738

111

416

5

11A . 

 

 On trouve la solution du système: 














































































 

3

1

2

7616

122

4212

5

1

1

2

2

738

111

416

5

11BAX . 

 

On obtient les solutions: 3,1,2  zyx . 
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 Méthode de Gauss (méthode d’élimination). Elle consiste à exécuter 
dans un ordre bien déterminé des opérations élémentaires sur les lignes de la 
matrice élargie d’un système en passant à une matrice du système triangulaire 
supérieure (équivalente) s’il a ou non une solution unique. 

 On appelle la matrice élargie du système la matrice du système 
complétée par la colonne des seconds membres: 

   

















nnnn

n

baa

baa

A

...

................

...

1

1111~

                                                      (15) 

 On rappelle les opérations dites élémentaires: 

  Echange de deux lignes:    ji LL  . 

  Multiplication d’une ligne par un réel non nul:     )( RLL ji   . 

  Addition à une ligne d’un multiple d’une autre ligne: 

             ),( jiRLLL jii   . 

 

 Exemple de résolution du système donné par la méthode de Gauss: 













.12

,2223

,22

zyx

zyx

zyx

 

 On va se ramener à la résolution du système comme le système 
triangulaire. Pour cela on écrit la martice élargie du système: 

                                              






















1

2

2

1

2

1

2

2

1

1

3

2
~

A . 

 1re étape: On fait apparaître 1 pour coefficient de  x   dans la première 

ligne. Pour cela on échange les lignes 1 notée  1L   et 3 notée  3L . 
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Codage: Matrice: 

 

31 LL   





















2

2

1

1

2

1

1

2

2

2

3

1

 

 2e étape: On élimine  x   dans les équations 2 et 3. Pour cela on 
multiplie les membres de la 1ière ligne  par  –3  et on ajoute la ligne obtenue à 

2L . On procède à la même opération avec la 3ième ligne notée  3L . 

Codage: Matrice: 

122 3 LLL   

133 2 LLL   






















0

5

1

1

1

1

3

8

2

0

0

1

 

 3e étape: Le coefficient de  y   dans la deuxième ligne 22a  n’est pas 

égal à 1. On multiplie les membres de la 3ième ligne  par  –3  et on ajoute la 

ligne obtenue à  2L . On divise  2L   par  –1. 

Codage: Matrice: 

322 3 LLL   

1
2

2 


L
L  





















0

5

1

1

2

1

3

1

2

0

0

1

 

 4e étape: On obtient 032 a . Pour cela on procède aux opérations 

suivantes: 

Codage: Matrice: 

233 3 LLL   

5
3

3

L
L   





















3

5

1

1

2

1

0

1

2

0

0

1
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 On réduit la matrice élargie du système qui est équivalente au système 
triangulaire avec la diagonale unitaire: 

 



































.2

,1

,3

,12

,52

,3

,3

,52

,12

x

y

z

zyx

zy

z

z

zy

zyx

 

On obtient les solutions:          3,1,2  zyx . 

 Exercice 3.1. Résolvez les systèmes donnés par 3 méthodes. 

a) 











,7

,13

,36

xzy

yzx

zyx

                                                b) 











,872

,1353

,42

zyx

zyx

zyx

 

Solutions :  

           a) ;10;5,21;5,24  zyx                   b) .1;1;1  zyx  

 

 

3.2. Système arbitraire d’équations linéaires 

 

 On revient maintenant au cas d’un système linéaire quelconque de m  
équations à n  inconnues (8). On donne le théorème de Kronecker-Kapelli 
qui joue le rôle principal dans la théorie des systèmes linéaires. Ce théorème 
est connu sous le nom de Rouché-Fontené en France. 

Théorème. Pour que le système (8) soit compatible il faut et suffit que 

le rang de la matrice élargie du système 
~

A  soit égal à celui de la matrice du 

système A : rArAr  )()(
~

. Ce nombre s’appelle le rang du système. 

En résolvant le système (8) les cas suivants sont possibles: 
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1) )()(
~

ArAr     il n’a pas de solution. 

2) rArAr  )()(
~

   c’est la condition d’existence des solutions. 
Dans ce cas il y a deux variantes: 

a) nr   (le rang du système = le nombre d’inconnues). 

Cela signifie qu’il n’existe que  r   équations indépendantes dans le 
système donné. Ce sont les équations principales. Les autres )( rm   
équations doivent être négligées. On aura alors le système bien connu: de  n  
équations à  n   inconnues dont le déterminant est non nul. On utilise soit les 
formules de Cramer soit d’autres méthodes. 

b) nr   (le rang est moins grand que le nombre d’inconnues). 

Dans ce cas on néglige des équations dépendantes et on aura le 
système de r  équations à n  inconnues )( nr  . Les  r   inconnues sont dites 

inconnues principales. On les laisse dans le système à gauche et d’autres 

)( rn   inconnues nommées non principales s’écrivent dans le système à 

droite. Ce sont les inconnues libres et on résout le système formé par les r  
équations principales à r  inconnues principales en les exprimant en fonction 
des inconnues libres. En donnant des valeurs arbitraires aux inconnues libres 
on aura les solutions. Le système aura une infinité de solutions. 

Exemples d’étude des systèmes donnés:  

a) 











.023

,22

,12

421

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 

On commence le calcul des rangs de 
~

A  et A  (on les calcule 
simultanément). 











































0

2

3

2013

1121

2013

~

0

2

1

2013

1121

1112 21~
LL

A  
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La matrice du système a deux lignes identiques )( 31 LL   donc son 

rang se détermine comme 2)( Ar . Pour la matrice élargie le mineur 

d’ordre 3 non nul est admissible, par exemple: 

06
02

32

020

211

320

3 M              donc         .3)(
~

Ar  

On a  )()(
~

ArAr   ainsi le système n’a pas de solutions. 

b) 











.444

,2232

,13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 On détermine les rangs nécessaires: 








 















 





















4

1

414

311
~

4

4

1

414

414

311

~

2

4

2

1

414

232

311 12~
LL

A . 

 On a  32)()(
~

 nrArAr . Donc le système est compatible et 

indéfini. Pour le résoudre on laisse  2r   équations (par exemple,  la 1ière et 

la 2ième). On prend  2r   inconnues comme  inconnues principales (c’est 1x  

et 2x ). On transforme le système obtenu: 
















.2232

,31

,2232

,13

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx
 

 On résout le système à l’aide des formules de Cramer: 

;523
32

11



  

39



  

;752293
322

131
333

3

3
1 xxx

x

x





  

;86222
222

311
333

3

3
2 xxx

x

x





  

Solutions:    ;4,11
5

75
3

31
1 x

x
x 







  

  ;6,1
5

8
3

32
2 x

x
x 




                       .3 Rx   

On donne quelque solutions particulières: 

 1) ;0;0;1 321  xxx  

 2) ;1;6,1;4,0 321  xxx  

 3) .2;2,3;8,3 321  xxx  

 

 Exercice 3.2. Etudiez le système donné. Si le système est compatible 
trouvez toutes ses solutions. 

a) 















,22

,733

,122

,432

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

                     b) 















.563323

,49634

,352

,342

54321

5432

54321

54321

xxxxx

xxxx

xxxxx

xxxxx

 

Solutions: 

      a) ;1;1;1;3 321  xxxr  

      b) .4)(;3)(
~

 ArAr             Le système est incompatible. 
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3.3. Systèmes homogènes 

 

Pour 0ib  dans (8) le système est dit homogène. Evidemment que 

rArAr  )()(
~

 ainsi de tels systèmes ont toujours une solution. 

On aura deux cas possibles: 

a) Si nAr )(  le système admet une seule solution nulle: 0...1  nxx . 

b) Si nrAr )(  alors le système possède une infinité de solutions. 

 

 Exemples de résolution des  systèmes homogènes: 

a) 











.087

,0654

,032

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

 Ici la quantité d’équations coïncide avec le nombre d’inconnues donc 
on calcule le déterminant de la matrice du système: 

 27481059684

087

654

321

det A . 

 Puisque le système est homogène et 0det A , elle n’a que la solution 

triviale:            .0;0;0 321  xxx  

 

b) 







.02

,032

321

321

xxx

xxx
 

 La matrice du système a le rang  2)(  rAr   parce que parmi ses 

mineurs du deuxième ordre il y a celui-ci non nul: 
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2)(312
11

12
;

211

312
2 










 
 ArMA . 

 La quantité d’inconnues  3n . Pour la condition  nr    le système a 
l’infinité de solutions une desquelles est la solution nulle. On détermine les 
autres à l’aide de la méthode de Gausse. 

















,2

,32

,02

,032

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx
 

~
2

30

11
~

211

30
~

2

3

11

12

3

3

3

3
2

3

3
~ 2121








 


























x

x

x

x

x

x
A

LLLL

 

        

.;
3

;
3

5

3

3

5

10

01
~

3

2

10

11
~

3
3

2

3
1

3

3

3

33 21

2

Rx
x

x

x
x

x

x

x
x LL

L










































 
 

 

 Exercice 3.3. Résolvez les systèmes homogènes: 

a) 











,035

,042

,03

31

21

321

xx

xx

xxx

                                         b) 











.0562

,0483

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Solutions : 

                    a) 0;0;0 321  xxx  ; 

  b) .;5,3;8 33231 Rxxxxx   
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AUTOEVALUATION 

1. Lequel des produits donnés ne figure pas dans le déterminant d’ordre 3: 

   а) 322113 aaa ;         b)  322112 aaa ;         c)  312312 aaa ;        d)  332211 aaa . 

 

2. Lequel des produits donnés figure dans le déterminant d’ordre 3: 

   а) 332312 aaa ;          b) 322213 aaa ;        c)  322112 aaa ;        d)  312213 aaa . 

 

3. Les produits  312213 aaa   et  322311 aaa   figurent dans le déterminant 

d’ordre 3 en conformité avec les signes: 

   а) “+” et “+”;           b) “+” et “–“;         c)  “–“ et “+”;          d)  “–“ et “–“. 

 

4. Si on multiplie tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne du 
déterminant Δ par le nombre m , la valeur de nouveau déterminant sera 
égal à: 

    а)  mΔ;                       b)  Δ;                        c)  −mΔ;                      d)  
m


.  

 

5. Lesquelles de ces affirmations données sont correctes? 

      1) Si l’on transpose deux lignes, la valeur de ce déterminant ne change 
pas. 

      2) Δ = 0 s’ il a deux mêmes colonnes. 

      3) Le Δ est égal à la somme de produits des éléments de la 1-ère ligne et les 
cofacteurs des mêmes éléments de la 2-ème ligne. 

      4) Si tous les éléments d’une certaine ligne ont un facteur commun on peut 
le mettre devant le Δ. 

       а) 1 et 2;                 b) 2 et 4;                    c)  3 et 4;                  d)  1 et 3.  
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6. Lesquelles de ces affirmations données ne sont pas correctes? 

       1) Δ = 1 si tous ses éléments sont égaux à 1. 

       2) Δ = 0 si tous les éléments d’une certaine ligne sont égaux à zéro. 

       3) On ne change pas le Δ en ajoutant une colonne multipliée par 
n’importe quel nombre à une autre colonne. 

       4) Si l’on transpose la 1-ère ligne et la 1-ère colonne, le déterminant change 
de signe. 

       а) 1 et 4;                  b) 2 et 4;                  c)  1 et 3;                   d)  2 et 3. 

 

7. Les matrices A et B ont le même type (2, 3). Sur ces matrices on peut faire 
l’opération: 

     а) multiplier A par B;                               b) diviser B par A; 

     c) additionner;                                          d) multiplier B par A . 

 

8. Si on transpose une matrice, de tels composants se remplacent: 

    а) la 1-ère et la dernière colonnes; 

    b) chaque ligne et la colonne du même numéro; 

    c) la 1-ère et la dernière lignes; 

    d) la 1-ère ligne et la 1-ère colonne. 

 

9. Les matrices A et B commutent si: 

         а)  A+B=B+A;                                            b)  AB=BA;              

         c)  A = B;                                                    d)  AB = I. 

 

10. La matrice carrée a la matrice inverse, si: 

    а) son déterminant n’est pas égal à zéro; 

    b) son déterminant est égal à zéro; 

44



  

    c) tous les éléments de sa diagonale principale ne sont pas égaux à zéro; 

    d) tous ses éléments ne sont pas égaux à zéro. 

 

11. La matrice A−1 s’appelle matrice inverse de la matrice carrée A si: 

    а) A−1 = −A;                                                   b) AA−1= A−1A = I;     

    c) A + A−1 = I;                                               d) A − A−1 = I. 

 

12. Le rang d’une matrice est: 

     а) la quantité de mineurs non nuls; 

     b) l’ordre maximal des mineurs non nuls; 

     c) la quantité d’ éléments diagonaux non nuls; 

     d) la quantité d’ éléments non nuls. 

 

13. La matrice s’appelle matrice unité si: 

     а) tous les éléments de sa 1-ère ligne sont égaux à un; 

     b) elle est la matrice carrée et son déterminant est égal à 1; 

     c) elle est la matrice carrée et les éléments de sa diagonale principale sont 
égaux à un et tous ses autres éléments sont égaux à zéro; 

     d) tous les éléments de cette matrice sont égaux à un.  

 

14. Lesquelles de ces affirmations données sont correctes?  

 Le rang d’une matrice ne se change pas si: 

     1) on supprime une ligne; 

     2) on transpose la matrice; 

     3) on multiplie une colonne par 0; 
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    4) on additionne une ligne multipliée par n’importe quel nombre à une autre 
ligne. 

          а) 2 et 4;                  b) 2 et 3;               c)  1 et 4;                d)  1 et 3.  

 

15. Le système linéaire s’appelle indéfini si: 

     а) il a une seule solution; 

     b) il n’a pas de solutions; 

     c) il n’a qu’une seule solution; 

     d) tous les membres libres sont égaux à zéro. 

 

16. Le système linéaire de  m  équations s’appelle incompatible si: 

     а) il a infini de solutions;                            b) il a  m  solutions; 

     c) il a une seule solution;                            d) il n’a pas de solutions. 

 

 

Clés :        1–b;            2–d;           3–d;            4–a;            5–b;            6–a; 

                 7–c;            8–b;           9–b;           10–a;          11–b;          12–b; 

               13–c;          14–a;          15–c;          16–d. 
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