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войства и поведение систем, состоящих из достаточно 
большого числа частиц, определяются закономерностями 
особого типа, получившими название статистических зако-
номерностей [1]. К таким системам можно отнести зерни-
стые материалы, изучение свойств и поведения которых в 
различных условиях составляет одну из важных задач обо-
гащения полезных ископаемых. 

Представим идеализированную систему, состоящую из 
частиц двух сортов одинакового размера D  и различной 
плотности 1  и 2 , причем 1 > 2 , массы частиц обо-

значим 1m  и 2m . Пусть число частиц первого и второго 

сорта равно соответственно 1N  и 2N . Смесь находится в 

бесконечно высоком сосуде с площадью основания S . Из-
вне в систему подводится энергия, например, вибрации, в 
результате чего частицы совершают хаотические движения. 
Мерой хаотичности движения частиц служит статистиче-
ская температура  . Следует отметить, что система нахо-
дится во внешнем гравитационном поле с ускорением сво-
бодного падения g . Тогда потенциальная энергия частицы 

массы  m  зависит только от вертикальной координаты h  
и равна: 

mghE   
Распределение частиц, зависящее от их потенциальной 

энергии, будет изменяться только вдоль вертикальной оси, а 
в горизонтальной плоскости частицы распределяются рав-
номерно. Так как всякая равновесная система стремится за-
нять состояние с наименьшей энергией, то частицы с боль-
шей плотностью будут стремиться занять положение с 
меньшим значением вертикальной координаты. 

Рассмотрим подсистему частиц первого сорта при стати-
стической температуре, стремящейся к нулю. В этом случае 
хаотическим движением можно пренебречь, поэтому каждая 
частица будет занимать определенное место в пространстве, 
и в этом месте пространства может находиться не более од-
ной частицы. Применим распределение Гиббса для сово-

купности частиц числом kn , находящих-
ся в k - том состоянии, и запишем выра-
жение для термодинамического потен-
циала этой совокупности [2]: 
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1  - химический потенциал частиц пер-
вого сорта. 

С учетом пространственной несовмес-
тимости  частиц  числа заполнения каж-
дого состояния могут принимать лишь 
значения 0 или 1, поэтому получим: 
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Поскольку среднее число частиц равно производной от 
термодинамического потенциала по химическому потенциа-
лу с обратным знаком, то в данном случае искомое среднее 
число частиц  в k - том состоянии получится как производ-
ная 
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или окончательно 
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Это есть функция распределения для рассматриваемой 
подсистемы частиц. Все частицы, находящиеся в элементе 
объема Sdh , обладают одинаковой потенциальной энерги-
ей ghm1 , и максимальное их количество равно: 

2
01 D/Sn   

Тогда для числа частиц, находящихся на определенном 
уровне с учетом функции распределения можем записать: 
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Интегрируя по dh , получим полное число частиц под-
системы 
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Преобразуем этот интеграл, сделав подстановку 
zghm  11  : 
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Рис. 1. Распределение частиц по вы-
соте при статистической температуре 
510-8 Дж 
1 – частицы большей плотности; 
2 – частицы меньшей плотности 

Рис 2. Распределение частиц по вы-
соте при статистической температуре 
410-7 Дж. 
1 – частицы большей плотности; 
2 – частицы меньшей плотности 

Рис 3. Распределение плотности сме-
си частиц по высоте. 
1 - статистическая температура 410-7 Дж.; 2 - 
статистическая температура 510-8 Дж 
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В случае 1 , а именно этот случай нас и будет инте-
ресовать в дальнейшем, выражение под логарифмом стре-
мится к 1, а сам логарифм выражения равен нулю. Учиты-
вая, что высота неподвижного слоя частиц первого сорта 

01101 n/DNh  , получим выражение для 0111 ghm  
В итоге после соответствующей подстановки получим 

для частиц большей плотности функциональную зависи-
мость их количества в слое толщиной D  от высоты и ста-
тистической температуры: 
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Производя выкладки, аналогичные вышеприведенным, 
для частиц другого сорта с учетом того, что 

01
2

02 / nDSn  , получим распределение их по высоте 
в виде: 
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В случае очень низкой статистической температуры ин-
тегрирование этого выражения по высоте следует начинать 
не с нуля, а с 01h . Сделав соответствующую подстановку, 
для общего количества частиц другого сорта будем иметь 
выражение: 
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Так как выполняются условия 2  и 

0122 ghm , то по-прежнему выражение под логариф-
мом стремится к 1, а сам логарифм равен нулю. Следова-

тельно, химический потенциал для частиц меньшей плотно-
сти равен: 
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Итоговое выражение для распределения частиц другого 
сорта по высоте имеет вид: 
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В качестве реального примера рассмотрим систему, со-
стоящую из смеси частиц кварца плотности 1 = 2700 кг/м3 

и частиц угля плотности  2 = 1300 кг/м3. Размер всех час-

тиц одинаковый и равен D = 10-3м, количество частиц пер-
вого и другого сорта 1N = 2N =105 шт. Пусть смесь поме-

щена в сосуд с площадью основания S = 10-3 м2 и неограни-

ченной высотой. Для этих условий 01n = 103,  0201 hh  

0,1м, 1m = 2,710-6кг, 2m = =1,310-6кг, g = 9,81м/с2. 
Графики функций распределения количества частиц по 

высоте при различных статистических температурах 1 = 

510-8 дж и  2 = 410-7дж представлены на рисунках 1 и 2. 
На рисунке 3 показано распределение плотности смеси час-
тиц по высоте при тех же температурах. 

Анализируя графики, видим, что при статистической 
температуре 1  существует узкий интервал в диапазоне 
высот от 0,085 м до 0,115 м, в котором происходит переме-
шивание частиц. Ниже этой зоны находятся частицы боль-
шей плотности, а выше – частицы меньшей плотности. При 
повышении температуры до 2  зона перемешивания рас-
пространяется на весь занимаемый частицами объем, одна-
ко внизу находятся преимущественно частицы первого сор-
та. 

Так как процесс разделения частиц есть процесс, обрат-
ный перемешиванию, то можно полагать, что разделение 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
 
. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Московский государственный горный 
университет 
 
 

 
196

частиц возможно только в зоне перемешивания. Следова-
тельно, для полного разделения необходима минимальная 
статистическая температура, или, другими словами, необ-
ходима минимальная энергия хаотизации системы, благода-
ря которой все частицы, по крайней мере, одного сорта, мо-
гут перемещаться по занимаемому системой объему. Но при 
этом погрешность разделения увеличивается.  

Для уменьшения погрешности разделения температуру сле-
дует снижать таким образом, чтобы система постоянно находи-

лась в квазиравновесном состоянии. Это условие можно выпол-
нить только в том случае, если время снижения температуры 
будет больше времени релаксации системы. 

Рассмотрение вопросов, связанных с временем установ-
ления статистического равновесия и временем, необходи-
мым для разделения частиц, выходит за рамки данной ста-
тьи, но может быть рассмотрено с позиций физической ки-
нетики.
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