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Очікувані результати навчання та критерії оцінювання 

Очікувані результати навчання освітньо-професійної програми 

кваліфікаційного рівня магістра «Телекомунікації та радіотехніка» 

спеціальності 172 Телекомунікації та радіотехніка, які регламентовано 

викладати та опановувати в навчальні дисципліні «Теорія адаптивної 

фільтрації»: 

 

Шифр 
Результати навчання  

Зміст 

РН7 Використовувати фундаментальні знання в галузі телекомунікацій та 

радіотехніки, володіння математичним апаратом теорії 

телекомунікаційних та радіотехнічних систем; 

РН8 Використовувати сучасні інформаційні технології; використовувати 

програмні радіотехнічні засоби та засоби телекомунікаційних систем 

та мереж; застосовувати інформаційні технології в телекомунікаціях та 

радіотехніці. 

Зміст критеріїв оцінювання спирається на компетентністні характеристики, 

визначені НРК для магістерського рівня вищої освіти (подано нижче). 

Загальні критерії досягнення результатів навчання  

Для 7-го кваліфікаційного рівня за НРК 

 
Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

Знання  

– спеціалізовані 

концептуальні 

знання, що 

включають 

сучасні наукові 

здобутки у сфері 

Відповідь відмінна – правильна, обґрунтована, 

осмислена. 

Характеризує наявність: 

– спеціалізованих концептуальних знань на 

рівні новітніх досягнень; 

– критичне осмислення проблем у навчанні 

95-100 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

професійної 

діяльності або 

галузі знань і є 

основою для 

оригінального 

мислення та 

проведення 

досліджень, 

критичне 

осмислення 

проблем у галузі 

та на межі 

галузей знань 

та/або професійній діяльності та на межі 

предметних галузей 

Відповідь містить не грубі помилки або описки 90-94 

Відповідь правильна, але має певні неточності 85-89 

Відповідь правильна, але має певні неточності 

й недостатньо обґрунтована 

80-84 

Відповідь правильна, але має певні неточності, 

недостатньо обґрунтована та осмислена  

74-79 

Відповідь фрагментарна 70-73 

Відповідь демонструє нечіткі уявлення 

студента про об’єкт вивчення 

65-69 

Рівень знань мінімально задовільний 60-64 

Рівень знань незадовільний <60 

Уміння/навички 

– спеціалізовані 

уміння/навички 

розв’язання 

проблем, 

необхідні для 

проведення 

досліджень 

та/або 

провадження 

інноваційної 

діяльності з 

метою розвитку 

Відповідь характеризує уміння: 

– виявляти проблеми; 

– формулювати гіпотези; 

– розв’язувати проблеми; 

– оновлювати знання; 

– інтегрувати знання; 

– провадити інноваційну діяльність; 

– провадити наукову діяльність 

95-100 

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання в практичній діяльності з 

не грубими помилками 

90-94 

Відповідь характеризує уміння/навички 85-89 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

нових знань та 

процедур;  

– здатність 

інтегрувати 

знання та 

розв’язувати 

складні задачі у 

широких або 

мультидисциплі

нарних 

контекстах; 

– здатність 

розв’язувати 

проблеми у 

нових або 

незнайомих 

середовищах за 

наявності 

неповної або 

обмеженої 

інформації з 

урахуванням 

аспектів 

соціальної та 

етичної 

відповідальності 

застосовувати знання в практичній діяльності, 

але має певні неточності при реалізації однієї 

вимоги  

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання в практичній діяльності, 

але має певні неточності при реалізації двох 

вимог 

80-84 

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання в практичній діяльності, 

але має певні неточності при реалізації трьох 

вимог 

74-79 

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання в практичній діяльності, 

але має певні неточності при реалізації 

чотирьох вимог 

70-73 

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання в практичній діяльності 

при виконанні завдань за зразком 

65-69 

Відповідь характеризує уміння/навички 

застосовувати знання при виконанні завдань за 

зразком, але з неточностями 

60-64 

Рівень умінь/навичок незадовільний <60 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

Комунікація 

– зрозуміле і 

недвозначне 

донесення 

власних знань, 

висновків та 

аргументації до 

фахівців і 

нефахівців, 

зокрема до осіб, 

які навчаються 

Зрозумілість відповіді (доповіді).  

Мова: 

– правильна; 

– чиста; 

– ясна; 

– точна; 

– логічна; 

– виразна; 

– лаконічна. 

Комунікаційна стратегія: 

– послідовний і несуперечливий розвиток 

думки; 

– наявність логічних власних суджень; 

– доречна аргументації та її відповідність 

відстоюваним положенням; 

– правильна структура відповіді (доповіді); 

– правильність відповідей на запитання; 

– доречна техніка відповідей на запитання; 

– здатність робити висновки та 

формулювати пропозиції; 

– використання іноземних мов у 

професійній діяльності 

95-100 

Достатня зрозумілість відповіді (доповіді) та 

доречна комунікаційна стратегія з незначними 

хибами 

90-94 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

Добра зрозумілість відповіді (доповіді) та 

доречна комунікаційна стратегія (сумарно не 

реалізовано три вимоги) 

85-89 

Добра зрозумілість відповіді (доповіді) та 

доречна комунікаційна стратегія (сумарно не 

реалізовано чотири вимоги) 

80-84 

Добра зрозумілість відповіді (доповіді) та 

доречна комунікаційна стратегія (сумарно не 

реалізовано п’ять вимог) 

74-79 

Задовільна зрозумілість відповіді (доповіді) та 

доречна комунікаційна стратегія (сумарно не 

реалізовано сім вимог) 

70-73 

Задовільна зрозумілість відповіді (доповіді) та 

комунікаційна стратегія з хибами (сумарно не 

реалізовано дев’ять вимог) 

65-69 

Задовільна зрозумілість відповіді (доповіді) та 

комунікаційна стратегія з хибами (сумарно не 

реалізовано 10 вимог) 

60-64 

Рівень комунікації незадовільний <60 

Відповідальність і автономія 

– управління 

робочими або 

навчальними 

процесами, які є 

складними, 

непередбачуван

Відмінне володіння компетенціями: 

– використання принципів та методів 

організації діяльності команди; 

– ефективний розподіл повноважень в 

структурі команди; 

– підтримка врівноважених стосунків з 

95-100 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

ими та 

потребують 

нових 

стратегічних 

підходів; 

– відповідальність 

за внесок до 

професійних 

знань і практики 

та/або 

оцінювання 

результатів 

діяльності 

команд та 

колективів; 

– здатність 

продовжувати 

навчання з 

високим 

ступенем 

автономії 

членами команди (відповідальність за 

взаємовідносини); 

– стресовитривалість;  

– саморегуляція;  

– трудова активність в екстремальних 

ситуаціях; 

– високий рівень особистого ставлення до 

справи; 

– володіння всіма видами навчальної 

діяльності; 

– належний рівень фундаментальних знань; 

– належний рівень сформованості 

загальнонавчальних умінь і навичок 

Упевнене володіння компетенціями 

відповідальності і автономії з незначними 

хибами 

90-94 

Добре володіння компетенціями 

відповідальності і автономії (не реалізовано дві 

вимоги) 

85-89 

Добре володіння компетенціями 

відповідальності і автономії (не реалізовано три 

вимоги) 

80-84 

Добре володіння компетенціями 

відповідальності і автономії (не реалізовано 

чотири вимоги) 

74-79 

Задовільне володіння компетенціями 70-73 
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Вимоги до знань, умінь/навичок, 

комунікації, відповідальності і автономії 

Показн

ик 

оцінки  

відповідальності і автономії (не реалізовано 

п’ять вимог) 

Задовільне володіння компетенціями 

відповідальності і автономії (не реалізовано 

шість вимог) 

65-69 

Задовільне володіння компетенціями 

відповідальності і автономії (рівень 

фрагментарний) 

60-64 

Рівень відповідальності і автономії 

незадовільний 

<60 
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Практична робота 1. Фільтр Колмогорова–Вінера 

 

Мета роботи: реалізація дискретного фільтра Колмогорова–Вінера для 

виділення корисного сигналу з його суміші з шумом.  

 

Підготовка до роботи: повторити теоретичний матеріал з фільтру 

Колмогорова–Вінера 

 

Відомості до виконання роботи 

На вхід фільтра подано сигнал  

t t tx s n  , (1.1) 

де ts  – корисний сигнал та tn  – шум.  Від фільтра вимагається, щоб він дав 

вихідний сигнал максимально близький (в плані середньоквадратичної 

помилки) до сигналу ts . 

Задано дискретний вхідний сигнал tx  та взаємна кореляційна функція 

 sxR t  для 0,t T ; 1000T   (всього 1001 точка). Вагові коефіцієнти фільтра h , 

0,T    є розв’язками системи лінійних рівнянь Вінера–Хопфа 

   
0

T

sx xR h R


  


   , (1.2) 

де  xR t  – кореляційна функція вхідного сигналу, яка в дискретному випадку 

може бути обчислена як  

     
0

1

1

T

x t tt
t

R x t x t x x
T

  



  

 . (1.3) 

Після отримання вагових коефіцієнтів h  на основі системи рівнянь (1.2) 

вихід фільтра обчислюється як 

0

T

t ty h x 






 . (1.4) 
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Для використання у формул (1.3) та (1.4) треба також знати значення tx  при 

0t   та при t T . На практиці їх штучно обирають відповідно до задачі. В 

рамках даної роботи ці значення можна вважати рівними нулю. 

Найпростіше знайти розв’язок системи (1.2) на основі матричного методу. 

На основі парності кореляційної функції можна прийти до висновку, що 

систему рівнянь (1.2) можна переписати у матричному вигляді таким чином: 

x sxR h R , (1.5) 

де 

 x xR


  R ,  sx sxR


R , h h , , 0,T   , (1.6) 

тобто 

       

       

       

       

0 1 2

1 0 1 1

2 1 0 2

1 2 0

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

R R R R T

R R R R T

R R R R T

R T R T R T R

 
 

 
  
 
 
   

R , 

 

 

 

 

0

1

2

sx

x

sx x

x

R

R

R

R T

 
 
 
 
 
 
 
 

R , (1.7) 

та  

 

 

 

 

0

1

2

sx

sx

sx sx

sx

R

R

R

R T

 
 
 
 
 
 
 
 

R , 

0

1

2

T

h

h

h

h

 
 
 
 
 
 
 
 

h . (1.8) 

Тоді у матричному вигляді розв’язок системи (1.5) є таким: 

1

x sx

h R R . (1.9) 

 

Завдання до роботи 

1. Взяти дані вхідного сигналу tx  з файлу «x.txt», взяти дані взаємної 

кореляційної функції  sxR t  з файлу «Rsx.txt». Побудувати графік функцій 

 sxR t   и  xR t , 0,t T ; функція  xR t  обчислюється на основі формули (1.3). 

2. Обчислити вагові коефіцієнти h  та вихід фільтру ty . 
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3. Взяти дані корисного сигналу ts  з файлу «s.txt» та на одному графіку 

побудувати обчислені вихід фільтра ty  та корисний сигнал ts . Ще на одному 

графіку одночасно побудувати корисний сигнал ts  та вхідний сигнал tx . 

Впевнитись в тому, що ty  та ts  непогано співпадають, та у тому, що 

вихідний сигнал фільтру можна вважати очищеним від шуму вхідним 

сигналом. 

Файли «x.txt», «Rsx.txt» та «s.txt» містяться у розділі «Практична робота 

1. Фільтр Колмогорова–Вінера» курсу «Теорія адаптивної фільтрації» 

(викладач – В. М. Горєв), створеному в  системі дистанційної освіти НТУ 

«Дніпровська політехніка». 

Завдання можна виконувати в будь-якому зручному для вас 

математичному пакеті чи мові програмування.  
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Практична робота 2. Скалярний дискретний фільтр Калмана 

 

 

Мета роботи: реалізація скалярного дискретного фільтру Калмана. 

 

Підготовка до роботи: повторити теоретичний матеріал зі скалярного 

дискретного фільтру Калмана. 

 

Відомості до виконання роботи 

Розглянемо для наочності не зовсім фізичний приклад. Нехай у нас є 

радіокерована машинка, яка може їхати лише вперед або назад (одновимірний 

рух). При цьому вважається, що миттєва швидкість машинки повністю 

задається джойстиком. На ту нефізичність, що миттєва швидкість не може 

змінюватись стрибкоподібно, «закриємо очі».  

Тоді рух машинки повністю описується координатою машинки x . 

Розглянемо дискретну модель – тобто координата машинки змінюється через 

малі проміжки часу t . Фактично ми маємо дискретний набір значень 

координати tx . 

Фізично, очевидно, координата має змінюватись за законом  

1t t tx x t    , (2.1) 

t  – швидкість машинки в момент часу t , яку «вказав» джойстик. Це – в ідеалі 

– «за наказом джойстика». Вважається, що значення t  задані. 

Але на «трасі» дує вітер, який випадково змінює свою силу та напрям. Тоді 

«в реальності» матимемо  

1t t t tx x t      , (2.2) 

де t  – випадковий процес, що описує вплив вітру на координату машинки, 

вважаються, що 0t  , та дисперсія 2

  задана. 

Координата машинки вимірюється деяким приладом (для простоти – без 

підсилення), який показує величину t t tz x   , де t  – помилка приладу 
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(наприклад, може бути пов’язана з тим, що канал, по якому передаються дані на 

прилад, є зашумленим). Вважається, що 0t   та дисперсія 2

  задана. Також 

вважається, що значення tz , які показує прилад, відомі. 

Задача фільтра – видати послідовність, «найбільш близьку» до tx . Назвемо 

цю послідовність opt

tx . Нехай ми обчислили opt

tx  та нам треба обчислити opt

1tx 
.  

Для даної задачі шукаємо opt

1tx 
 у вигляді  

  opt opt

1 1 1 11t t t t t tx K z K x t          , (2.3) 

коефіцієнт 1tK   називають коефіцієнтом Калмана і підбирають так, щоб opt

1tx   був 

«найбільш близьким» до 1tx  , іншими словами, щоб 2

1 minte   , де 

opt

1 1 1t t te x x     – помилка фільтра Калмана. 

Вважається, що випадкові процеси  ,  , e  незалежні! 

Можна показати, що в даному випадку коефіцієнт Калмана та значення 

2

1te   обчислюються за рекурентними формулами 

2 2

1 2 2 2

t

t

t

e
K

e



 



 





 
, 

2 2

2 2

1 2 2 2

t

t

t

e
e

e





 




 





 
. (2.4) 

Тож маємо рекурентний алгоритм, на кожному кроці якого коефіцієнт 

Калмана та 2

1te   обчислюються на основі попередніх значень за формулами 

(2.4), а вихід фільтра на даному кроці обчислюється за рекурентною формулою 

(2.3). 

Як бачимо, 1tK  , 2

1te   та opt

1tx   обчислюються на основі значень 2

te  та opt

tx . 

Для початку роботи алгоритму треба задати початкові значення opt

0x  та 2

0e . Їх 

зазвичай обирають як 

2 2

0e  , opt

0 0x z . (2.5) 

 

 

15



16 
 

Завдання до роботи 

Розглядається перша секунда руху машинки без початкової швидкості, 

який «за наказом» джойстика мав би бути рівноприскореним. Координата 

машинки вимірюється через кожну мілісекунду, тобто 310 сt   . Прискорення 

машинки «за наказом джойстика» 21м сa  , тож 

m a m t     , 0,1000m  . (2.6) 

Значення 2

  взяти з файлу “Dksi.txt”, значення 2

  взяти з файлу 

“Deta.txt”, покази приладу взяти з файлу “z.txt” (всі розмірності в СІ). Значення 

mz  є показом приладу в момент часу m t . Завданнями є: 

1. Реалізувати фільтр Калмана, отримати вихід фільтра opt

mx .  

2. Взяти дані «істинної» координати з файлу “x.txt”. Побудувати на одному 

графіку залежності показів приладу tz , виходу фільтра opt

tx  та «істинної» 

координати tx  від часу. Впевнитись, що вихід фільтру починаючи з деякого 

моменту часу дає набагато ближчі значення до «істинної» координати, ніж 

покази приладу. 

3. Побудувати графіки коефіцієнту Калмана tK  та середньоквадратичної 

помилки 2

te  від часу. Впевнитись, що ці величини з часом «виходять» на 

константу. 

Файли «Dksi.txt», «Deta.txt» та «z.txt» містяться у розділі «Практична 

робота 2. Скалярний дискретний фільтр Калмана» курсу «Теорія адаптивної 

фільтрації» (викладач – В. М. Горєв), створеному в  системі дистанційної 

освіти НТУ «Дніпровська політехніка». 

Завдання можна виконувати в будь-якому зручному для вас 

математичному пакеті чи мові програмування.  
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Практична робота 3. Векторний дискретний фільтр Калмана 

 

Мета роботи: реалізувати векторний дискретний фільтр Калмана для очищення 

від шуму значень координати та швидкості радіокерованої машинки. 

 

Підготовка до роботи. Повторити теоретичні відомості про векторний 

дискретний фільтр Калмана. 

 

Відомості до виконання роботи 

Нехай у нас є радіокерована машинка, яка може рухатись лише вперед або 

назад (одновимірний рух). При цьому вважається, що джойстик миттєво задає 

силу, що діє на машинку. Цей приклад набагато фізичніший за той, що 

розглянуто у минулій практичній роботі. 

На  «трасі» на машинку також діє випадкова сила, пов’язана з вітром, 

вибоїнами і т.д. Тоді часові рівняння для швидкості і координати матимуть 

вигляд 

 
    джойстика випадкова

1d t
F t F t

dt m


  , 

 
 

dx t
t

dt
 . (3.1) 

Відповідно, система описується не одним, а двома параметрами – 

швидкістю і координатою. Тож маємо справу не зі скалярним, а з векторним 

фільтром. 

Вважаємо, що модель дискретна. В термінах малих приростів маємо 

 джойстика випадкова1
t tF F

t m


 


, 1t t     , (3.2) 

на основі чого можна отримати 

джойстика випадкова

1

1 1
t t t tF t F t

m m
       ; (3.3) 

також 

t

x

t






, 1t tx x x   , (3.4) 
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звідки 

1t t tx x t    . (3.5) 

Рівняння (3.3) та (3.5) є рівняннями зміни швидкості та координати в 

дискретній моделі. Вважається, що середня випадкова сила дорівнює нулю.  

Вектором стану системи, мав би бути стовпець  
T

t tx , але з ним 

незручно працювати, бо його компоненти різної розмірності. Тому введемо 

параметр  

t t    , 11с  . (3.6) 

Тоді система повністю описується параметрами t  та tx , що мають 

однакову розмірність (м). Тож вектор стану  

t

t

tx

 
  
 

X . (3.7) 

На основі (3.3), (3.5) та (3.7) отримуємо рівняння 

джойстика випадкова

1t t t t

t t
F F

m m
 

 


 
    , 1t t tx x t

   , (3.8) 

що задають зміну параметрів t  та tx  в часі. У матричному вигляді (3.8) 

переписується як 

джойстика випадкова
1

1

1 0 1 0 ( ) ( )

1 0 0 0 0

t t t t

t t

F t m F t m

x xt

   







             
           

          
.  (3.9) 

Відповідно, рівняння, що задає зміну вектора стану в часі, можна переписати у 

вигляді 

1t t t t   X AX Bu ξ ,  (3.10) 

де 

1 0

1t

 
  

 
A , 

1 0

0 0

 
  
 

B , 
джойстика ( )

0

t

t

F t m 
  
 

u , 

випадкова ( )

0

t

t

F t m 
  
 

ξ . 

(3.11) 
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Нехай у нас покази швидкості і координати знімаються зачумленими 

приладами:  

p

t t t

    , p x

t t tx x   ,  (3.12) 

p

t , p

tx  – покази приладів для швидкості і координати, відповідно; t

  и x

t  – 

відповідні шуми.  

Тоді поділивши перше з рівнянь (3.12) на  , з урахуванням (3.6) рівняння 

(3.12) можна переписати в матричному вигляді: 

 t t t Z X η ,  (3.13) 

де 

p

t

t p

tx

 
  
 

Z , t

t x

t

 



 
  
 

η , (3.14) 

tZ  – стовпець показів приладів, tη  – стовпець шумів. 

Вважається, що 

0t

  , 0x

t  , (3.15) 

t

 , x

t , а також випадкова сила  – незалежні одне від одного, а також від 

помилок фільтру. 

Задачею фільтра є видати на виході послідовність стовпців 

 opt opt opt
T

t t txX  таку, що  

   
2 2

opt opt mint t t tx x      . (3.16) 

Можна показати, що для розв’язання такої задачі застосовують такий 

алгоритм (векторний фільтр Калмана): 

1. Задати початкові значення 

opt

0 0X Z ,    0cov cove  . (3.17) 

2. На кожному кроці обчислювати: 

   cov covT

t te  P A A ,    
1

1 covt t t 


  K P P , 

  opt opt

1 1 1 1t t t t t t      X K Z I K AX Bu ,    1 1cov t t te   I K P . 
(3.18) 
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Виходом фільтру є отримана послідовність  opt

tX . Величини джойстика

tF , m , 

 cov   и  cov   вважаються заданими. 

 

Завдання до роботи 

1. Задати малий приріст часу 310t   c, розглядається лише перша секунда 

руху. Розглянути випадок, коли джойстик весь час «дає» силу 

джойстика const 1НtF   . Маса машинки 1кгm  . Матрицю  cov   взяти з файлу 

“CovKsi.txt”, матрицю  cov   взяти з файлу “CovEta.txt”. Покази приладу для 

швидкості взяти з файлу “PriborV.txt”, покази приладу для координати взяти з 

файлу “PriborX.txt”. 

2. Реалізувати векторний фільтр Калмана.  

3. Взяти дані «істинної» координати з файлу “RealX.txt” та «істинної» 

швидкості з файлу “RealV.txt”. Побудувати два графіки. На першому – вихід 

фільтру для швидкості, «істинні» значення швидкості і покази приладу для 

швидкості. На другому – аналогічне для координати. Впевнитись в тому, що 

вихід фільтру, починаючи з деякого часу, дає набагато ближчі значення до 

«істинних» координати та швидкості, ніж покази приладу. 

Всі зазначені в завданні текстові файли містяться у розділі «Практична 

робота 3. Векторний дискретний фільтр Калмана» курсу «Теорія адаптивної 

фільтрації» (викладач – В. М. Горєв), створеному в  системі дистанційної 

освіти НТУ «Дніпровська політехніка». 

Завдання можна виконувати в будь-якому зручному для вас 

математичному пакеті чи мові програмування. 
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Практична робота 4. Градієнті методи 

 

Мета роботи: дослідження градієнтних методів для побудови вагових 

коефіцієнтів фільтру Колмогорова–Вінера. 

 

Підготовка до роботи. Повторити теоретичні відомості про градієнті методи. 

 

Відомості до виконання роботи 

Градієнтні методи використовують для пошуку локального мінімуму 

функції N  змінних  1 2, ,..., Nf x x x . Слід зауважити, що верхній індекс позначає 

не ступінь, а номер змінної.    

Стартують з довільного набору змінних 1 2

0 0 0, ,..., Nx x x , далі на кожному n -му 

кроці обчислюють новий набір змінних за формулами 

 
 1 2

1

, ,...,

j j
n

N

j j

n n n j

x x

f x x x
x x

x





 


, 1,j N . (4.1) 

Алгоритм зупиняється при виконання умови  

   1 2 1 2

1 1 1, ,..., , ,...,N N

n n n n n nf x x x f x x x      , (4.2) 

де   – задане нами число, що характеризує точність розрахунку. Тоді 

 1 2

1 1 1, ,..., N

n n nf x x x    – знайдене мінімальне значення функції, а 1 2

1 1 1, ,..., N

n n nx x x  
 – 

набір змінних, що мінімізує (локально) функцію  1 2, ,..., Nf x x x . 

Числа 0 , 1 ,…, n  додатні, їх намагаються обирати так, щоб алгоритм був 

збіжним і збігався якнайшвидше. Найчастіше їх обирають одним з трьох 

способів: 

1. 0 1 2 ... сonst       – метод градієнтного спуску з постійним кроком. 

2. Метод градієнтного спуску з дробовим кроком. Задають деякі константи 

 0,1  та  0,1   (нерідко 0,5   та 0,95  ). Далі n -й крок робиться 

таким чином. Задають 0n   та дивляться, чи виконується умова 
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2

1j j i i
n n

N
j j

n n n nj j
jx x x x

f f
f x f x

x x
 

 

    
             

 . (4.3) 

Якщо умова (4.3) виконується, то залишають значення 0n  . Якщо ні, то 

присвоюють 0n    і знову дивляться, чи виконалась умова (4.3). Якщо так – 

залишають 0n   . Якщо ні – присвоюють 2

0n    і так далі (кожен раз 

збільшуючи на 1 ступінь, в яку возводиться  ). 

3. Метод найшвидшого градієнтного спуску. Обирають n  так, щоб 

мінімізувати вираз 

min
j j

n

j

n n j

x x

f
f x

x




 
    

. (4.4) 

Як приклад їх застосування розглянемо вже відому вам з практичної 

роботи 1 задачу пошуку вагових коефіцієнтів лінійного стаціонарного фільтру 

Колмогорова–Вінера, який мінімізує середньоквадратичну помилку. 

Розглядається дискретний випадок, вхідний сигнал tx  задано в дискретні 

моменти часу 0,1,2,...,t N ; t t tx s n  , де ts  – корисний сигнал та tn  – шум. 

Сигнал на виході шукаємо у вигляді (1.4) так, щоб мінімізувати 

середньоквадратичну помилку . 

 
2

mint ts y  . (4.5) 

Треба знайти відповідні ваги фільтру h , 0,1,...,N  . При цьому кореляційні 

функції  xR t  та  sxR t  вважаються заданими. 

В практичній роботі 1 ця задача розв’язувалась на основі рівняння Вінера–

Хопфа, для чого треба було розв’язувати систему лінійних рівнянь N N . В цій 

практичній роботі ця задача розв’язується градієнтними методами. Можна 

показати, що задача зводиться до пошуку мінімуму функції  

     0 1

0 0 0

, ,..., 2 min
N N N

T sx xf h h h h R h h R  
  

  

  

      . (4.6) 
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В роботі треба реалізувати пошук мінімуму цієї функції градієнтним методом. 

Зручним буде представити задачу у матричному вигляді. Функція 

 0 1, ,..., Tf h h h  є функцією від вектора–стовпця: 

   2 T T

sx xf   h h R h R h , (4.7) 

де стовпці h , sxR  та матриця xR  визначені у (1.6) – (1.8).  

Початково стартуємо з довільного стовпця 0h . Можна показати, що на 

кожному кроці стовпець h  перераховується згідно алгоритму градієнтного 

методу таким чином:  

 1 gradn n n nf   h h h ,  grad 2 2sx xf   h R R h . (4.8) 

Алгоритм зупиняється, якщо 

   1n nf f   h h , (4.9) 

знайдений стовпець 1nh  мінімізує функцію;   1nf h  – мінімальне значення 

даної функції. 

Можна показати, що в методі найменшого спуску в рамках даної задачі 

крок n  обчислюється за формулою 

    

  

grad grad

grad grad ( )

TT

n x n n sx

n T

n x n

f f

f f h


   


 

h R h h R

h R
. (4.10) 

 

Завдання до роботи 

1. Взяти дані з практичної роботи 1. 

2. Обрати такі параметри: всі початкові значення вагових коефіцієнтів 

(компоненти стовпця 0h ) дорівнюють 10–2; 
310  . Реалізувати градієнті 

методи: 

2.1. Метод градієнтного спуску з постійним кроком. Реалізувати метод 

для 510n
  та для 55 10n

  . Вказати, за яку кількість кроків в кожному з 

цих випадків метод збігається. 
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2.2. Метод градієнтного спуску з дробовим кроком, 0,5  ; 0,95  ; 

5

0 5 10   . Вказати, за яку кількість кроків метод збігається. 

2.3. Метод найшвидшого градієнтного спуску. Вказати, за яку кількість 

кроків метод збігається. 

3. Порівняти отримані результати для вагових коефіцієнтів фільтра та для 

виходу фільтра з результатами, отриманими в практичній роботі 1 на основі 

рівняння Вінера–Хопфа. 

4. Зробити висновки – який з градієнтних методів для даної задачі швидше 

всього збігається, чи співпадають для даної задачі результати градієнтних 

методів та результати, отримані на основі рівняння Вінера–Хопфа. 

Завдання можна виконувати в будь-якому зручному для вас 

математичному пакеті чи мові програмування. 
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Практична робота 5. Алгоритм LMS для виділення корисного сигналу з 

його суміші з шумом. 

 

Мета роботи: реалізація алгоритму LMS для виділення корисного сигналу з 

його суміші з шумом. 

 

Підготовка до роботи: повторити теоретичні відомості про алгоритм LMS. 

 

Відомості до виконання роботи 

Алгоритм LMS (least mean squares) є адаптивним алгоритмом, що 

використовується у тому випадку, коли невідомою є взаємна кореляційна 

функція шуму та сигналу td , що є сумою шуму і корисного сигналу. Нехай ми 

маємо відомі значення такого сигналу 

t t td s n  , (5.1) 

де ts  – корисний сигнал та tn  – шум. Нехай також ми маємо сигнал tx , який є 

певним чином корельованим з шумом та не корельованим з корисним сигналом. 

Для простоти вважається, що корисний сигнал і шум не корельовані.  

На основі алгоритму LMS будується лінійний стаціонарний фільтр, входом 

якого є сигнал tx , а вихід обчислюється за формулою 

0

p

t ty h x 






 , (5.2) 

де параметр p  називається глибиною фільтра, кожне вихідне значення 

обчислюється за поточним значенням та за p  попередніми значеннями. Можна 

показати, що очищеним від шуму корисним сигналом є помилка фільтра  

0

p

t t t t te d y d h x 






    . (5.3) 

Так як взаємна кореляційна функція сигналів tn  та tx  невідома, то в рамках  

алгоритму LMS вимога 2 minte   замінюється на вимогу  
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 2

0 1, ,..., mint pe f h h h  , (5.4) 

і на кожному кроці набір вагових коефіцієнтів фільтра «адаптується» згідно ідеї 

градієнтного методу. В найпростішій реалізації реалізується градієнтний метод 

з постійним кроком. Можна показати, що 

2

2t
t t

e
e x

h







 


, (5.5) 

тож обирається параметр  , який є кроком градієнтного методу, і на кожній 

ітерації згідно (5.5) набір значень th  змінюється таким чином: 

0, p 

  

: 2 t th h e x     , (5.6) 

позначення :  означає операцію присвоювання.  

Відповідно, алгоритм реалізується таким чином. Спочатку набір 

параметрів 0 1, ,..., ph h h  генерується довільним чином (найчастіше – просто на 

початку кожен з цих параметрів присвоюється нулю) та обираються крок 

алгоритму   та глибина фільтру p . Надалі робиться присвоювання :t p , 

обчислюються значення pe  згідно (5.3) та на кожній ітерації виконуються такі 

дії: 

0, p 

 

: 2 t th h e x     ;  : 1t t  ; 

0

:
p

t ty h x 






 ;  :t t te d y  . 
(5.7) 

Очищеним від шуму корисним сигналом є te . Значення te  при t p  можна 

вважати рівними нулю. 

 

Завдання до роботи 

1. Обрати параметри 500p  , 45 10   , взяти дані сигналу td  з файлу 

«d.txt» та дані сигналу tx  з файлу «x.txt»; 0,t K , 4000K  . 

2. Реалізувати алгоритм LMS (початкові значення параметрів 0 1, ,..., ph h h  

обрати рівними нулю).  
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3. Взяти дані корисного сигналу ts  з файлу «s.txt» та на одному графіку 

побудувати обчислені очищений від шуму сигнал te  та корисний сигнал ts . Ще 

на одному графіку одночасно побудувати корисний сигнал ts  та сигнал td . За 

даними графіками впевнитись, що починаючи з деякого моменту часу LMS–

алгоритм добре виділяє корисний сигнал з суміші корисного сигналу та шуму. 

Всі зазначені в завданні текстові файли містяться у розділі «Практична 

робота 5. Алгоритм LMS» курсу «Теорія адаптивної фільтрації» (викладач – В. 

М. Горєв), створеному в  системі дистанційної освіти НТУ «Дніпровська 

політехніка». 

Завдання можна виконувати в будь-якому зручному для вас 

математичному пакеті чи мові програмування. 
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