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О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ ОСАЖДЕНИЯ  

В СГУСТИТЕЛЬНЫХ АППАРАТАХ 
 

Проблема и ее связь с научными и практическими задачами. Изучение 
процессов осаждения угольных шламов и флотоотходов необходимо в силу в 

того, что в настоящее время наблюдается тенденция к увеличению количества и 

ухудшению качества шламовых продуктов. Шламовые продукты становятся 

все более тонкими и более зольными, а обработка илистых высокозольных про-

дуктов всегда оставалась сложной задачей. При решении ее в настоящее время 

не обходится без поиска новых, более эффективных флокулянтов и глубокого 

исследования процессов осаждения, с целью нахождения эффективных элемен-

тов конструкции сгустителя для улучшения организации потоков от начала за-

грузки до разгрузки  каждого из конечных продуктов. Кроме того, исследова-

ние закономерностей процесса осаждения позволяет прогнозировать его ре-

зультаты при известных исходных данных, что создает предпосылки для  соз-

дания эффективной системы автоматического регулирования процессом в сгу-

стительном аппарате. 

Анализ исследований и публикаций. Одна из первых разработок математи-

ческой модели процесса осаждения приведена в [1]. При определении размеров 

частиц золей (суспензий) с использованием уравнения Стокса для силы трения 

в вязкой жидкости удобнее было определять движение не отдельной частицы, а 

массы частиц в водной взвеси. Вместо скорости осаждения по этой модели оп-

ределялась скорость накопления оседающего вещества на дне сосуда. В цилин-

дре с высотой Н (м) от дна сосуда с количеством дисперсной фазы А (г) иссле-

довался процесс осаждения. Под влиянием силы тяжести частицы с постоянной 

скоростью u (м/с) осаждались на дно сосуда, при этом осадок увеличивался на 

постоянную величину τddp  (г/с). Скорость накопления принималась пропор-

циональной скорости осаждения, количеству диспергированного вещества А (г) 

и обратно пропорциональной высоте столба Н (м) жидкости. Тогда: 

 

H

uA
k

d

dp ⋅
⋅=

τ
 или τ⋅

⋅
=

H

uA
p .     (1) 

 

Преимуществом данной эмпирической модели является  простота опреде-

ления скорости осаждения и крупности осаждаемых частиц или их агрегатов. 

Недостатком данной модели является построение ее на основе предполо-

жения о постоянстве скорости осаждения, которое может быть лишь на отдель-
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ных участках кривой осаждения или при осаждении разбавленных монодис-

персных суспензий ограниченного диапазона крупности.  

Исходными положениями для построения математической модели процес-

са осаждения [2] было: 1) влияние на движение частиц взаимодействия сил тя-

жести и сил сопротивления; 2) распределение по высоте отдельных составляю-

щих полидисперсной системы экспоненциальному закону, аналогичному баро-

метрическому закону Лапласа и закону Смолуховского – Перрена о равновесии 

дисперсной системы под действием сил тяготения  и диффузии. Дифференци-

альное уравнение седиментации со ссылкой на одного из авторов [2] без объяс-

нения способа его получения приведено следующее: 

 

dtvnkdn ⋅⋅⋅−= 1 ,      (2) 

 

где dn – уменьшение числа частиц в единице объема, обладающих скоростью 

v1; k – коэффициент пропорциональности (коэффициент седиментации);  

n – число частиц в единице объема; v1 – скорость осаждения частиц; dt – эле-

ментарный промежуток времени, в течение которого происходит рассматри-

ваемое уменьшение числа частиц. 

В книгах [3] и [4] несколько отредактированное уравнение (2) уменьшения 

содержания твердых частиц в суспензии имеет вид: 

 

dtvndn ⋅⋅−= ,      (3) 

 

где dn – уменьшение содержания твердой фазы в слое суспензии за время dt, 

г/л; n – содержание твердого в суспензии рассматриваемого объема, г/л; v1 – 

удельная скорость осаждения твердых частиц в слое за время dt, 1/с; В книге [4] 

также без вывода приводится формула для удельной скорости процесса осаж-

дения в последовательные моменты времени: 

 

( )mtvv −⋅= exp0 ,      (4) 

 

где v – конечная удельная скорость процесса осаждения твердой фазы в слое, 

1/с; v0 – начальная удельная скорость процесса осаждения твердой фазы, 1/с;  

m – средняя относительная скорость уменьшения скорости процесса осаждения 

твердой фазы в последовательные моменты времени, 1/с. 

Решение уравнения математической модели (3) с применением уравнения 

(4) достаточно продуктивно, так как позволяет определять остаточную концен-

трацию дисперсной фазы и время необходимое для обеспечения требуемого ос-

ветления. Вторая из формул упрощена автором: 
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где n0 – начальная концентрация твердой фазы, г/л. 

Однако данная математическая модель не обеспечивает описание процесса 

осаждения в восходящем потоке, которое обычно происходит в сгустительных 

аппаратах, а исходные выражения (3) и (4) приведены в [3] без их вывода. 

В [5] со ссылкой на Л.Г. Подкосова процесс разделения материала при 

осаждении в стесненных условиях рассматривается как массовый процесс. По-

нимая под скоростью разделения количество зерен в долях от их общего коли-

чества, предложен общий вид функции скорости разделения: 

 

( ) ( ) ( )xfkf
dt

dx
−⋅Θ⋅= 121 ,    (6) 

 

где 
dt

dx
 – скорость разделения материала, выраженная количеством зерен, за-

нимающих в единицу времени определенный уровень по высоте; f1(k) и f2(θ) – 

функции, учитывающие грансостав и разжиженность взвеси на процесс разде-

ления; х – число зерен, занявших за время t соответствующие им уровни во 

взвеси. 

Данная модель процесса разделения при гидравлической классификации 

достаточно общая, но не исчерпывающая по характеристикам свойств осаж-

даемых частиц и не объясняет получения функций в (6). 

Для установившегося режима в источнике [6] приведена функция распре-

деления концентрации с учетом осаждения частиц твердого в восходящем по-

токе: 

 

( ) ( ) ( )
( ) 
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cyc exp0 ,    (7) 

 

где с(у) и с0 – концентрации на глубине у и начальная, г/л; v(у) и скорость осаж-

дения частиц твердого, м/с; ( )yu  – местная осредненная скорость восходящего 

потока дисперсионной среды, м/с; ( ) ulyD ′⋅=  – коэффициент турбулентного 

массопереноса, м
2
/с; l – масштаб турбулентности, м; u′  – пульсационная со-

ставляющая скорости движения жидкости, м/с. 

Практическое применение данной модели требует проведения большого 

объема дополнительных исследований. 

Один из выводов уравнений, (2) и (3), описывающих уменьшение содер-
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жания твердых частиц в суспензии приведен в источнике [7]. 

Проводились исследования влияния магнитных, электрических и электро-

магнитных полей на ускорение осаждения твердых частиц в жидкости, в том 

числе и в угольных шламовых водах, [8]. Ускорение осаждения твердой фазы в 

жидких средах основано на различной восприимчивости частиц к действию то-

го или иного силового поля: магнитного, электрического, электромагнитного, 

земного тяготения, сил трения, либо комбинации таких полей. После составле-

ния уравнений массопереноса скорость осаждения частиц твердой фазы с уче-

том названных сил, для случая электромагнитной зоны с неоднородным маг-

нитным полем, составит:  

 

( ) ( ) ( )[ ] ,0
1
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где: 

– первое слагаемое в правой части уравнения – градиентная сила, опреде-

ляемая концентрацией твердой фазы с , коэффициентом диффузии k  и коэффи-

циентом сопротивления α ; 

– второе слагаемое – сила тяготения и Архимедова сила; 

– третье слагаемое – объемная магнитная сила, определяемая напряженно-

стью магнитного поля Н и разностью объемных магнитных восприимчивостей 

χ твердой и жидкой фаз; 

– четвертое слагаемое – объемная электромагнитная сила, определяемая 

плотностью электрического тока j
r

 и магнитной индукцией B
r

. 

Равенство нулю правой части уравнения свидетельствует об отсутствии 

переноса на границах процесса в начальный 0=x  и конечный 1xx =  моменты 

времени. 

Под действием электромагнитной силы частицы твердой фазы будут осе-

дать с большей скоростью. 

Постановка задачи. Целью данной работы является построение математи-

ческой модели процесса осаждения, учитывающей названные работы. 

Изложение материала и результаты. Для определения математической 

модели процесса осаждения будем рассуждать аналогично выводу закона дей-

ствующих масс, [9], [10]. Для этого рассмотрим массовую концентрацию твер-

дой фазы с (кг/м
3
) в гидросмеси как сложную функцию массы твердой фазы  

m (кг) и объема суспензии V (м
3
), в свою очередь зависящих от времени t (с).  

Массовая концентрация твердой фазы или содержание твердого в суспен-

зии определяется по формуле: 

 

НS

m

V

m
с

⋅
== ,      (9) 
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где S – площадь поперечного сечения потока суспензии, м
2
; H –высота потока 

осаждающихся частиц, м. 

Разделив полную производную по времени массы '

tm  на массу m из (9), по-

лучим: 

 

H

Н

S

S

c

c

m

m tttt

''''

++= . 

 

При постоянных массе и площади сечения потока осаждающихся частиц 

скорость изменения концентрации за время t осаждения составит: 

 

,
'

H

v
c

H

Н
c

dt

dc t ⋅=⋅−=      (10) 

 

откуда скорость осаждения частиц (м/с): 

 

dt

dc

c

H
v ⋅= ,       (11) 

 

что эквивалентно выражениям (2) и (3), приведенным в [3] и [4] без доказатель-

ства. 

Выражение (11) может быть представлено в виде: 

 

dy

dc
D

dy

dc

dt

dy
Нcv ⋅=⋅





⋅=⋅ , 

 

или, в более общей форме, для случая с осаждением частиц в вертикальном по-

токе необходимо вместо скорости осаждения v подставить выражение абсо-

лютной скорости v-u. Тогда: 

 

dy

dc
Dcvcuq ⋅−⋅=⋅= ,      (12) 

 

где 

S

m
q t

'

=  –      (13) 

 

плотность массопереноса, или перенос вещества в единицу времени через едини-

цу площади кг/(м
2
·с), [6]; D – коэффициент турбулентного (диффузионного) мас-

сопереноса, характеризующий интенсивность продольного перемешивания м
2
/с. 
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Тогда из (12) легко получить выражение (7), приведенное в [6]. 

Полученное уравнение (12) является уравнением одномерного турбулент-

ного (диффузионного) массопереноса без массообмена с окружающей средой. 

Для случая с массообменом с окружающей средой уравнение (12) остается тем 

же, но изменяется вид коэффициента турбулентного массопереноса D, [6]. 

В выражении (12) первое слагаемое представляет собой перенос массы 

твердого вещества за счет скорости осаждения твердой фазы; второе слагае-

мое – массоперенос турбулентный (диффузионный) в направлении противопо-

ложном градиенту концентрации твердой фазы. Формула (11) может быть по-

лучена другим способом – из уравнения движения частицы твердого вещества в 

процессе ее осаждения в гидросмеси, [7].  

Рассмотрим осаждение дисперсных частиц вблизи верхней границы осад-

ка. Обозначим общую массу дисперсной фазы, находящейся в объеме через М, 

а через х – массу дисперсной фазы, которая уже попала в осадок к моменту вре-

мени t, отсчитываемому от начала осаждения. Очевидно, х является функцией 

от t. Количество вещества, осевшее за промежуток времени от момента t до мо-

мента t+dt, при малом dt  пропорционально dt  и количеству вещества, которое 

к моменту времени t оставалось не осевшим: 

 

( ) dtxMkdx ⋅−⋅= ,     (14) 

 

тогда это уравнение через количество вещества m, не осевшее к моменту вре-

мени t, примет вид: 

 

km
dt

dm
−= .       (15) 

 

Подставив 
'

tm  из (13) в (15) получим: 

 

qk
dt

dq
⋅−= .      (16) 

 

Из (16) следует, что:  

 

( )[ ]00 exp ttkqq −⋅−⋅= .     (17) 

 

С учетом (12) выражение (17) примет вид: 

 

( )[ ]0000 exp0

0
ttk

dt

dc
hcv

dt

dc
hcv

cc

tt −⋅−⋅




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
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= .   (18) 
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Выражение (18) представляет математическую модель процесса осаждения 

твердых частиц в сгустительном аппарате. 

Второе слагаемое в (18) можно опустить, так как в большинстве случаев, 

особенно при использовании флокулянтов и при эффективной работе сгустите-

ля, явлениями турбулентного и диффузионного массопереноса можно пренеб-

речь. 

Тогда выражение (18) примет простой вид: 

 

( )[ ]000 exp ttkcvcv −⋅−⋅⋅=⋅ .    (19) 

 

В начальный момент времени при t= t0 скорости и концентрации прини-

мают начальные значения: v=v0 и с=с0. С увеличением времени правая сторона 

выражения (19) стремится к нулю, что соответствует уменьшению скорости 

осаждения практически до нуля при ограниченном увеличении концентрации. 

Для описания процесса осаждения частиц в восходящем со скоростью u 

потоке в формуле (19) вместо скорости v осаждения вводится абсолютная ско-

рость v –u частиц в сгустителе.  

При фиксированном значении концентрации получается выражение зави-

симости скорости осаждения от времени (3), приведенное в [4] без доказатель-

ства. При фиксированном значении скорости слоя частиц, находящихся в про-

цессе осаждения, концентрация твердого вещества будет изменяться во време-

ни, как приведено в [4]. Трехмерные графики зависимости концентрации от 

скорости и времени осаждения, приведенные в источниках [2-4] соответствуют 

выражению (18). 

Проведена практическая проверка выражения (19) на примере осаждения в 

цилиндре одного из сгущаемых флотоотходов ЦОФ "Добропольская".  
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Параметры осаждения флотоотходов ЦОФ "Добропольская" 
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Для условий лабораторного опыта по осаждению флотоотходов (отобран-

ных на фабрике 18.11.2011) с содержанием твердого 60 г/л и с добавлением 

флокулянта BESFLOC К 4046 в количестве 50 г/т построена регрессионная мо-

дель (19). Методом наименьших квадратов определено наилучшее значение па-

раметра k=-0,0043642 (1/с). При этом среднее квадратическое отклонение экс-

периментальной и расчетной скоростей осаждения в соответствующие моменты 

времени, составило 0,11 м/ч, а полученная регрессионная модель является адек-

ватной с точностью менее 7% экспериментальному процессу осаждения, гра-

фик которого приведен на рисунке. 

 

Выводы  

1. В данной работе рассмотрены имеющиеся в литературе модели распре-

деления концентрации и скорости осаждения твердых частиц в сгустительных 

аппаратах. 

2. С учетом закона действующих масс составлена математическая модель 

процесса осаждения, показывающая взаимосвязь концентрации, скорости оса-

ждения и времени процесса, которая позволяет объяснить зависимости, приво-

дившиеся ранее в литературе без вывода. 
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