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известных коэффициентов 
( )(0) ( 1,2)s
nc s  , в нулевой итерации которого полага-

ется 
( ) 0 ( 1, 2)s
nC s  . 

После нахождения искомых коэффициентов разложения, определяются до-
полнительные напряжения на всех контурах по формулам: 

 
 
 
 

(1) 2
1 1 1 1

(1) 2
1 1 1 1

(1) 2
1 1 1

Re ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Re ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )

Im ( ) ( ) ( ) ( )

i
r

i

i
r

z e z z z z z z

e z z z z z z z

e z z z z z z









    

    

   

          

          

          
 
Найденные дополнительные напряжения суммируются с соответствующими 

начальными напряжениями.  
На основе полученного решения разработан полный  алгоритм,  и в настоя-

щее время составляется программное обеспечение.  
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С целью математического моделирования напряженного состояния обделок 

тоннелей произвольного поперечного сечения при динамических воздействиях 
рассматривается плоская стационарная динамическая задача теории упругости 
о распространении плоской продольной волны сжатия или сдвига в однородной 
изотропной линейно - деформируемой среде, ослабленной отверстием произ-
вольной формы, подкрепленным кольцом из другого материала. Предполагает-
ся, что падающая волна является  гармонической, имеет круговую частоту 0

~  и 
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распространяется по оси Ох’, составляющей произвольный угол  с вертикаль-
ной осью Ох (рис. 1). 

 
Здесь однородная изотропная 

среда S0, обладающая  удельным 
весом 0 и деформационными ха-
рактеристиками – модулем дефор-
мации  Е0 и коэффициентом Пуас-
сона 0 моделирует массив пород. 
Кольцо S1 толщиной , ограничен-
ное контурами L0 и L1, материал 
которого имеет удельный вес 1 и 
деформационные характеристики 
E1, 1, моделирует обделку тонне-
ля. 

Кольцо S1 и  среда S0 деформи-
руются совместно, то есть на ли-
нии контакта L0 выполняются ус-
ловия непрерывнос ти векторов 
смещений и напряжений.  Внут-

ренний контур кольца L1 свободен от внешних сил. 
Таким образом, граничные условия имеют вид: 
на L0 

 ;)0()1( UU   (1) 

                                 ,)0((I)
nn   ,)0((I)
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- на L1 
,0(I) n  0(I) ns                                                 (3) 

 
где ),()(

UUU r
j  - векторы смещений соответс твующих граничных точек, 

принадлежащих контактирующим областям jS )1,0( j ; )( j
n , )( j

ns - соответст-
венно нормальные и касательные напряжения.  

Для решения поставленных динамических задач теории упругости вводятся 
потенциалы  )(~ j  и )(~ j , связанные с напряжениями и смещениями областей  Sj  

(j= 0, 1), которые должны удовлетворять волновым уравнениям Гельмгольца: 
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Рис. 1. Расчетная схема 
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где 2  - оператор Лапласа, j (j= 0, 1) - отношение скоростей распространения 
волн сдвига )(

2
jc  и сжатия )(

1
jc  в среде S0 (j= 0) и области S1 (j = 1), выражаю-

щееся формулой (j= 0, 1): 
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здесь j - безразмерная частота колебаний частиц в области Sj (j= 0, 1), опреде-
ляющаяся формулой )(

2/~~ j
j cR . 

Как известно, решение уравнений (4), имеющее физический смысл, получа-
ется после умножения найденных из них потенциалов )(~ j , )(~ j  на tie  ~  (t  -  

время, c) и выделения действительной части.  
Полные напряжения и смещения в среде S0 представляются как суммы на-

пряжений )0)(0(  и смещений )0)(0(U  в падающей волне (в среде без подкреп-
ленного отверстия) и дополнительных напряжений )0(~  и смещений )0(~U , вы-
званных распространением волн, отраженных от границы L0, то есть 

 
)0()0)(0()0( ~ ;     )0()0)(0()0( ~UUU  ,                              (6) 

 
здесь символом  обозначены все компоненты тензора напряжений, а символом 
U – составляющие вектора смещений. 

Таким образом, полным напряжениям и смещениям в среде S0 в окрестности 
кольца S1 соответствуют суммы потенциалов падающей и отраженных волн т.е. 

 
   )0()0)(0()0( ~ ,         )0()0)(0()0( ~ .                     (7) 

 
Далее, вводя для сохранения общности записи обозначения 
 

)1()1( ~ ;            )1()1( ~ ,                                   (8) 

 
удается воспользоваться известными формулами для напряжений и смеще-

ний в областях Sj (j = 0,1) в полярной системе координат r,  (r – безразмерный 
радиус R

rr ~
~

 ). 

После перехода  к полярной системе координат с помощью известных фор-
мул преобразования напряжений условия (1), (2) могут быть представлены вы-
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ражениями вида (j = 0,1): 
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где  ,12cos
2
1~  jjC  jjS  2sin

2
1~ , j  - соответс твующий угол между ради-

альным направлением и направлением внешней нормали к контуру jL (j = 0, 1). 
Далее, для решения поставленных динамических задач применен метод воз-

мущения формы границы. С этой целью с помощью рациональной функции 
)(~  производится конформное отображение внешности круга радиуса R1  < 1 в 

плоскости переменного  (=еi) на внешность контура L1  в плоскости  z  та-
ким образом, чтобы контуру L0 заданной формы в плоскости z (z=rei) соответ-
ствовала окружность единичного радиуса R0=1.  

Отображающая функция представляется в виде 
 

                                       
R~
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)( 
 =+ f(),  (10) 

где  
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 - малый вещественный параметр, изменяющийся в интервале 0<<1, ха-

рактеризующий степень отклонения формы внутреннего контура кольца от 
круговой, k – число членов ряда отображающей функции, необходимое для 
обеспечения требуемой точнос ти конформного преобразования (ранее было по-
казано, что для достижения приемлемой точнос ти достаточно принимать k =5). 

С помощью формулы (10) переменные r и , а также все используемые при 
решении задачи функции этих переменных можно представить в виде рядов по 
степеням  
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где величина x задается своими коэффициентами разложения snx , , причем 

0,0x принимает значения либо 0, либо 1. 
Предс тавление вида (11) позволяет производить все основные операции с 
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рассматриваемыми величинами: умножение, деление, сложение и т.д.  
С целью облегчения дальнейших преобразований на первом этапе решения 

искомые потенциалы (7), (8) представляются в форме разложений (11) по сте-
пеням ie .  

Так, потенциалы падающей волны представляются в общем (для обеих рас-
смотренных задач) виде 
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где )0)(1(

,sn , )0)(1(
, sn  - коэффициенты, задаваемые в каждом n -ном приближении. 

В свою очередь, потенциалы в отраженной волне записываются в форме 
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где )0)(2(
,sn , )0)(2(

, sn - неизвестные коэффициенты n -ного приближения, подлежа-
щие определению. 

Наконец, принимая во внимание, что )()()( ziYzJzH nnn  , выражения для 
потенциалов в среде S0 (j = 0) и в кольце S1 (j = 1) представляются в виде 
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Далее на основании (10), (11) вводятся следующие функции (j = 0,1): 
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где коэффициенты )(
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sn ba  определяются выражениями: 
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В результате, используя представления 
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удается воспользоваться известным приемом разложения произвольной 

функции   ,r  в ряд Тейлора: 
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Таким образом, следуя методу возмущения формы границы, построение раз-

решающих уравнений относительно величин ))((
,

jm
sn , ))((

,
jm

sn (при этом учитыва-

ется, что, как было указано выше, величины )0)(1(
,sn , )0)(1(

, sn  являются известны-
ми) осуществляется путем последовательной подс тановки представлений (12)-
(14) в известные  формулы для напряжений и смещений, а затем  - в условия 
(9). Далее, в результате использования приема разложения полученных выра-
жений в ряды (16) при qR  (q = 0,1) и последующего приравнивания в пра-
вых и левых час тях образованных равенств коэффициентов при одинаковых 
степенях параметров , ie , удается построить итерационный процесс, в каждом 
n-ном приближении которого составляется и решается s независимых систем 
размерностью 66 линейных алгебраических уравнений относительно  иско-
мых  коэффициентов )0)(2(

,sn , )0)(2(
, sn , )1)((

,
r

sn , )1)((
,
r

sn )2,1( r  с  правыми час тями,  
уточняемыми на основе предыдущих итераций. 

(15) 



С.А. Саммаль 
 

          67  

Найденные коэффициенты разложения потенциалов позволяют перейти к 
определению напряженно-деформированного состояния областей jS   (j = 0,1).  

Таким образом, существенным преимущес твом описанного решения являет-
ся то, что, будучи основанным на получении рекуррентных соотношений, оно 
позволяет построить итерационный процесс вычисления искомых коэффициен-
тов разложения потенциалов, рассматривая любое количество приближений,  
обеспечивая  необходимую точность расчета.  

Описанное решение реализовано в виде компьютерного программного ком-
плекса, позволяющего производить эффективные расчеты с целью определения 
максимальных по абсолютной величине динамических напряжений, возникаю-
щих в обделке за все время прохождения волны. 
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ЭКОНОМИЧЕСКАЯ ЭФФЕКТИВНОСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ БЕТОНОВ С 
ПОВЫШЕННЫМ МОДУЛЕМ ДЕФОРМАЦИИ В ЧУГУННО-

БЕТОННОЙ КРЕПИ ВЕРТИКАЛЬНЫХ СТВОЛОВ 
 
Рассмотрен вопрос экономической эффективности применения при с трои-

тельстве вертикальных стволов, закрепляемых чугунно-бетонной крепью, бето-
нов с повышенным модулем деформации. 

Для оценки экономической эффективности применения в комбинированной 
чугунно-бетонной крепи бетонов с повышенным модулем деформации были 
выделены наиболее распространённые условия сооружения стволов с указан-
ной крепью, и для них выполнен соответствующий расчёт. Сравнивались вари-
анты замены обычного бетона с толщиной слоя 0,5; 0,6; 0,7 м, на, дающий при 
применении равную или большую суммарную несущую способность крепи,  
высокомодульный, с толщиной слоя соответственно, - 0,3, 0,35, 0,4 м, при диа-
метре с тволов в свету от 6 до 9 м, проходимых в породах прочностью по шкале 
проф. Протодьяконова f=2-3; 4-6; 7-9. При расчёте предполагалось, что эконо-
мия средств будет происходить за счёт уменьшения: 

1. объёма используемых материалов (бетона); 
2. объёмов выполнения работ (по разрушению породы, бурению, погрузке); 
3. сроков строительства.  
Изучая экономический эффект от внедрения предлагаемых конструктивных 

и технологических решений, в указанном выше порядке, были получены сле-
дующие результаты. 

1. Экономия средств от сокращения объёма бетона с толщиной слоя в преде-
лах от 0,5 до 0,7 м для обычных и 0,25 до 0,35 м для высокомодульных (с учё-


