
Гравітаційна сепарація

105
Збагачення корисних копалин, 2009.  Вип. 36(77) – 37(78)

УДК 622.7

В.И. КРИВОЩЕКОВ, канд. техн. наук
(Укриана, Днепропетровск, Национальный горный университет)

ТУРБУЛЕНТНО-ДИФФУЗИОННАЯ МОДЕЛЬ ГИДРОЦИКЛОНА
С ПЕРЕЧИСТКОЙ В ЕГО КОНИЧЕСКОЙ ЧАСТИ

Проблема  и  ее  связь  с  научными  и  практическими  задачами.  При
теоретическом  исследовании  турбулентных  однофазных  течений  вязкой  среды
используются  уравнения  Навье-Стокса  и  уравнения  Рейнольдса  осредненного
турбулентного  движения.  В  случае  двухфазной  среды  гидродинамическая
структура  турбулентного  потока  значительно  усложняется,  что  связано  с
взаимовлиянием  твердой  и  жидкой  фаз  пульпы.  Поэтому  для  исследования
гидродинамики  двухфазных  течений  используются  уравнения  многофазных
сред [1, 2].

Получение  эмпирических  зависимостей  для  исследования  изменения
концентрации  твердой  фазы  в  турбулентном  потоке  пульпы  обуславливает
необходимость  учета  взаимодействия  твердых  частиц  между  собой  и  со
стенками  канала,  характеристик  турбулентного  потока,  крупности  частиц,  а
также  геометрических  параметров  канала.  При  этом  сложный  характер  таких
течений  заставляет  прибегать  к  экспериментальным  исследованиям  и
имитационному  моделированию,  причем,  используемые  при  математическом
моделировании допущения могут приводить к погрешности вычислений, и как
следствие,  к  искажению  реальной  гидродинамической  структуры
турбулентного течения.  

Анализ  исследований  и  публикаций.  При  исследовании  процесса
формирования  осадка  в  суживающихся  каналах  необходимо  установить  связь
между  интенсивностью  турбулентности,  коэффициентом  турбулентной
диффузии  и  изменением  концентрации  твердой  фазы.  В  работах  [3  –  5]  связь
между  указанными  гидродинамическими  параметрами  либо  приведена
частично,  либо  носит  неоднозначный  характер.  Рассмотренную  в  работе  [3]
двухслойную  схему  течения  пульпы  можно  использовать  для  исследования
механизма образования осадка в суживающихся и расширяющихся каналах [6],
однако  в случае  турбулентного  движения  пульпы в гидроциклоне двухслойная
схема  может  давать  определенные  погрешности.  Это  предположительно
связано с тем, что данная схема адаптирована для ламинарного течения пульпы
по  наклонной  поверхности  и  не  учитывает  влияние  интенсивности
турбулентности  на  процесс  расслоения  пульпы.  Кроме  того,  в  работе  [3]  не
приведены  соотношения  для  коэффициентов  турбулентной  диффузии  твердых
частиц различной крупности. 
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При  перечистке  твердой  фазы  пульпы  в  гидроциклонах  представляют
интерес  гидродинамические  эффекты,  которые  повышают  качество  ее
разделения.         Использование  этих  эффектов  возможно  при  детальном
исследовании  процессов  массопереноса  [4,  7,  8]  и  изменения  концентрации
твердых  частиц  в  вихревых  потоках  пульпы.  Поэтому  исследование
особенностей  осаждения  твердой  фазы  при  вихревом  движении  пульпы
является актуальной задачей.

Постановка  задачи.  Цель  данной  работы  –  построение
турбулентно-диффузионной  модели  гидроциклона  с  перечисткой  в  его
конической части.

Изложение материала и результаты. Рассмотрим особенности осаждения
твердой  фазы  при  турбулентном  движении  пульпы,  принимая  за  объект
исследований коническую часть гидроциклона (рис. 1). 

a                                                                        б

Рис. 1. Схемы гидроциклона (а) и турбулентного течения пульпы 
в его конической его части (б): 

hk, hr, hп – толщина концентрированного, разрыхленного 
и перечистного слоев пульпы, м; dв – диаметр воздушного столба, м

Гидроциклон (рис. 1) имеет корпус 1, состоящий из цилиндрической части
2  и  биконической  части,  которая  выполнена  из  двух  соединенных  большими
основаниями усеченных конусов 3 и 4. Тангенциально к цилиндрической части
корпуса  установлен  питающий  патрубок  5,  а  соосно  корпусу  1  расположены
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сливной  патрубок  6  и  песковая  насадка  7.  Верхняя  часть  корпуса  ограничена
крышкой  8.  На  внутренней  поверхности  усеченных  конусов  3  и  4  попарно
диаметрально  установлены  направляющие  пластины  9,  кромки  10  которых
образуют коническую поверхность с вершиной в сторону песковой насадки 7. 

Конструктивные  особенности  гидроциклона  обеспечивают  образование  в
межпластинчатых  каналах  концентрированного  12,  разрыхленного  13  и
перечистного 14 слоев пульпы [9, 10], а также воздушного столба 15.

В  направлении  к песковой насадки  7 высота  пластин  и межпластинчатого
канала,  а  также  его  ширина  постепенно  уменьшаются  (рис.  2).  В  качестве
ширины  межпластинчатого  канала  принято  расстояние  между  центрами
соседних пластин. 

а                                                        б

Рис. 2. Схемы межпластинчатого канала (а) и цилиндроконической части гидроциклона (б): 
hp и h0 – начальная высота пластин и межпластинчатого канала, м;

b0 и b1 – начальная и конечная ширина межпластинчатого канала, м; 
lk – длина канала, м; α и β – угол конусности пластин и боковых стенок канала, град; 
γ и θ – угол наклона боковых стенок канала в горизонтальной плоскости и дна канала 

к оси 0Y, град; Rц, Rс, Rп, Rк – радиусы кривизны цилиндрической поверхности, 
внешней поверхности сливного патрубка, перечистного слоя пульпы и 

конической поверхности, м; lц – длина цилиндрической части гидроциклона, м; 
r и z – радиальная и осевая цилиндрические координаты, м; 

φ – угловая цилиндрическая координата, град

Влияние  центробежного  поля  сил  и  неоднородность  гидродинамической
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структуры основного вихревого потока в гидроциклоне приводят к повышению
концентрации  твердой  фазы  в  направлении  стенок  корпуса.  Образование
разрыхленного  слоя  пульпы  связано  с  влиянием  вихрей,  проникающих  внутрь
межпластинчатых  каналов.  Вблизи  внутренних  кромок  пластин  происходит
захват  отрывными  течениями  твердых  частиц  из  перечистного  слоя  и  их
попадание в межпластинчатый канал.  Закономерности отрыва потока пульпы с
внутренних  кромок  пластин  и  формирование  за  ними  вихрей  идентичны
случаю  поперечного  обтекания  пластины  турбулентным  потоком  вязкой
жидкости  [1],  а  также  случаю  обтекания  прямоугольных  элементов,
расположенных  на  поверхности  стенки  [11].  Угол  наклона  пластин  (рис.  2,а)
препятствует выносу крупных частиц за пределы межпластинчатого канала. 

Как  видно  из  рис.  1,б,  граница  раздела  между  разрыхленным  и
перечистным  слоями  пульпы  находится  на  расстоянии  hk  +  hr  от  дна  канала  и
проходит  ниже  кромок  пластин.  Это  связано  с  тем,  что  энергии  основного
вихревого  потока  пульпы  достаточно  для  частичного  преодоления
гидравлического  сопротивления,  создаваемого  пластинами.  Ниже  границы
раздела  указанных  слоев  пульпы  тангенциальная  составляющая  скорости
становится равной нулю, а продольная составляющая возрастает в направлении
дна  канала  и  достигает  своего  максимального  значения  в  концентрированном
слое  пульпы.  По  этой  причине  в  межпластинчатых  каналах  происходит
формирование  нисходящего  безвихревого  течения,  аналогами  которому
являются  турбулентные  течения  пульпы  в  каналах  с  параллельными  и
суживающимися стенками [3, 6]. 

Сравнивая  гидроциклон,  имеющий  в  конусной  части  межпластинчатые
каналы  с  обычным  цилиндроконическим  гидроциклоном,  отметим,  что,
несмотря  на  то,  что  пластины  создают  дополнительные  гидравлические
сопротивления,  они  способствуют  увеличению  расхода  концентрированного  и
разрыхленного слоев пульпы, так как не участвуют во вращательном движении.
При  этом,  по  мере  движения  пульпы  в  межпластинчатых  каналах,  происходит
ее  дальнейшее  уплотнение  и  вблизи  песковой  насадки  содержание  твердого
достигает  своего  максимального  значения  [10].  В  случае  отсутствия
межпластинчатых  каналов  действие  основного  вихревого  потока
распространяется  до  стенок  корпуса  и  продольная  составляющая  скорости
пристенного  слоя  пульпы  будет  меньше.  В  результате  этого  происходит  более
интенсивный  вынос  крупных  и  мелких  частиц  из  пристенной  зоны  и
содержание твердой фазы пульпы вблизи песковой насадки уменьшается.      

Введем  предложенную  в  работе  [12]  технологическую  классификацию
твердых  частиц  по  крупности,  согласно  которой  твердая  фаза  пульпы  состоит
из  тонких,  мелких  и  крупных  частиц  диаметром  di.  Эти  частицы  связаны  с
величиной микромасштаба турбулентности λ следующими соотношениями: 
di << λ, di ~ λ, di >>λ, соответственно.
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Рассмотрим  турбулентно-диффузионную  модель  гидроциклона  с
перечисткой  в  его  конической  части  (рис.  1,  б;  рис.  2),  в  которой
концентрированный  и  разрыхленный  слои  пульпы  в  межпластинчатом  канале
заменим однослойным потоком, граничащим с перечистным слоем.    

Применительно  к  турбулентному  течению  пульпы  в  межпластинчатом
канале  воспользуемся  уравнениями  осредненного  турбулентного  движения
двухфазной  среды  для  случая  локально  однородной  и  изотропной
турбулентности  [13].  В  качестве  гидродинамических  параметров  в  уравнениях
осредненного  турбулентного  движения  рассматриваются  их  осредненые  по
времени значения.    

Для тонких частиц:
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где  ut  и  u  –  результирующие  скорости  тонких  частиц  и  турбулентных  вихрей
разделяющей  среды  в  данной  точке  потока  пульпы,  м/с;  ρч  и  ρ  –  плотности
твердых  частиц  и  жидкой  фазы  пульпы,  кг/м3;  Ft  и  F  –  результирующие
объемных  сил,  действующих  на  тонкие  частицы  и  турбулентные  вихри
разделяющей  среды,  отнесенные  к  единице  объема  пульпы,  Н/м3;  P  и  Pt  –
давления  жидкой  фазы  в  данной  точке  потока  пульпы  и  на  поверхностях
тонких частиц, Па; νТ и νt – коэффициенты турбулентной вязкости жидкой фазы
и  макровязкости  тонких  частиц,  м2/с;  Ct  –объемная  концентрация  тонких
частиц, кг/м3; Dt – коэффициент турбулентной диффузии тонких частиц, м2/с; Вt
 – коэффициент подвижности тонких частиц, с/кг; t – текущее время, с.

Для мелких частиц:
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      (2)

где  um  –  результирующая  скорость  мелких  частиц  в  данной  точке  потока
пульпы,  м/с;  Fm  –  результирующая  объемных  сил,  действующих  на  мелкие
частицы,  отнесенная  к  единице  объема  пульпы,  Н/м3;  Cm  –  объемная
концентрация мелких частиц, кг/м3; Dm – коэффициент турбулентной диффузии
мелких частиц, м2/с; Вm – коэффициент подвижности мелких частиц, с/кг.

Для крупных частиц:
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где  uk  –  результирующая  скорость  крупных  частиц  в  данной  точке  потока
пульпы,  м/с;  Fk  –  результирующая  объемных  сил,  действующих  на  крупные
частицы,  отнесенная  к  единице  объема  пульпы,  Н/м3;  Ck  –  объемная
концентрация крупных частиц, кг/м3.

В  качестве  результирующей  объемных  сил  F,  действующих  на
турбулентные  вихри  разделяющей  среды,  как  правило,  рассматривают  силу
тяжести [11]. Поэтому можно записать, что

F = ρg, (4)
    

где g – ускорение свободного падения, м/с2.
Рассматривая  вместо  плотности  жидкой  фазы  пульпы  плотность  твердых
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частиц,  получаем  аналогичные  соотношения  для  результирующих  объемных
сил, действующих на тонкие, мелкие и крупные частицы.    

Коэффициенты  турбулентной  диффузии  для  тонких,  мелких  и  крупных
частиц определяются следующим образом [12]:
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где U – средняя скорость турбулентного потока пульпы, м/с; μp – динамическая
вязкость  пульпы,  H∙с/м;  ρр  –  плотность  пульпы,  кг/м3;  I  –  интенсивность
турбулентности, д.е., которая согласно работам [12, 13] определяется так: 

3I
L



, (6)

где L и λ – макро- и микромасштабы турбулентности, м.
Средняя  скорость  турбулентного  потока  пульпы,  плотность  пульпы  и  ее

динамическая вязкость [2, 6] соответственно:
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Соотношения  для  геометрических  параметров  межпластинчатого   канала
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(рис.  2,а),  а  именно,  угол  конусности  β  боковых  стенок  канала  [3],  изменения
его средней ширины b(y) и высоты h (y) вдоль оси 0Y соответственно будут:

   1
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         (8)

где y – расстояние вдоль оси 0Y, м. 
Рассматривая  двухмерное  течение  пульпы  в  межпластинчатом  канале,

введем  декартовые  координаты  xi,  xj,  где  i,  j   =  1,  2  (x,  y)  и  i  ≠  j.  Тогда
соотношения  для  дифференциальных  операторов,  входящих  в  системы
уравнений (1) – (3), можно представить так [14]:
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где i, j – единичные векторы осей координат 0X и 0Y.  
С  учетом  выражений  (4),  (9)  системы  уравнений  (1)  –  (3)  представим  в

проекциях на оси координат [15].
Для тонких частиц:
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i ÷

j ÷ i i i j i

u
x

u u uu Pg
t x x x x
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t x x

u u uu Pg
t x x x x x x






 




 

   

        
             


                                 (10)

Для мелких частиц:

 

     

2

0;

( ) 1 ;

;

.

i

i

i j ji
i Ò

j j i i

m m
m m m m m i ÷i

i j

m mi jm i
i

j

u
x

u u uu Pg
t x x x x

Ñ ÑD Ñ u B Ñ g
t x x

u uu
g

t x






 

   

        
             


     
                            (11)

Для крупных частиц:
    

     

2

0;

( ) 1 ;

0;

.

i

i

i j ji
i Ò

j j i i

k k
k

i

k ki jk i
i

j

u
x

u u uu Pg
t x x x x
Ñ Ñu
t x

u uu
g

t x




 

   

        
   
 

                                   (12)
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Проекции  силы  тяжести  на  оси  координат  0Х  и  0Y  определяются
следующим образом:

sin ;
cos ,

x

y

g g
g g





  (13)

где θ – угол наклона межпластинчатого канала к оси 0Y (рис. 2,а).
Исходя  из  соотношений  (8)  запишем   граничные  условия  для  систем

уравнений (10) – (12). 
По линии раздела (рис. 1,б) разрыхленного и перечистного слоев пульпы

(x = hk+ hr):

ux = up; uy = uh; 
   t tx p
u u

;    t ty h
u u

;    m mx p
u u

;    m my h
u u

;
   k kx p
u u

;    k ky h
u u

;  t t hC C ;  m m hC C ;  k k hC C ; P = hP ;  t t hP P

;  t t h  ;  t t hB B ;  m m hB B ;  t t hD D ;  m m hD D .
На дне канала (x = 0):

ux=uy=0;    0t tx
u u ;    t ty f

u u
;    0m mx

u u ;    m my f
u u

;    0k kx
u u ;

   k ky f
u u

;  maxt tC C ;  maxm mC C ;  maxk kC C ; P = fP ;  t t fP P
; 

 t t f  ;   mint tB B ;  minm mB B ;  mint tD D ;  minm mD D .
Начальные условия (y = 0, t = 0):  

ux = un; uy = uh;    0t tx
u u ;    t ty n

u u
;    0m mx

u u ;    m my n
u u

;
   0k kx
u u ;    k ky n

u u
;  t t nC C ;  m m nC C ;  k k nC C ; nÐ P ;  t t nP P ;

 t t n  ;   t t nB B ;  m m nB B ;  t t nD D ;  m m nD D .
Рассмотрим  турбулентное  трехмерное  течение  пульпы  в

цилиндроконической  части  гидроциклона  (рис.  2,б)  с  учетом  перечистного
слоя. Введем цилиндрическую систему координат qi, qj, qk, где i, j, k = 1, 2, 3 (r,
φ,  z).  Здесь  r,  φ,  z  представляют  собой  радиальную,  угловую  и  осевую
цилиндрические координаты [1].

Соотношения  для  дифференциальных  операторов  в  цилиндрической
системе координат [14] можно записать так:
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2 2

2 2 2

;

;

1 ;

;

1 1+ ;

1 1+ +

j

r

z

k

k j

grad
q

grad
r

grad
r

grad
z

div r r
q r r r z

r r .
q q r r r r z

 





   

 

 
  

 
 


    

      
                       (14)

В  соответствии  с  [1,  16]  и  выражениями  (10),  (14)  систему  уравнений  (1)
для  тонких  частиц  в  проекциях  на  оси  цилиндрической  системы  координат
представим следующим образом: 

 

 

        

0;

1 ;

;

1 1
3

k
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ji i
j j Ò j

j j k j

t t
t t t t t ÷ kk

k j

t tt t j kti i
j i ÷

j ÷ j i j k
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q

uu u PÀ E g r N
t q q q q

Ñ Ñr D Ñ u B Ñ g
t q q

u r uu u PM S g r
t q q q q q














       
                     

    
          

      
               

,jW












  
  

      (15)

где  A  =
r z

u
u u

r
 

;  М  =
 

 
 t

t tr z

u
u u

r
 

;  ur,  uφ,  uz  –  радиальная,
тангенциальная  и  осевая  составляющие  скорости  жидкой  фазы  пульпы,  м/с;
(ut)r,  (ut)φ,  (ut)z  –  радиальная,  тангенциальная  и  осевая  составляющие  скорости
тонких  частиц,  м/с;  Еi,  Nj,  Sj,  Wj  –  матрицы-столбцы,  элементы  которых
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соответствуют цилиндрическим координатам qi, qj:

Еi = 

2

0

r

u
r

u u
r





 
 
 
 
 
 
 
 
  ; Nj = 

   

   

2

2 2

2 2

2

2

0

tt r

tt r

uu
r r

uu
r r
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t

t tr
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r

u u
r
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2

2 2

2 2

2

2

0

tt r

tt r

uu
r r

uu
r r









 
  

 
  
 
 
 
 
  .

(16)

Из анализа систем уравнений (1), (2), (3) и (15) видно, что Wj входит только
в систему уравнений (1).  

Для мелких частиц первые три уравнения системы (2) и выражения для A,
М,  Еi,  Nj,  Sj  записываются  аналогично  системе  уравнений  (15),  а  четвертое
уравнение как: 

    1m m mi i
j i

j ÷ j

u u PM S g
t q q

   
         . (17)

Для  крупных  частиц  первое  и  второе  уравнения  системы  (3),  а  также
выражения  для  A,  М,  Еi,  Nj,  Sj  записываются  аналогично  системе  уравнений
(15), а третье и четвертое уравнения представим в виде: 

  

   

0;

1 .

k k
k

j

k k ki i
j i

j ÷ j

Ñ Ñu
t q

u u PM S g
t q q

     
                                        (18)

Граничные  условия  на  внешней  поверхности  сливного  патрубка
гидроциклона (r = Rс): 

ur=uφ=uz=0;     0t tr
u u


 

;    t tz s
u u ;    m mr w

u u ;    m mu u
 


;
   m mz s
u u ;    k kr w

u u ;    k ku u
 


;    k kz s
u u ;  mint tC C ;  minm mC C ; 

; ; ; ; ; ; ; .
Граничные  условия  на  внутренней  поверхности  цилиндрической  части
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гидроциклона (r = Rц):    

ur=uφ=uz=0;     0t tr
u u


 

;    t tz
u u




;    m mr
u u




;    m mu u
 


;
   m mz
u u




;    k kr
u u




;    k ku u
 


;    k kz
u u




;  t t maõC C ;  m m maõC C ; 
 k k maõC C ; ñÐ P ;  t t ñP P ;  t t ñ  ;  mint tB B ;  minm mB B ;  mint tD D ;

 minm mD D .
Начальные условия для  цилиндрической части гидроциклона (z = 0, t = 0):

 

 0r ru u ;  
0

u u 
;  0z zu u ;    t tr

u u



;    t tu u

 


;    0t tz
u u ;

   m mr
u u




;    m mu u
 


;    0m mz
u u ;    k kr

u u



;    k ku u

 


;
   0k kz
u u ;  0t tC C ;  0m mC C ;  0k kC C ; 0Ð P ;  0t tP P ;  0t t  ;

 0t tB B ;  0m mB B ;  0t tD D ;  0m mD D .
Граничные условия на поверхности воздушного столба (r = 0,5dв):

 r r âu u ;  â
u u 

;  z z âu u ;    t tr
u u


 ;    t tu u

 


;    t tz
u u


 ;    m mr

u u


 ;
   m mu u

 


;    m mz
u u


 ;    k kr

u u


 ;    k ku u
 


;    k kz
u u


 ; âÐ P ;

 t t âP P ;  mint tC C ;  minm mC C ;  mink kC C ;  t t â  ;  t t âB B ;  m m âB B ;
 t t âD D ;  m m âD D .

Граничные  условия  на  поверхности  соприкосновения  перечистного  слоя
пульпы  (hk  +  hr)  с  кромками  пластин,  образующих  цилиндроконическую
поверхность (r = Rп):

0ru u  ;  z z ïu u ;     0t tr
u u


 

;    t tz ï
u u ;     0m mr

u u


 
; ïÐ P ;

 t t ïP P ;    m mz ï
u u ;     0k kr

u u


 
;    k kz ï

u u ;  t t ïC C ;  m m ïC C ;
 k k ïC C ;  t t ï  ;  t t ïB B ;  m m ïB B ;  t t ïD D ;  m m ïD D .

Начальные условия для цилиндроконической части гидроциклона (z = lц, t
= 0):

 
lr ru u
;

 
l

u u 
;

 
lz zu u
;    t tr

u u


 ;    t tu u
 


;    
lt tz

u u
; l

Ð P ;
 

lt tP P
;    m mr

u u


 ;    m mu u
 


;    
lm mz

u u
;    k kr

u u


 ;    k ku u
 


;

; ; ; ; ; ; ;
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 t t
l

D D
;  m m lD D .

Приведенная  математическая  модель  может  быть  реализована  с
использованием  методов  конечных  разностей  [15]  и  контрольных  объемов
[16]. 

Выводы и направления дальнейших исследований:
 при математическом моделировании процесса осаждения твердой фазы

пульпы  в  межпластинчатом  канале  можно  применить  однослойную  схему
двухмерного  турбулентного  течения  пульпы  и  целесообразно  совместно  с
уравнениями  осредненного  турбулентного  движения  двухфазной  среды
использовать  соотношения  для  определения  интенсивности  турбулентности  и
коэффициента турбулентной диффузии твердых частиц;

 на  процесс  перечистки  твердой  фазы  пульпы  с  помощью  пластин,
установленных в конической части гидроциклона, влияют геометрия и размеры
пластин,  гидродинамика  отрывных  течений  и  механизм  формирования
концентрированного, разрыхленного и перечистного слоев пульпы;

 основными  факторами,  повышающими  эффективность  перечистки
твердой  фазы  пульпы  в  гидроциклоне,  являются  нисходящее  безвихревое
течение  концентрированного  слоя  пульпы  в  межпластинчатых  каналах,  захват
этим  течением  крупных  частиц  и  вынос  тонких  и  мелких  частиц
турбулентными вихрями в приосевую зону гидроциклона.

Автором  предполагается  в  дальнейших  исследованиях  полученные
результаты взять за базовые при анализе особенностей сепарации твердой фазы
пульпы в цилиндрическом гидроциклоне [17, 18].  
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