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О ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ БАЗЕ ДИСПЕРГИРОВАНИЯ  
НА АТОМНО-МОЛЕКУЛЯРНОМ УРОВНЕ 

 

Известно, что классификация дисперсных систем по размерам частиц 

включает три класса (табл. 1) [1, 2].  
 

Таблица 1 

Дисперсность Размеры частиц (см) 

Грубодисперсные системы 10
-1

, 10
-2

, 10
-3

, 10
-4

 

Коллоидная дисперсность, макромолекулы 10
-5

, 10
-6

, 10
-7 

Молекулярная и атомная дисперсность 10
-8 

 

Проблема  атомно-молекулярной дисперсности  связана с вопросом о со-

отношении между массами вещества в конденсированной фазе (жидкость или 

твердое тело) и паровой (газовой) фазе при фазовом равновесии. Этот вопрос 

широко обсуждался на протяжении не менее столетия. Будучи наиболее попу-

лярной из фазовых превращений в веществе, данная проблема находилась в 

центре внимания как научной общественности, так и многообразных областей 

практического применения [3, 4]. Обычно предметом обсуждения являются по-

иски соотношения между термодинамическими параметрами вещества (давле-

нием ,p  объемом V и абсолютной температурой T ), именуемого термическим 

уравнением состояния реального газа. При низких давлениях и высоких темпе-

ратурах эти параметры связаны универсальным соотношением 

 

,RT
M

m
pV =        (1) 

 

где −m масса газа, −M его молярная масса, −R газовая постоянная.  

Газ, термодинамические параметры которого определяются формулой (1), на-

зывается идеальным. При постоянной температуре давление в газе оказывается 

обратно пропорциональным объему и в системе координат Vp, график функ-

ции имеет вид гиперболы. 

Опыт показывает, однако, что при изотермическом сжатии газа закон Бой-

ля-Мариотта )( constpV =  выполняется только до определенного порогового 

значения объема, за  которым начинается процесс конденсации насыщенного 

пара и система перестает быть однофазной. Давление пара при этом остается 

неизменным ).( constp =   

Между плотной и газовой фазами появляется граница раздела (мениск), и 
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постоянство давления при уменьшении объема сохраняется до тех пор, пока 

весь пар не сконденсируется. После этого даже резкое повышение давления не 

приводит к сколько-нибудь существенному изменению объема системы. Жид-

кость практически несжимаема.  

Столь своеобразный с математической точки зрения вид функции )(Vp  

при заданной температуре инициировал большое количество попыток найти 

корректное уравнение состояния реального газа. Было предложено свыше сот-

ни эмпирических соотношений [3]. Попытки решить проблему на этом пути 

длительное время вдохновлялись предложенным Ван-дер-Ваальсом уравнением 

состояния 

 

( ) ,
2

RTbV
V

ap νν
ν

=−









+     (2) 

 

где −= Mm /ν число молей вещества, a  и −b так называемые поправки Ван-

дер-Ваальса. Первую из них автор связал с силами межмолекулярного взаимо-

действия, а вторую – с конечностью объема молекул, рассматриваемых в виде 

твердых шариков. Если раскрыть скобки в (2) и сгруппировать слагаемые по 

степеням объема, то с математической точки зрения получается уравнение ку-

бической параболы. Привлекательной особенностью этих кривых, соответст-

вующих разным значениям температуры, явилось то обстоятельство, что у од-

ной из этих кривых оказалась точка перегиба. Согласно аналитической геомет-

рии первая и вторая производные от давления по объему в этой точке должны 

обращаться в нуль 

 

.0// 22 == dVpddVdp      (3) 

 

Вблизи точки перегиба небольшой участок изотермы воспринимается в ви-

де прямой линии, совпадающей с касательной. Это породило иллюзии в плодо-

творности попыток эмпирическими средствами решить проблему уравнения со-

стояния таким методом. Определяемая формулой (3) точка в координатах 

pV была названа критической. Соответствующие  объем kV  и давление kp  были 

названы критическим объемом и критическим давлением, а температура изотер-

мы – с этой математической особенностью – критической температурой kT . 

Эксперимент также показывает, что при нагревании жидкости в ампуле 

при определенном значении температуры исчезает граница раздела между 

плотной фазой, находящейся внизу ампулы и паровой, т.е. система становится 

однофазной. Соответствующие этой ситуации термодинамические параметры 

были отождествлены с критическими параметрами, введенными Ван-дер-

Ваальсом в (2). 

Наличие математической особенности в (2) явилось таким мощным им-

пульсом для естествоиспытателей, что величины kV , kp , kT в современном ес-
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тествознании стали фундаментальными характеристиками индивидуального 

вещества, каталогизированными в справочных пособиях. 

Явным недостатком уравнения Ван-дер-Ваальса, замеченным и самим ав-

тором, и его многочисленными последователями, является резкое расхождение 

хода кривой, похожей на синусоиду, с экспериментально наблюдаемой гори-

зонтальной линией во всем интервале температур ниже критической, причем, 

существует протяженный участок, на котором вопреки данным опыта давление 

растет с увеличением объема. 

Следует, правда, отметить, что Ван-дер-Ваальсу удалось убедить научный 

мир в том, что уравнение состояния реального газа должно быть соотношением 

универсальным. Если, следуя автору, ввести приведенные термодинамические 

параметры kkk VVppTT /,/,/ === απτ , то (2) приобретает вид, называемый 

приведенным уравнением состояния 
 

( 3/8)3/1)(/3 2 τααπ =−+      (4) 

 

В этом виде уравнение не содержит никаких индивидуальных констант 

вещества и поэтому одинаково для всех веществ. Это положение в термодина-

мике называется законом соответственных состояний. 

Поскольку данные эксперимента не подтверждают наличие локальной 

особенности у изотерм реального газа, то теоретиками о горизонтальном участ-

ке были высказаны иные предположения. Так Л.Д. Ландау и Е.М. Лившиц в [5] 

пишут: "Есть все основания полагать, что ограничивающая область, в которой 

существование однородного тела невозможно, есть линия особых точек термо-

динамических величин". Другими словами, речь должна идти не об отдельной 

(критической) точке, а о критическом состоянии вещества, охватывающем це-

лый диапазон термодинамических параметров (в случае изотермы таким пара-

метром является объем, занимаемый веществом). Причем, этот диапазон изме-

нения объема тем шире, чем ниже температура. 

Как ранее упоминалось, уравнения (2) и (4) вызвали лавину предложений 

на рассматриваемую тему. Авторы [3] обзора этих работ вынуждены были кон-

статировать: "Реальный прямолинейный участок изотермы, соответствующий 

конденсации, никогда не следовал из этих уравнений состояния непосредствен-

но, так же как он не следовал из уравнения Ван-дер-Ваальса". 

Усилия теоретиков в получении уравнения состояния реального газа также 

не оказались плодотворными. Авторы [4] пришли к выводу: "В свое время на-

деялись, что вириальное разложение может привести к фундаментальному объ-

яснению явления конденсации. Однако, этого не произошло ввиду ограничен-

ной сходимости вириального разложения, которое может быть неудовлетвори-

тельным уже для сжатого газа". 

Теоретические основы фазовых переходов были заложены Гиббсом [6]. Ма-

тематической основой статистической термодинамики является каноническое 

распределение вероятностей. Согласно Гиббсу показатель степени η  экспоненты, 

названный вероятностью P , является линейной функцией энергии ε  системы  
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θ

εψ
η

−
= , 

 

где −ψ энергия, для которой коэффициент вероятности имеет значение, равное 

единице, а параметр θ  пропорционален температуре −= kkT (θ постоянная 

Больцмана). В состоянии теплового равновесия вероятность )( iEw  обнаружить 

любое состояние частиц макроскопического тела определяется только его пол-

ной энергией iE  и имеет вид 

 

( ) ,/exp)( iii kTEAEw ∆Γ⋅−⋅=      (5) 

 

где −A константа  нормировки. Формула (5) определяет вероятность того, что 

некоторая система находится в одном из )( iE∆Γ  состояний с энергией .iE  Из 

математической теории вероятностей вытекает, что должно выполняться сле-

дующее условие нормировки 

 

∑ =
j

jEw ,1)(  

 

где суммирование ведется по всем возможным квантовым состояниям системы.  

Отсюда следует выражение для постоянной нормировки 

 

( ) .
1

/exp

1

ZkTE
A

j

jj

=
∆Γ⋅−

=
∑

    (6) 

 

Сумма, стоящая в знаменателе (6), играет в статистической физике фунда-

ментальную роль. Поскольку все квантовые состояния системы вносят в нее 

свой вклад, то ее называют суммой по состояниям или статистической суммой. 

Таким образом, каноническое  распределение (5) примет вид 

 

( ) ./exp
1

iii kTE
Z

w ∆Γ⋅−=      (7) 

 

В классическом приближении необходимо заменить дискретный набор ве-

роятностей различных состояний непрерывным распределением. Тогда элемент 

вероятности того, что макросистема имеет энергию, заключенную в интервале 

,, dEEE +  определится 

 

( ) .)(exp
1

)( dEEgkTE
Z

Edw −=     (8) 
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Величину ( )∫ −= dEEgkTEZ )(exp  в (8) называют статистическим инте-

гралом, а −)(Eg  статистическим весом. 

Если известна статистическая сумма для системы частиц, то с ее помощью 

можно найти любую термодинамическую функцию макросистемы. В частно-

сти, давление газа на стенку выражается так 

 

.
ln

TdV

Zd
kTp 








=       (9) 

 

Математический аппарат статистической термодинамики Гиббс адаптиро-

вал для макросистемы, представленной моделью идеального газа, получив 

уравнение состояния (1). 

Фундаментальное отличие реального газа от идеального состоит в том, что 

реальный газ при определенных значениях термодинамических параметров ис-

пытывает фазовое превращение, при котором часть вещества переходит в кон-

денсированную фазу. Поэтому вероятность состояния макросистемы с пере-

менным числом частиц будет теперь функцией двух переменных, энергии iE  и 

числа частиц  ,n  находящихся в газовой фазе. При этом в знаменателе (7) долж-

на стоять двойная сумма Z , которая называется большой суммой по состояни-

ям или большой статистической суммой 

 

).,(exp nE
kT

En
Z i

n i

i ∆Γ⋅






 −
=∑∑

µ
 

 

После проведения суммирования по уровням энергии большая статистиче-

ская сумма может быть записана в виде 

 

,
0

∑
=

=
N

n

n
nqZ  

 

где −n индекс суммирования (возможное число частиц в газовой фазе), а 

−n
nq коэффициент вероятности нахождения в газовой фазе числа молекул .n  

В работах [8-13] методами статистической термодинамики были получены 

соотношения для коэффициентов вероятности пребывания в газовой (парооб-

разной) фазе n  частиц многоатомной молекулы при полном числе N в макро-

системе (газ – конденсированная фаза), выраженные в приведенных термоди-

намических параметрах .,, απτ  
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где −i число активных степеней свободы молекулы (поступательных и враща-

тельных), −0E  теплота парообразования одного моля индивидуального веще-

ства, −kT критическая температура этого вещества. Поделив (10) на Z , полу-

чим правильную дробь 
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1
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1
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которую  можно назвать вероятностью испарения, что соответствует физиче-

ской сути данного математического выражения. Если выделить сомножитель, 

зависящий от температуры τ  
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то (11) примет вид 
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Выражение для приведенного давления π  получим,  преобразовав (9) 
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Безразмерный параметр K  называется критическим параметром [14]. Он 

зависит от критических констант и молярной массы вещества 
 

,
Mp

RT
K

k

kk ρ
=       (13) 

 

где −kρ критическая плотность, равная обратной величине удельного критиче-

ского объема. 

В виде (12) термическое уравнение состояния реального газа имеет уни-

версальную форму, справедливую для любого вещества независимо от его хи-

мической природы, и может применяться во всем диапазоне изменения термо-

динамических параметров.  

Область изменения приведенной температуры: ∞≤≤ τ0 , приведен-

ного объема .1 ∞≤≤ α  Нижнему пределу этих параметров )1,0( == ατ  соот-

ветствует объем, который занимала бы  конденсированная фаза при температу-

ре абсолютного нуля, т.е. при отсутствии газовой фазы в системе. 
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Отметим специфику математических соотношений, описывающих макро-

системы. При количественных расчетах, встречающихся в практических ситуа-

циях, когда 2410≈N , нужно преодолевать математические трудности, связан-

ные с оперированием большими числами. Если в (11) зафиксировать параметры 

ατ и  и рассмотреть функциональную зависимость вероятности испарения от 

числа частиц n  в газовой фазе, то все графики имеют   колоколообразный  вид 

с исключительно острым максимумом при некотором значении mn . С физиче-

ской точки зрения оно должно находиться в интервале .0 Nnm ≤≤   

Для определения максимума, стоящего в числителе выражения Zqw
n
nn /= , 

целесообразно искать его логарифмическую производную, что приводит к 

трансцендентному уравнению 
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Корень этого уравнения есть некоторое число ./ mnND α=  Отсюда можно 

определить при фиксированном числе частиц N в системе связь между объе-

мом α  и количеством молекул в газовой фазе mn  

 

./ DNnm α=      (14) 

 

Этому значению mn  соответствует максимальный коэффициент вероятно-

сти .m

m

n

n
q  Поделив на него коэффициенты n

nq  в (10), придем к приведенным ко-

эффициентам вероятности ,~ m

m

n

n
n
n

n
n qqq =  из которых можно составить и приве-

денную сумму по состояниям .~~

0

∑
=

=
N

n

n
nqZ  Расчеты показывают, что уже при 

410≥N  приведенные коэффициенты вероятности являются экспонентами нор-

мального  гауссова  распределения: 
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где −2σ дисперсия случайной величины, а −σ расстояние от оси симметрии 

функции (15) до точки перегиба. Если ввести переменную ( ) σmnnx −= , то 

(15) преобразуется в плотность распределения вероятностей 
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нормированного и центрированного гауссова распределения.  

Известно, что острота пика функции (15) стремительно растет с увеличением 

числа частиц N  в макросистеме. Максимум вероятности будет иметь место при 

,0=x т.е. в случае: .mnn =   Поскольку основной вклад в сумму по состояниям 

вносят слагаемые из ближайшей окрестности этой точки, то максимальная ве-

роятность, будучи равной согласно (16) значению 

 

,506,212/1)( == πmnw  

 

позволит свести сумму (12) к выражению, когда может быть использована 

−δ функция Дирака 

 

∫
∞

∞−

−= .)()()( dxxfaxaf δ  

 

В нашем случае такой функцией является 

 

( ).1)( +−= nNnnf α  

 

Таким образом, для приведенного давления реального газа (12) получим 
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где в критическом коэффициенте (13) вместо критической плотности kρ  будет 

стоять плотность конденсированной фазы (жидкости) 

 

.
056,2

' ж

k

k

Mp

RT
K

ρ
=  

 

Из (14) следует, что значению 1=α  соответствует минимальное число 

частиц в газовой фазе 

 

./ DNnm =  

 

Когда же ,Nnm =  то можно определить нижний предел приведенного объ-

ема, при котором макросистема становится однофазной 
 

D=minα . 
 

При промежуточных значениях объема min1 αα <<  число частиц в газовой 

фазе гn  будет заключено в интервале .min Nnn г <<  
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На рис. 1 представлены изотермы реального газа в логарифмическом мас-

штабе при пяти значениях приведенной температуры, которые рассчитывались 

по общему уравнению (17). Как видим,  зависимость приведенного давления π  

от приведенного объема α  во всем диапазоне его изменения полностью соот-

ветствует данным эксперимента. Следует обратить внимание также на вид гра-

фиков. Переход от области насыщенного пара (горизонтальный участок изо-

термы) к ненасыщенному пару )( minαα >  имеет характер излома, а не является 

гладкой функцией объема, как это имело место у всех эмпирических уравнений 

состояния, включая и уравнение Ван-дер-Ваальса. Именно так и выглядят экс-

периментальные изотермы реальных газов при температурах ниже критиче-

ских. На критической изотерме участок, где в равновесии сосуществуют обе 

фазы,  простирается  в диапазоне изменений объема .5,41 ≤≤ α  
 

 
 

Рис. 1. Изотермы реального газа в логарифмическом масштабе  

при пяти значениях приведенной температуры 

 

Можно, таким образом, констатировать, что интуиция авторов [5] не подвела. 

Горизонтальный участок изотермы действительно оказался линией особых то-

чек термодинамического параметра – приведенного объема α , а не локальной 

особенностью (критической точкой). 

В заключение полагаем, что изложенная нами идеология, основанная на 

статистическом подходе, оправдала себя при теоретическом выводе уравнения 

состояния реального газа.  

Приведенные теоретические положения могут служить основой для про-

гнозной оценки энергетических затрат в процессах тонкого измельчения, на-

пример, процесса диспергирования вещества на атомно-молекулярном уровне 

или при механическом воздействии на монолитные структуры, которые рас-

сматриваются в других разделах классификации (табл. 1), в частности. 
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