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Благодаря этим инициативам Украина входит в ТОП‐10 стран по прода‐
жам электромобилей [5]. Если тенденция сохранится, то в ближайших пер‐
спективах  в процентном  соотношении  по количеству  электрокаров  от об‐
щего числа всех авто, Украина будет в числе самых экологичных государств.  

Электротранспорт приходит в нашу жизнь хотим мы этого или нет. В не 
таком уж далеком будущем из вашего города пропадут все АЗС. Воздух ста‐
нет чище, а город тише. Однажды в очередной раз выйдя из дома вы попа‐
дете в совершенно другой мир. 

Это будет мир электрического транспорта. Начало новой эры промыш‐
ленности и машиностроения. 
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Аннотация. В работе проведено теоретическое исследование определения значе‐
ние реальной величины коэффициента трения качения при линейном и точечном кон‐
тактах на качение без скольжения.  

 
Ключевые слова: цилиндр, качение, скольжение, коэффициента трения качения. 
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Abstract. The  theoretical  investigation of  the determination of  the value of  the  real 

value of the friction coefficient of rolling with linear and point contacts on rolling without slid‐
ing is carried out in the work. 

 
Keywords: cylinder, rolling, sliding, rolling friction coefficient. 

 
Введение.  Задача об определении ускорения центра тяжести цилин‐

дра,  скатывающегося  без  скольжения  под  действием  силы  тяжести  по 
наклонной плоскости и условия, при котором возможно качение цилиндра 
без скольжения решены во многих учебниках по теоретической механике, 
но без учета сопротивлению качению [1,2]. 

Такое решение связано с тем, что отсутствуют аналитические зависи‐
мости по определению сопротивления качению. 

Было  предложено  много  зависимостей  как  для  определения  непо‐
средственно  сопротивления  качению  (А.Ю.  Ишлинский),  так  и  коэффици‐
ента трения качения (Мэй, Морис, Этак), но обладая рядом достоинств, та‐
ких  как  простота  экспериментального  определения  коэффициентов,  яс‐
ность физической сущности процесса все эти зависимости, за исключением 
предложенной Кулоном, не получили широкого применения. Это связано 
как с многоэтапностью процессов вычисления, так и с необходимостью по‐
лучать дополнительные экспериментальные данные в процессе вычисле‐
ния. 

Одной из удачных была аналитическая зависимость, полученная Д. Та‐
бором [3] по определению коэффициента трения качения, опирающаяся на 
теорию контактных деформаций Герца. 
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Табором получены следующие аналитические зависимости для опре‐
деления коэффициента трения качения: 
при линейном контакте 

 

݇ ൌ
2ܾ

ߨ3
 ߙ (1) 

 
при точечном контакте 

 

݇ ൌ
3ܾ

16
 ߙ (2) 

 
где b – полуширина статического пятна контакта; 

α – коэффициент гистерезисных потерь. 
В  [4]  предложены  зависимости,  определяющие  k  с  использованием 

формул (1) и (2) и экспериментальных значений коэффициентов для крано‐
вых колес при плоском рельсе и с закругленной головкой [5]. 

Аналогично формулам (1) и (2) они предложены в виде: 
при плоской головке рельса 

 

݇ ൌ 0.225ܾ݁ିଵ/ଶோ (3) 
 
При закругленной головке 
 

݇ ൌ 0.16ܾ݁݁଴.ଶோ, (4) 
 
где R – радиус колеса в метрах 

Несовпадение числовых величин перед полушириной пятна контакта 
b, очевидно связано с округлением коэффициента k в экспериментах до де‐
сятых миллиметра, а также с тем, что их значение получены одинаковыми 
для,  например, диаметров 400, 500, 560, 630 мм k=0.5 мм  ‐ при плоском 
рельсе и k=0.6 – при закругленной головке [6]. 

Поскольку коэффициенты перед b в этих формулах для такого класса 
задач можно  считать близкими по величине,  то общие  значения k  в  этих 
формулах будем считать совпадающими [7], а поскольку в формулах Табора 
они точные, то величины α найдем меняя коэффициент перед R в показате‐
лях экспоненты. Этого равенства можно достичь приняв величины α в фор‐
мулах (1) и (2) следующими:  

 

ߙ ൌ ݁ିଵ/ଵଷோ и ߙ ൌ ݁଴.ଶଷோ 
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Теперь формулы Табора (1) и (2) запишутся в следующем виде: 
при линейном контакте 
 

݇ ൌ
2ܾ

ߨ3
݁ିଵ.ଵଷோ  (5) 

 
при точечном контакте 
 

݇ ൌ
3ܾ

16
݁଴.ଶଷோ  (6) 

 
Имея эти формулы можно поставленную задачу решить с использова‐

нием реальных величин коэффициентов трения качения. 
Цель работы. Установить значение реальной величины коэффициента 

трения качения при линейном и точечном контактах на качение без сколь‐
жения. 

Материал и результаты исследований. Линейный контакт. Для выяв‐
ления более полного влияния сопротивления качению в поставленной за‐
даче к массе катящегося цилиндра Мкч присоединим поступательно движу‐
щуюся массу Мпс , т.е. М= Мкч + Мпс . 

На рисунке 1 показана расчетная схема, где P=mg – вес цилиндра с гру‐
зом; N – нормальная реакция плоскости, линия действия которой не совпа‐
дает с центром тяжести цилиндра на величину коэффициента трения каче‐
ния; F – сила трения направленная вверх по наклонной плоскости. 

 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема скатывания цилиндра без скольжения с 

учетом сопротивления качению 
 

При  координатных  осях,  указанных  на  рисунке,  дифференциальные 
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уравнения движения запишутся в виде: 
 

ܯ
݀ଶݔ

ଶݐ݀
ൌ ߙ݊݅ݏ݃ܯ െ  ܨ (7) 

ܯ
݀ଶݕ

ଶݐ݀
ൌ ߙݏ݋ܿ݃ܯ െ ܰ  (8) 

௖ܬ
ݓ݀

ݐ݀
ൌ ݎܨ െ ܰ݇  (9) 

 
где Jc ‐ момент инерции цилиндра относительно оси, проходящей через его 
центр тяжести С и перпендикулярной к плоскости хОу. 

Поскольку во время движения Jc = 0, то  
 

݀ଶݕ

ଶݐ݀
ൌ 0 

и из уравнения (8) получим:	ܰ ൌ ሺМкг ൅ Мпсሻߙݏ݋ܿݍ. 
Поскольку цилиндр катится без скольжения, то  ௖ܸ ൌ  и			ݓݎ
 

݀ଶݔ

ଶݐ݀
ൌ
ݒ݀

ݐ݀
ൌ ݎ

ݓ݀

ݐ݀
 

 
то уравнение (7) принимает вид 
 

ݎߤ
ݓ݀

ݐ݀
ൌ ߙ݊݅ݏݍߤ െ  ܨ   

 
Исключив F из этого уравнения и уравнения (9) получим 
 

ሺݎߤଶ ൅ ௖ሻܬ
ݓ݀

ݐ݀
ൌ ߙ݊݅ݏݎ݃ܯ െ ܰ݇ 

или 

ݎ ൬
3

2
кгܯ ൅ Мпс൰

ݓ݀

ݐ݀
ൌ ߙ݊݅ݏ݃ܯ െ

ܰ݇

ݎ
. 

поскольку для однородного цилиндра  
 

௖ܬ ൌ ݎкгܯ
ଶ/2.

Отсюда 

ݎ
ݓ݀

ݐ݀
ൌ
ߙ݊݅ݏ݃ܯ െ ݎ/݇ܰ

ሺ
3
2
к௥ܯ ൅ псሻܯ
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и искомое ускорение центра тяжести цилиндра, с учетом трения качения, 
будет равно 
 

௖ݓ ൌ
ߙݏ݋ܿ݃ܯ ቀߙ݃ݐ െ

݇
ݎ
ቁ

ቀ
3
2
к௥ܯ ൅ псቁܯ

.  (10) 

 
Сила трения из уравнения (9) 

ܨ ൌ
௖ܬ
ݎ

ݓ݀

ݐ݀
൅
ܰ݇

ݎ
ൌ
ݎк௥ܯ

2

ݓ݀

ݐ݀
൅ ሺܯк௥ ൅ псሻ݃݇ܯ

ߙݏ݋ܿ

ݎ
.  (11) 

 
Условия качения из закона Кулона 
 

ܨ ൑ ݂ܰ
откуда 

݂ ൒
к௥ܯ

2 ቀ
3
2
к௥ܯ ൅ псቁܯ

ሺߙ݃ݐ െ
݇

ݎ
ሻ  (12) 

 
Это неравенство и является условием возможности качения цилиндра 

без скольжения. 
Для расчета Wc и условия без скольжения примем цилиндр радиусом 

r = 100 мм,  шириной  В = 50 мм,  допускаемое  контактное  напряжение 
[σ] = 800 МПа (сталь 65Г ГОСТ 1050 – 74, режим работы механизма передви‐
жения крана 4М [5]); α= 10; 30; 50; 70º. 

Сила прижатия цилиндра 
 

ܰ ൌ
ଶۀߪڿݎܤ

0.418ଶ݃ݏ݋ܿܧα
  (13) 

 
и при, например, α = 30º составляет 66,8 кН. С учетом, что масса цилиндра 
Мкч = 11 кг, масса груза составляет Мпс = 6700 кг. 

Полуширины пятен контакта [8] 
 

ܾሺߙሻ ൌ 1.526ඨ
ܲሺߙሻݎ

ܧܤ
  (14) 

 
коэффициенты трения качения k (1) определится из формулы (5). 

Расчеты показывают,  что несмотря на изменение коэффициента  тре‐
ния качения с k = 0,256 мм до k = 0.15 мм величина Wc увеличивается только 



  

133 

Transport Technologies and Equipment 

Contemporary Innovation Technique of the Engineering Personnel Training for the Mining 
and Transport Industry 2018 

на 0,04%, при значительном увеличении величины f, с 0,00012 при α = 10º 
до 0,0019 при α = 70º. 

Очевидно, что прижатие цилиндра при помощи связанной с ним массы 
практически  не  сказывается  на  ускорения  цилиндра  с  изменением  угла 
наклона плоскости  качения,  хотя  значительно  влияет на  условие  качения 
без скольжения и величина f при этом в десятки раз меньше реальных ве‐
личин. Естественно, это относится к величине контактных напряжений близ‐
ким к регламентируемым допустимым. 

Точечный  контакт.  Рассмотрим  аналогичную  задачу  при  качении  ци‐
линдра по поверхности с закруглением радиусом R. Поскольку при точеч‐
ном  контакте  величина  контактных  напряжений  принимается  в  2,0 … 2,5 
раза большей, чем при линейном, то примем [σ] = 1600 МПа. 

Силу прижатия цилиндра при этой величине [σ] найдем из формулы  
 

ܰ ൌ
ଶܴଶݎଷۀߪڿ

0.245ଷ݊௣
ଷܧଶሺݎ ൅ ܴሻଶ

.  (15) 

 
Полуширина пятна контакта 
 

ܾ ൌ 1.397݊௕ඨ
ܰ

ܧ

ܴݎ

ݎ ൅ ܴ
  (16) 

 
Коэффициент трения качения найдется из формулы (6), ускорение цен‐

тра тяжести – из формулы (10), а минимальная величина коэффициента тре‐
ния скольжения при котором происходит качение без скольжения – из фор‐
мулы (12). 

Величина k, Wc и f при линейном и точечном контактах в зависимости 
от угла наклона α графически представлены на рисунке 2, где 1 – коэффици‐
ента трения качения; 2‐ ускорения центра тяжести; 3 – минимального коэф‐
фициента трения скольжения, при котором происходит качение без сколь‐
жения (сплошные линии – линейный контакт, пунктирные – точечный при 
прижатии  силой  тяжести  (а);  б –  то же при прижатии безмассовой  силой 
(точками‐ без k). 
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а)    б)  
Рисунок 2 – Зависимость от угла наклона поверхности качения цилиндра 

 
Отметим, что при точечном контакте, несмотря на увеличение контакт‐

ных  напряжений  в  2  раза  величина  поступательной  массы  составила 
Мпс = 3124 кг вместо Мпс = 6700 кг при линейном контакте. 

Из приведенных формул и приведенных расчетов можно  заключить, 
что трение качения мало влияет на ускорение центра тяжести цилиндра как 
при линейном так и точечном контактах. Так же практически не влияет на 
минимальную  величину  коэффициента  трения  скольжения  при  котором 
происходит качение без скольжения. Поэтому кроме прижатия цилиндра с 
помощью силы веса целесообразно рассмотреть безмассовое прижатие. 

Прижатие цилиндра с помощью безмассовой силы (точечный контакт). 
Пусть сила Q, создаваемая пружиной направлена нормально к поверхности 
качения. Уравнение  (7) при этом запишется так же, а  (8) и  (9) принимают 
следующий вид: 

 

ߤ
݀ଶݕ

ଶݐ݀
ൌ ߙݏ݋ܿ݃ߤ െ ܳ ,  (17) 

௖ܬ
ݓ݀

ݐ݀
ൌ ݎܨ െ ሺߙݏ݋ܿ݃ܯ ൅ ܳሻ݇ ,  (18) 

 
здесь М – масса цилиндра.  

Сила прижатия ܰ ൌ ߙݏ݋ܿ݃ܯ ൅ ܳ 
Проделав выкладки, получим: ускорение центра тяжести цилиндра  
 

௖ݓ ൌ
2

3
݃ ൤ߙ݊݅ݏ െ

݇

ݎ
ߙݏ݋ܿ ൬1 ൅

ܳ

ߙݏ݋ܿ݃ܯ
൰ ; ൨  (19) 

 
Качение цилиндра без  скольжения при величине коэффициента  тре‐

ния скольжения 
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݂ ൒
ߙ݊݅ݏ݃ܯ

3ሺܳ ൅ߙݏ݋ܿ݃ܯሻ

2

3

݇

ݎ
.  (20) 

 
Зависимости Wc и f от α показаны на рисунке 2б. 
Вывод. Анализ проведенных расчетов и графиков на рисунке 2 позво‐

ляет сделать следующие выводы: 
‐ на ускорение цилиндра,  скатывающего с наклонной не  гладкой по‐

верхности при линейном и точечном контактах и прижимающегося силой 
веса сопротивление качению практически не сказывается в отличие от при‐
жатия безмассовой силой, где учет сопротивления качению приводит к зна‐
чительным изменениям как ускорения, так и минимальной величины коэф‐
фициента скольжения, при котором происходит качение без скольжения. 
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