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ГРАНИЧНА РIВНОВАГА ТРАНСВЕРСАЛЬНО-IЗОТРОПНОГО ТIЛА IЗ 

ЗАЛIКОВАНОЮ ДИСКОПОДIБНОЮ ТРIЩИНОЮ 

 

У статтi дослiджено граничний стан кругової трiщини в трансверсально-

iзотропному мате- рiалi пiсля iн’єкцiйного змiцнення. Розглянуто модель вiнклерiвської 

основи для опису напру- женого стану. Отримано аналiтичний вираз для граничного 

навантаження, що дозволяє оцiнити ефективнiсть залiковування трiщин та вiдновлення 

мiцностi конструкцiй. 
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В iнженернiй практицi для вiдновлення несучої здатностi пошкоджених трiщинами 

еле- ментiв конструкцiй застосовують технологiю iн’єкцiйного змiцнення [1]. Суть її 

полягає у введеннi пiд тиском в пошкодженi зони тiла рiдинних матерiалiв, здатних пiсля 

полiме- ризацiї чи кристалiзацiї формувати з основним матерiалом мiцнi адгезiйнi зв’язки. 

Для оптимiзацiї технологiї та оцiнювання залишкового ресурсу роботоздатностi 

вiдновлених елементiв конструкцiй виникає необхiднiсть в розв’язуваннi крайових задач 

про граничну рiвновагу тiл iз залiкованими трiщинами. У доповiдi наведено дослiдження 

про грани- чний стан кругової трiщини в трансверсально-iзотропному матерiалi пiсля 

застосування iн’єкцiйної технологiї змiцнення. 

Розглянемо трансверсально-iзотропне тiло, що мiстить в площинi iзотропiї круглу 

в планi трiщину радiусом a. У вiддалених вiд трiщини точках тiла прикладенi зусилля роз- 

тягу, що викликають в площинi трiщини за її вiдсутностi однорiднi напруження iнтен- 

сивнiстю p. Як вiдомо [2], мiцнiсть такого тiла, розрахована на основi δc-моделi [3] тiл з 

трiщинами, буде такою: 

 

Тут  коренi 

рiвняння: A11A44ν 2 +(A13(A13 + 2A44) − A11A33)ν + A33A44 = 0, i = 1, 2, A11, A13, A33, A44 - 

модулi пружностi трансверсально-iзотропного тiла. Нехай в результатi застосування 

технологiї iн’єктування [1] поверхнi трiщини з’єднанi тонким прошарком iн’єкцiйного 
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матерiалу. Встановимо ефективнiсть такого роду залiковування дефекту у тiлi. Реакцiю 

прошарку на зусилля розтягу подано вiдповiдно до моделi вiнклерiвської основи 

 

де E - модуль Юнга iн’єкцiйного матерiалу; 2 h(r) - товщина прошарку; u∗z (r) - 

перемiщення точок поверхнi трiщини. Скориставшись принципом суперпозицiї, 

напружений стан в тiлi подамо як суму двох станiв: тiла без трiщини пiд дiєю зовнiшнiх 

зусиль i тiла з трiщиною до поверхонь якої прикладенi зусилля 

 

Пiд дiєю цих зусиль в околi трiщини формується кiльцева зона a < r ≤ R 

послаблених зв’язкiв, в якiй напруження вважаємо постiйними i рiвними σ0. Значення σ0 

змiнюється в iнтервалi вiд границi плинностi σt до границi мiцностi σc. 

Перший напружений стан не пов’язаний з трiщиною i тому не може впливати на 

її рiст. Поширення трiщини визначатиметься з розв’язку крайової задачi (3). Ця задача 

на основi загального розв’язку рiвнянь рiвноваги трансверсально-iзотропного тiрла 

вираженого через гармонiчнi в рiзних системах координат функцiї з використаням 

iнтегральниї перетворень Ганкеля зведена до такого сингулярного iнтегро-

диференцiального рiвняння  

 

Тут K(t/r), E(t/r) - повнi елiптичнi iнтеграли першого та другого роду вiдповiдно; 

U∗
z = Uz + U 0z ; U 0z  Iнтегральне рiвняння (4) в загальному випадку 

може бути розв’язане чисельним методом з використанням функцiональних полiномiв. 

Якщо припустити, що напруження у прошарку не залежать вiд зони передруйнування в 

околi трiщини, то можна отримати аналiтичний розв’язок iнтегрального рiвняння (4) за 

умови, що h = √ a 2 − r 2/β, де β = a/c; c - мала пiввiсь сфероїда
r 2 

a 2 
 + 

z2

c 2 
  = 1; Розкриття 

трiщини в точцi r = a, як це випливає з отриманого розв’язку, буде таким  
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Параметр R, що характеризує зону передруйнування, встановлюється iз умови 

плавного змикання берегiв трiщини в точцi r = R i приймає таке значення 

 

З умови δc- моделi, що 2UZ(a) = δc, отримуємо рiвняння для розрахунку граничнго 

навантаження p∗ для тiла iз залiкованою трiщиною 

 

Отримане рiвняння має дiйсний розв’язок 

 

при умовi, що 

 

Випадок A = 0 вiдповiдає незалiкованiй трiщинi i iз спiввiдношень (8), (9) 

отримуємо рiвняння (1). Iз спiввiдношення (6) видно, що якщо зовнiшнi навантаження 

досягаю напружень iнтенсивностi p = σ0, параметр прямує в нескiнченнiсть. Тодi iз 

формули (5) в цьому разi для трiщин розмiром a < a0 отримаємо 

 

 

Тут введено позначення a0 = 2a∗ /  .Спiввiдношення (10) показує, 

що для трiщин розмiром a < a0 граничний стан тiла згiдно δc-концепцiї не настає навiть у 

випадках, коли p = σ0.  

Тiло з такими дефектами має таку ж мiцнiсть, як i бездефектне, тобто p∗ = σ0. 

Варто пiдкреслити, що згiдно зi спiввiдношеннями (10), залiкованi трiщини, якi бiльше 

не знижують мiцнiсть, можуть бути значно бiльшими за незалiкованi дефекти. Це вказує 

на те, що правильний вибiр параметрiв iн’єкцiйного матерiалу дає змогу повнiстю 

вiдновити мiцнiсть тiла навiть за наявностi трiщини критичних розмiрiв. 

Цю роботу виконано в рамках проєкту № 2023.04/0132 Нацiонального фонду 

дослiджень України.  
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