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Предисловие
     Исследователь  или инженер изучают математику для того, в первую очередь, чтобы уметь ее применять. Однако применение математики основано на понятии математичес​кой модели, которому в общем университетском курсе математики уделяют мало внимания. Построение и исследо​вание математических моделей важны для почти всех спе​циальных дисциплин и используют знания из них, поэтому ряд конкретных математических моделей подробно рас​сматривается в соответствующих курсах. Но имеются и об​щие соображения, которые могут оказаться небесполезными.
    При исследовании и проектировании  объектов можно выделить две основные группы процедур: анализ и синтез. Для синтеза характерно использование структурных моделей, для анализа — использование функциональных моделей. Как правило, анализ выполняется математическим моделированием. Математическое моделирование — процесс создания мо​дели и оперирование ею с целью получения сведе​ний о реальном объекте. Альтернативой математиче​ского моделирования является физическое макетирова​ние, но у математического моделирования есть ряд преимуществ: меньшие сроки на подготовку анализа; значительно меньшая материалоемкость, особенно при исследовании и проектировании крупногабаритных объектов; возмож​ность выполнения экспериментов на критических режи​мах, которые привели бы к разрушению физического макета, и др.
     Математическая модель (ММ) — совокупность мате​матических объектов (чисел, символов, множеств и т. д.) и связей между ними, отражающих важнейшие для проектировщика свойства проектируемого технического объекта.
     В Началах Обобщенной теории моделирования мы приведем и проиллюст​рируем некоторые общие положения, связанные с понятием математической модели. Соответствующие примеры также имеют общий характер; они элементарны и взяты, в основ​ном, из физики, динамики и т. п. Методологической основой настоящей книги является многотомная работа автора под общим названием «Обобщенная теория моделированния».
          Люди начали пользоваться математическими моделями еще до осознания математики как самостоятельной нау​ки — достаточно вспомнить исчисление площадей в Древнем Египте. И. Кеплер и особенно И. Ньютон, применив мате​матику к задачам естествознания и практики, заложили основы современного представления о математических моде​лях. В дальнейшем развитии науки и техники область применения математических моделей все более расширя​лась, модели становились разнообразнее. Значительное ус​ложнение математических моделей, потребность в сущест​венном ускорении решения прикладных математических задач привели к необходимости появления принципиально новых вычислительных средств, и ЭВМ, проникшие в самые разнообразные области деятельности, были впервые созданы именно для «обслуживания» математических мо​делей. И сейчас роль ЭВМ при изучении и применении математики столь велика, что термин математическое моделирование часто применяется по отношению к области прикладкой математики, включающей в себя как построение и исследование математических моделей, так и создание вычислительных алгоритмов и программ, реализующих эти алгоритмы на ЭВМ.   
     Достижения в области науки и техники, увеличение мощности производства, неуклонный рост капиталовложений в перспектив​ные отрасли народного хозяйства в значительной мере способство​вали развитию сложных автоматизированных систем управления. При создании подобных систем сохранился многоэтапный характер процесса их исследования и разработки, но потребовался коренной пересмотр подхода и методов решения проблемных задач, возникающих на каждом этапе исследования, проектирования, производства и испытаний системы.
    В настоящее время трудно описать общепринятые методы ис​следования задач, связанных с созданием сложных систем. Очевид​но это окажется возможным только с появлением стройной и за​вершенной теории моделирования обїектов, над которой работае автор. Сейчас же можно отметить многие отдельные ра​боты, в которых нашли освещение вопросы теории модеоирования систем.
    При системном подходе любое частное решение может быть принято после тщательного рассмотрения и установления всех наи​более существенных взаимосвязей, определяющих взаимоотноше​ния данного частного вопроса со всеми вопросами, характерными для системы в целом. Подобный учет и исследование взаимных свя​зей наиболее рационально проводить с помощью математических моделей, на которых можно, меняя значения параметров и различ​ных переменных, получить представление о поведении си​стемы в различных условиях.
    Широкое применение моделирования при проведении исследова​ний систем объясняется не только вышесказанным.
    При проведении любого научного исследования обычно стремят​ся в большей степени использовать экспериментальный метод. Но, к сожалению, в силу особенностей сложных систем возможность постановки и проведения экспериментальных исследований, особен​но на самом объекте, крайне ограничена, а зачастую и невозможна. Поэтому приходится обращаться к другим методам исследования и, в частности, к моделированию.  
        Специфика проведения испытаний сложных систем, значитель​ная стоимость экспериментальных работ, а порой и полное отсут​ствие априорных сведений о динамике работы системы требуют создания принципиально новых методов оценки показателей их эффективности.
  Накопленный опыт при  исследовании, проектировании, ис​пытаниях и определении характеристик систем дает воз​можность сформулировать положения опытно-теоретического мето​да оценки, основанного на методах объединения разнородной информации, полученной при различных видах испытаний подси​стем. Алгоритмическая реализация подобных методов накопления информации определяет потенциальные возможности в точности расчета оценок характеристик испытываемой системы.
     В настоящее время широко применяют для оценки характери​стик систем методы расчета: аналитические, алгоритмиче​ские и математического моделирования, основанные на идеях уни​версального метода статистических испытаний Монте — Карло.
   Использование аналитических методов расчета выходных пока-; зателей позволяет наглядно представить закономерности накопле​ния информации при проведении реальных испытаний. Однако воз​можности аналитических методов в значительной степени ограни​чены сложностью математического описания и точностью априор​ного определения факторов, которые наиболее существенно влияют на динамику работы исследуемой системы. Несмотря на это, анали​тические методы расчета являются одними из основных при изуче​нии процессов, происходящих в сложных автоматизированных системах.
     При исследовании сложных управляемых процессов наиболее часто применяют алгоритмические методы и метод статистических испытаний.
   Универсальность метода статистических испытаний и хорошая реализуемость его на ЭВМ позволили эффективно использовать этот метод вероятностного исследования при изучении процессов в сложных автоматизированных комплексах.
     Из вышесказанного следует, что практические возможности опытно-теоретического метода оценки, основанного на том или ином методе расчета выходных характеристик системы, полностью опре​деляются точностью расчета выходных характеристик с помощью созданных моделей. В связи с этим чрезвычайно важное значение приобретают вопросы отработки математических моделей по результатам моделирования и натурных экспериментов. Без реше​ния этого комплекса вопросов невозможно представить пути полу​чения объективных характеристик качества сложных автоматизи​рованных систем.
   При конкретном анализе систем приходится сталки​ваться с проблемами, возникающими на этапах планирования, организации и выбора условий проведения натурных испытаний систем с учетом экономических факторов и требующих развития новых методов решения. Практика показывает, что только комплексный подход к исследованию этих проблем может привести к практически приемлемым решениям.                                                    
   Данная работа предназначена для магистров, аспирантов и докторантов, а также для состоявшихся ученых, сталкивающихся в своей деятельности с применением мате​матики. 
Введение
        Моделирование -
метод исследования /познания/ окружающего мира,  в  котором  некоторому  изучаемому  явлению   поставлено   в соответствие  модель  в  виде  также  объекта,  явления,  процесса, которое может  заменить  натуру  в  процессе  исследований. 

        Модель отражает
некоторые   свойства   натуры,   но   всегда отличается от нее.


Фокус информативности  есть  модель.


В зависимости от целей моделирования могут быть выбраны разные модели для одного и того же объекта.


Моделирование используется  для  двух   основных   целей:


1. Расширение наших знаний об окружающем мире;


2. Разработка
эффективных производственных     процессов

/проектирование механизмов,  приборов,  технологий,  процессов/.


В моделировании очень важна роль модельного эксперимента.  Для определения  достоверности  и  выявления лучших экспериментов нужно много времени, причем очевидным является планируемость экспериментов /сокращается  время  исследования/.  
     Существует два общих подхода к моделированию:


1. Классический /теоретико-аналитический/. Предполагается, что исследуемый объект, явление или процесс имеет строгое математическое описание,  например  оператор  F0.  В  процессе  проектирования  мы конструируем  оператор  Fм,  он  должен  приближаться   к   реально существующему    F0.

     Теоретико-аналитический   подход   позволяет сконструировать несколько операторов  F(м,  F((м,...,  F(n)м,  каждый  из которых может  быть использован на том или ином этапе исследования. Степень приближения  Fм  к  F0  определяется  некоторым   критериям соответствия, которые  в  целом  называются  функциями  потерь /Q/. Одним из них  является  сумма  среднеквадратичных  отклонений.  Для оценки этого показателя используются результаты многих экспериментов. Лучшей будет   модель,   где   меньше   потеря   критериальных отклонений.


2. Современный
/экспериментально-статистический/. Выделяет эксперимент как ведущее средство моделирования.  Может применяться к особо сложным  системам,  которые  могут  и   не   иметь   строгого математического описания F0.


Основным методом подхода является имитационное  моделирование. В нем  предполагается,  что  любой  исследуемый  объект  может быть разделен на некоторое число компонент,  некоторые  из  них  могут иметь математическое описание,    а    функционирование   других компонент может быть неизвестно.  Т.о.  осуществляется переход от общего к  системе,  а  сама  система  неразрывно  связана с внешней средой.


В экспериментально-статистическом подходе весь процесс исследования подразделяется на 2 этапа:


1/ Сбор статистики по воздействию на систему из внешней среды и реакции системы на  эти  воздействия,  характеризующиеся  значимыми отношениями: R1(...R5(.  Определяется  также  значимые  свойства этих отношений Р1(...Р5(.


Практически при имитационном   моделировании  взаимодействие системы со    средой характеризуется    конкретными моделями информационных потоков.  Эти  модели  составляются  в конце первого этапа в результате обработки статистической информации.

    При исследовании и проектировании техниче​ских объектов можно выделить две основные группы процедур: анализ и синтез. Для синтеза характерно использование структурных моделей, для анализа — использование функциональных моделей. Анализ, как правило, выполняется математическим моделированием. Математическое моделирование — процесс создания мо​дели и оперирование ею с целью получения сведе​ний о реальном объекте. Альтернативой математиче​ского моделирования является физическое макетирова​ние, но у математического моделирования есть ряд преимуществ: меньшие сроки на подготовку анализа; значительно меньшая материалоемкость, особенно при проектировании крупногабаритных объектов; возмож​ность выполнения экспериментов на критических режи​мах, которые привели бы к разрушению физического макета, и др.
    Как мы уже говорили, математическая модель (ММ) — совокупность мате​матических объектов (чисел, символов, множеств и т. д.) и связей между ними, отражающих важнейшие для проектировщика свойства проектируемого технического объекта.
    Моделирование большинства объектов можно выполнять на микро-, макро- и метауровнях, различающихся степенью детализации рассмотрения процессов в объекте.
     Математической моделью объекта на микроуровне является система дифференциальных урав​нений в частных производных, описывающая процессы в сплошной среде с заданными краевыми условиями. Система уравнений, как правило, известна (уравнения Ламе для механики упругих сред; уравнения Навье—Стокса для гидравлики; уравнения теплопроводности для термодинамики и т. д.), но точное решение ее уда​ется получить лишь для частных случаев, поэтому пер​вая задача, возникающая при моделировании, состоит в   построении   приближенной  дискретной   модели.  Для этого используются методы конечных разностей и ин​тегральных граничных уравнений, одним из вариантов которого является метод граничных элементов. Так как получаемая при дискретизации пространства аппрокси​мирующая система алгебраических уравнений имеет высокий порядок, то при моделировании достаточно сложных объектов приходится принимать ряд допущений и упрощений и переходить к модели​рованию на макроуровне.
     Математической моделью объекта на макроуровне является система ОДУ с заданными на​чальными условиями. В основе ММ лежат компонент​ные уравнения отдельных элементов и топологические уравнения, вид которых определяется связями между элементами. Предпосылкой создания единого матема​тического и программного обеспечения анализа на мак​роуровне являются аналогии компонентных и топологи​ческих уравнений физически однородных подсистем, из которых состоит объект. Для получения топологических уравнений используются формальные методы. Основными методами получения ММ объектов на макроуровне являются следующие методы: обобщен​ный, табличный, узловой и переменных состояния. Ме​тоды отличаются друг от друга видом и размерностью получаемой системы уравнений, способом дискретиза​ции компонентных уравнений реактивных ветвей, до​пустимыми типами зависимых ветвей. Для сложных  объектов размерность ММ становится чрез​мерно высокой и для моделирования приходится пере​ходить на метауровень.
    На метауровне моделируют в основном две катего​рии объектов: объекты, являющиеся пред​метом исследований теории автоматического управле​ния, и объекты, являющиеся предметом теории массо​вого обслуживания. Для первой категории объектов возможно использование математического аппарата мак​роуровня, для второй категории объектов используют методы событийного моделирования.

  Выбор математического аппарата для построения модели зависит как от природы и свойств моделируемого объекта, так и от характера рещаемой задачи.
1. Введение в моделирование
1.1 . Понятие модели и моделирования

Термин модель широко распространен как в научном, так и в общеупотребительном языке, причем в разных ситуациях в него вкладывается разный смысл. Слово модель ведет свое происхождение от латинского ‘modulus’, что означает мера, мерило, норма, образец.. Мы ограничимся пониманием  слова модель, которое используется в широко распространенном методе исследования, называемом моделированием, т.е. рассмотрим такие модели, которые являются инструментом получения знания 

Под “моделью” понимается такая мысленно представляемая или материально реализованная система, которая в процессе познания, анализа замещает реальный объект (систему), сохраняя некоторые наиболее важные для исследования его черты, причем ее изучение дает нам новую  информацию об объекте. Таким образом,  модель можно определить как условный образ (упрощенное изображение) реального объекта (процесса), который создается для более глубокого изучения действительности.

Метод исследования, базирующийся на разработке и использовании моделей, называется моделированием. Моделирование как способ научного познания появилось в античную эпоху одновременно с возникновением научного познания. Сейчас трудно назвать ту область, где бы оно ни использовалось 

Каковы основополагающие положения метода моделирования, и какие его достоинства заставляют постоянно прибегать к этому методу в научных исследованиях?

В общефилософском плане, очевидно, что анализ процесса моделирования должен начинаться с признания реальности существования моделируемых объектов, т.е. признания объективной реальности. Этот анализ основывается  на следующих основных положениях теории отражения:

1. Модель является отражением реально существующего объекта, причем гносеологическим отражением.

2. Модель является гомоморфным отражением объекта, следствием чего является сокращение и упрощение структуры оригинала. Модель воспроизводит лишь основные, наиболее существенные для исследования стороны изучаемого объекта. (Гомоморфизм - когда несколько свойств объекта отображаются в одно. Изоморфизм - взаимно однозначное соответствие(одно в одно )).

3. Модель всегда предполагает участие в ее создании, конструировании, выборе познающего субъекта.

Развитие методов моделирования определяет развитие любой науки и имеет огромное практическое значение. Необходимость моделирования обусловлена сложностью, а порой и невозможностью прямого изучения реального объекта (процесса). Значительно доступнее создавать и изучать прообразы реальных объектов (процессов), т.е. модели. Можно сказать, что теоретическое знание о чем-либо, как правило, представляет собой совокупность различных моделей. Эти модели отражают существенные свойства реального объекта (процесса), хотя на самом деле действительность значительно содержательнее и богаче. 

Таким образом, практическое значение моделирования заключается в том, что:

1. Модели более удобны для исследования, чем исходные объекты. Кроме того, некоторые объекты можно изучить только на моделях.

2. Моделирование позволяет выявить наиболее существенные факторы изучаемого объекта или явления, поэтому является инструментом для более глубокого изучения реальности.

   Рассмотрим ряд определений понятия «модель» в изложении некоторых авторов – специалистов  в области моделирования.                                                                           Во все времена человек разумный отражал в своем мышлении объекты реальности в виде идеальных мысленных (вербальных) моделей и действовал исходя из ожидаемого поведения их прототипов. Это этап первого отражения, отражения мира в мышлении человека. С появлением компьютера ситуация радикально меняется. Человек может теперь передать компьютеру свои знания, создав компьютерную модель реального объекта или процесса. Происходит второе отражение природы, теперь уже из мышления человека в память компьютера. В этом смысле компьютерный мир является третьей реальностью: 1) материя; 2)сознание; 3) снова неживая материя (компьютер).
Исходя из вышесказанного, можно считать моделирование конечной целью информатики.  Рассмотрим как трактуют этот вопрос некоторые авторы пособий по моделированию.

       А. И. Бочкин приводит следующее определение понятия модели "...Под моделью мы будем понимать систему, неотличимую от моделируемого объекта в отношении некоторых свойств, полагаемых существенными, и отличимую по всем остальным свойствам, которые полагаются несущественными; при этом отсутствие в модели несущественных элементов не менее важно, чем присутствие в ней существенных…."
     Здесь и исходный объект, и его модель понимаются как системы. В свою очередь понятие системы предполагает: наличие элементов, ее составляющих; наличие связей между ними; целостность системы (удаление элемента невозможно без ущерба для целого); наличие свойств и у модели, и у объекта, которые проявляются как через отношения между элементами модели, так и через отношения с внешними объектами.
     Простой пример системы - нарисованный или реальный дом из элементов: стены, крыша, дверь, окно. Элементы взаимосвязаны расположением в пространстве, а в реальности еще и механически скреплены.
    Практика должна опережать теорию: сначала исследователь работает с моделями, затем обдумывает и осознает суть своей деятельности как моделирования или использования моделей, и лишь потом как итог обсуждается содержание понятий.
Сами слова-термины "модель", "элемент", "система", "свойство" вводятся в обиход постепенно и по мере их пояления наполняются содержанием в разном контексте. Точно так же как человек постепенно, на практике усваивает, что такое знак или символ.                                                                                                                                    В отличии от концепции обучения моделированию предлагаемой А.И.Бочкиным, Н.В.Макарова вынесла понятия модели и моделирования в самое начало раздела своей работы "Компьютерное моделирование".
     Все многообразие моделей отличает нечто общее, а именно моделью может стать искусственно созданный человеком абстрактный или материальный объект. Анализ модели и наблюдение за ней позволяют познать суть реально существующего объекта, процесса или явления, называемого прототипом или оригиналом. Значит можно дать более простое определение и модели и процесса моделирования.
Модель - упрощенное представление о реальном объекте, процессе или явлении.
Моделирование - построение моделей для исследования и изучения объектов, процессов, явлений.
Может возникнуть вопрос, почему бы ни исследовать сам оригинал, зачем создавать его модель?
Во-первых, в реальном времени оригинал может уже не существовать или его нет в действительности. Для моделирования время не помеха. На основании известных фактов методом гипотез и аналогий можно построить модель событий или природных катаклизмов далекого прошлого (гибель Атлантиды, вымирание динозавров). С помощью такого же метода можно заглянуть в будущее (модель "ядерной зимы", мальтусовская модель перенаселения Земли, модель глобального потепления планеты и пр.)
Во-вторых, оригинал может иметь много свойств и взаимосвязей. Чтобы изучить какое - либо конкретное, интересующее нас свойство, иногда полезно отказаться от менее существенных, не рассматривая их.
Что же поддается моделированию? Это может быть объект, явление или процесс.
   Моделями объектов могут быть уменьшенные копии архитектурных сооружений, наглядные пособия и пр. Модель может отражать нечто реально существующее, скажем атом водорода или Солнечную систему, структуру парламентской власти, грозовой разряд и пр.
Для изучения явлений живой природы, для предотвращения катастрофы, для применения природных сил на благо человечества создаются модели явлений. Академик Георг Рихман, сподвижник и друг Ломоносова, еще в начале 18 века моделировал магнитные и электрические силы, чтобы изучить их и найти им дальнейшее применение. Когда речь идет о природных явлениях (землетрясения, цунами и пр.), мы имеем в виду не какой-то конкретный случай, а его обобщение.
    В моделях объектов или явлений отражаются свойства оригинала - его характеристики, параметры.
Можно также создавать модели процессов, т.е. моделировать действия над материальными объектами: ход, последовательную смену состояний, стадий развития одного объекта или их системы. Примеры тому общеизвестны: это модели экологических или процессов, развития Вселенной или общества и т.п..
И, наконец, любым действиям человека, будь то разрешение конкретной житейской проблемы или выполнение какой-либо работы, предшествует возникновение модели будущего поведения. Это главное отличие человека мыслящего от всех других существ на земле." Понятие модели по  А.Г. Гейне. В пособии "Земля Информатика" как и А.Г. Гейн не вводит однозначного понятия моделей. Подход к этому вопросу во всех работах этого автора и его коллектива одинаков: рассматриваются многочисленные жизненные задачи и в ходе их рассмотрения у читателя должно складываться интуитивное (с помощью Гейна) понятие модели.
"...Вот пример жизненной задачи и ее решения. В районе имеется несколько населенных пунктов. По территории района проходит железная дорога. Планируется построить железнодорожную станцию и связать ее с населенными пунктами грунтовыми дорогами. Требуется определить место наилучшего расположения железнодорожной станции.
    Решить эту задачу невозможно, если не уточнить, какое расположение считать наилучшим. С точки зрения экономии средств на прокладку дорог наилучшим будет то расположение станции, при которой суммарная длина дорог будет наименьшей. С точки зрения экономной организации, скажем, автобусного сообщения между населенными пунктами и будущей станцией наилучшим будет то расположение, при котором потребуется наименьшее количество автобусов для суммарной перевозки пассажиров. Это значит, что дорога от населенного пункта с большим количеством жителей должна быть короче, чем дорога до пункта с меньшим количеством жителей.
Наконец социальные службы могут потребовать могут настаивать на том, чтобы дорога от самого удаленного пункта до станции должна быть самой короткой.
Разумеется, что решение такой задачи требует еще и предположений о рельефе местности. Давайте предположим что местность - плоская равнина, а дороги - прямолинейные отрезки.
Итак - первый структурный элемент модели - упрощающие предположения, которые позволяют из всего многообразия информации об изучаемом явлении или объекте выделить исходные данные, определить, что будет служить результатом и какова связь между исходными данными и результатом. Все это - предположения, исходные данные, результаты и связи между ними - и называют моделью задачи. Разумеется, словосочетание " модель задачи" мы применяем к жизненным, а точнее к плохо поставленным задачам, т.е. таким задачам, из условия которых нельзя однозначно извлечь, что является исходными данными , результатами и какова связь между ними. К примеру задание " Решить уравнение 2х+3=7", конечно является задачей (и, может быть, для кого-то весьма трудной), но не является плохо поставленной задачей, и никакой модели тут строить не нужно.
    Такое многообразие моделей отличает общий элемент - это искусственно созданный человеком абстрактный или материальный объект. Анализ модели и наблюдение за ней позволяют познать суть реально существующего более сложного объекта - прототипа или оригинала.

    Модель - формализованное представление реального объекта, процесса или явления, выраженное различными средствами: математическим соотношением, числами, текстами, графиками, рисунками, словесным описанием, материальным объектом.
   Никакая модель не может учесть все свойства и поведение прототипа, поэтому полученный на основе модели результат соответствует реальности приближённо. Степень приближения зависит от степени адекватности модели. Создавая модель, человек прежде всего стремится отобрать наиболее существенные признаки объекта, пренебрегая теми, которые не оказывают заметного влияния на результат. 

1.2. Требования к моделям
    Моделирование всегда предполагает принятие допущений той или иной степени важности. При этом должны удовлетворяться следующие требования к моделям:

· адекватность, то есть соответствие модели исходной реальной системе и учет, прежде всего, наиболее важных качеств, связей и характеристик. Оценить адекватность выбранной модели, особенно, например, на начальной стадии проектирования, когда вид создаваемой системы ещё неизвестен, очень сложно. В такой ситуации часто полагаются на опыт предшествующих разработок или применяют определенные методы, например, метод последовательных приближений;

· точность, то есть степень совпадения полученных в процессе моделирования результатов с заранее установленными, желаемыми. Здесь важной задачей является оценка потребной точности результатов и имеющейся точности исходных данных, согласование их как между собой, так и с точностью используемой модели;

· универсальность, то есть применимость модели к анализу ряда однотипных систем в одном или нескольких режимах функционирования. Это позволяет расширить область применимости модели для решения бо́льшего круга задач;

· целесообразная экономичность, то есть точность получаемых результатов и общность решения задачи должны увязываться с затратами на моделирование. И удачный выбор модели, как показывает практика, — результат компромисса между отпущенными ресурсами и особенностями используемой модели;

· и др.

Выбор модели и обеспечение точности моделирования считается одной из самых важных задач моделирования.

 Точность моделей
Погрешности моделирования вызываются как объективными причинами, связанными с упрощением реальных систем, так и субъективными, обусловленными недостатком знаний и навыков, особенностями характера того или иного человека. Погрешности можно предотвратить, компенсировать или учесть. И всегда обязательна оценка правильности получаемых результатов. В технике быструю оценку точности модели часто проводят следующими способами:

· проверяют соответствие результатов физическому (здравому) смыслу. Удобно это делать для частного случая модели, когда решение очевидно. Иногда даже говорят, что ещё перед решением задачи инженер уже должен представлять характер и порядок ожидаемого результата. Но точность такого представления зависит от развитости физического воображения и опыта работы с подобными системами;

· проверяют выполнение частных очевидных условий задачи, что также позволяет отсечь неприемлемые решения;

· проверяют соблюдение тенденции изменения величин и знаков результатов (монотонность, цикличность, плавность и т. п.);

· проверяют правильность размерности полученного результата (если работа ведется с аналитическими зависимостями).

    Известно, что посредством грубых измерений, использования контрольно-измерительных приборов с низкой точностью или приближенных исходных данных невозможно получить точные результаты. С другой стороны, бессмысленно вести, например, расчет с точностью до грамма, если результат потом нужно округлять (скажем, указывать в формуляре) с точностью до ста грамм, или же определять среднюю величину точнее составляющих её значений, и т. д. Поэтому важно помнить о следующем:

· точность результатов расчетов и экспериментальных исследований модели не может превысить точности исходных данных, используемых приборов, измерительных инструментов и т. п.;

· вид выбираемой модели должен согласовываться с точностью исходных данных и потребной точностью результатов;

· желаемая точность результатов должна соответствовать нуждам и реалиям практики.

 Основные виды моделей
По способу отображения действительности различают три основных вида моделей — эвристические, натурные и математические.

Эвристические модели
Эвристические модели, как правило, представляют собой образы, рисуемые в воображении человека. Их описание ведется словами естественного языка (например, вербальная информационная модель) и, обычно, неоднозначно и субъективно. Эти модели неформализуемы, то есть не описываются формально-логическими и математическими выражениями, хотя и рождаются на основе представления реальных процессов и явлений.
Эвристическое моделирование — основное средство вырваться за рамки обыденного и устоявшегося. Но способность к такому моделированию зависит, прежде всего, от богатства фантазии человека, его опыта и эрудиции. Эвристические модели используют на начальных этапах проектирования или других видов деятельности, когда сведения о разрабатываемой системе ещё скудны. На последующих этапах проектирования эти модели заменяют на более конкретные и точные.

Натурные модели
Отличительной чертой этих моделей является их подобие реальным системам (они материальны), а отличие состоит в размерах, числе и материале элементов и т. п. По принадлежности к предметной области модели подразделяют на следующие:

· Физические модели. Это — реальные изделия, образцы, экспериментальные и натурные модели, когда между параметрами системы и модели одинаковой физической природы существует однозначное соответствие. Выбор размеров таких моделей ведется с соблюдением теории подобия. Физические модели подразделяются на объемные (модели и макеты) и плоские (тремплеты): 

· в данном случае под (физической) моделью понимают изделие или устройство, являющееся упрощенным подобием исследуемого объекта или позволяющее воссоздать исследуемый процесс или явление. Например, предметные модели, как уменьшенная копия оригинала (глобус как модель Земли, игрушечный самолёт с учётом его аэродинамики);

· под тремплетом понимают изделие, являющееся плоским масштабным отображением объекта в виде упрощенной ортогональной проекции или его контурным очертанием. Тремплетеотанарные вырезают из пленки, картона и т. п. и применяют при исследовании и проектировании зданий, установок, сооружений;

· под макетом понимают изделие, собранное из моделей и/или тремплетов.

Физическое моделирование — основа наших знаний и средство проверки наших гипотез и результатов расчетов. Физическая модель позволяет охватить явление или процесс во всём их многообразии, наиболее адекватна и точна, но достаточно дорога, трудоемка и менее универсальна. В том или ином виде с физическими моделями работают на всех этапах проектирования;

· Технические модели;

· Социальные модели;

· Экономические модели, например, Бизнес-модель;

· и т. д.
Математические модели
Математические модели — формализуемые, то есть представляют собой совокупность взаимосвязанных математических и формально-логических выражений, как правило, отображающих реальные процессы и явления (физические, психические, социальные и т. д.). По форме представления бывают:

· аналитические модели. Их решения ищутся в замкнутом виде, в виде функциональных зависимостей. Удобны при анализе сущности описываемого явления или процесса и использовании в других математических моделях, но отыскание их решений бывает весьма затруднено;

· численные модели. Их решения — дискретный ряд чисел (таблицы). Модели универсальны, удобны для решения сложных задач, но не наглядны и трудоемки при анализе и установлении взаимосвязей между параметрами. В настоящее время такие модели реализуют в виде программных комплексов — пакетов программ для расчета на компьютере. Программные комплексы бывают прикладные, привязанные к предметной области и конкретному объекту, явлению, процессу, и общие, реализующие универсальные математические соотношения (например, расчет системы алгебраических уравнений);

· формально-логические информационные модели — это модели, созданные на формальном языке.

Например:

· модель формальной системы в математике и логике как любая совокупность объектов, свойства которых и отношения между которыми удовлетворяют аксиомам и правилам вывода формальной системы, служащей тем самым совместным (неявным) определением такой совокупности;

· модель в теории алгебраических систем как совокупность некоторого множества и заданных на его элементах свойств и отношений;

· эталонная модель.

Построение математических моделей возможно следующими способами (более подробно — см. Математическая модель):

· аналитическим путем, то есть выводом из физических законов, математических аксиом или теорем;

· экспериментальным путем, то есть посредством обработки результатов эксперимента и подбора аппроксимирующих (приближенно совпадающих) зависимостей.

Математические модели более универсальны и дешевы, позволяют поставить «чистый» эксперимент (то есть в пределах точности модели исследовать влияние какого-то отдельного параметра при постоянстве других), прогнозировать развитие явления или процесса, отыскать способы управления ими. Математические модели — основа построения компьютерных моделей и применения вычислительной техники.
Результаты математического моделирования нуждаются в обязательном сопоставлении с данными физического моделирования — с целью проверки получаемых данных и для уточнения самой модели. С другой стороны, любая формула — это разновидность модели и, следовательно, не является абсолютной истиной, а всего лишь этап на пути её познания.

Промежуточные виды моделей
К промежуточным видам моделей можно отнести:

· графические модели. Занимают промежуточное место между эвристическими и математическими моделями. Представляют собой различные изображения: 

· графы;

· схемы;

· эскизы. Этому упрощенному изображению некоторого устройства в значительной степени присущи эвристические черты;

· чертежи. Здесь уже конкретизированы внутренние и внешние связи моделируемого (проектируемого) устройства, его размеры;

· графики;

· полигональная модель в компьютерной графике как образ объекта, «сшитый» из множества многоугольников.

· аналоговые модели. Позволяют исследовать одни физические явления или математические выражения посредством изучения других физических явлений, имеющих аналогичные математические модели;

· и др.

Существует и другие виды «пограничных» моделей, например, экономико-математическая и т. д.

Выбор типа модели зависит от объема и характера исходной информации о рассматриваемом устройстве и возможностей инженера, исследователя. По возрастанию степени соответствия реальности модели можно расположить в следующий ряд: эвристические (образные) — математические — натурные (экспериментальные).

Уровни моделей
Количество параметров, характеризующих поведение не только реальной системы, но и её модели, очень велико. Для упрощения процесса изучения реальных систем выделяют четыре уровня их моделей, различающиеся количеством и степенью важности учитываемых свойств и параметров. Это — функциональная, принципиальная, структурная и параметрическая модели.

Функциональная модель
Функциональная модель предназначена для изучения особенностей работы (функционирования) системы и её назначения во взаимосвязи с внутренними и внешними элементами.

Функция — самая существенная характеристика любой системы, отражает её предназначение, то, ради чего она была создана. Подобные модели оперируют, прежде всего, с функциональными параметрами. Графическим представлением этих моделей служат блок-схемы. Они отображают порядок действий, направленных на достижение заданных целей (т. н. функциональная схема). Функциональной моделью является абстрактная модель.

Модель принципа действия
Модель принципа действия (принципиальная модель, концептуальная модель) характеризует самые существенные (принципиальные) связи и свойства реальной системы. Это — основополагающие физические, биологические, химические, социальные и т. п. явления, обеспечивающие функционирование системы, или любые другие принципиальные положения, на которых базируется планируемая деятельность или исследуемый процесс. Стремятся к тому, чтобы количество учитываемых свойств и характеризующих их параметров было небольшим (оставляют наиболее важные), а обозримость модели — максимальной, так чтобы трудоемкость работы с моделью не отвлекала внимание от сущности исследуемых явлений. Как правило, описывающие подобные модели параметры — функциональные, а также физические характеристики процессов и явлений. Принципиальные исходные положения (методы, способы, направления и т. д.) лежат в основе любой деятельности или работы.

Так, принцип действия технической системы — это последовательность выполнения определенных действий, базирующихся на определенных физических явлениях (эффектах), которые обеспечивают требуемое функционирование этой системы.

Примеры моделей принципа действия: фундаментальные и прикладные науки (например, принцип построения модели, исходные принципы решения задачи), общественная жизнь (например, принципы отбора кандидатов, оказания помощи), экономика (например, принципы налогообложения, исчисления прибыли), культура (например, художественные принципы).

Работа с моделями принципа действия позволяет определить перспективные направления разработки (например, механика или электротехника) и требования к возможным материалам (твердые или жидкие, металлические или неметаллические, магнитные или немагнитные и т. д.).

Правильный выбор принципиальных основ функционирования предопределяет жизнеспособность и эффективность разрабатываемого решения. Так, сколько бы ни совершенствовали конструкцию самолета с винтомоторным двигателем, он никогда не разовьет сверхзвуковую скорость, не говоря уже о полетах на больших высотах. Только использование другого физического принципа, например, реактивного движения и созданного на его основе реактивного двигателя, позволит преодолеть звуковой барьер.

Графическим представлением моделей принципа действия служат блок-схема, функциональная схема, принципиальная схема.

Например, для технических моделей эти схемы отражают процесс преобразования вещества, как материальной основы устройства, посредством определенных энергетических воздействий с целью реализации потребных функций (функционально-физическая схема). На схеме виды и направления воздействия, например, изображаются стрелками, а объекты воздействия — прямоугольниками.

Структурная модель
Четкого определения структурной модели не существует. Так, под структурной моделью устройства могут подразумевать:

· структурную схему, которая представляет собой упрощенное графическое изображение устройства, дающее общее представление о форме, расположении и числе наиболее важных его частей и их взаимных связях;

· топологическую модель, которая отражает взаимные связи между объектами, не зависящие от их геометрических свойств.

Под структурной моделью процесса обычно подразумевают характеризующую его последовательность и состав стадий и этапов работы, совокупность процедур и привлекаемых технических средств, взаимодействие участников процесса.

Например, — это могут быть упрощенное изображение звеньев механизма в виде стержней, плоских фигур (механика), прямоугольники с линиями со стрелками ( теория автоматического управления, блок-схемы алгоритмов), план литературного произведения или законопроекта и т. д. Степень упрощения зависит от полноты исходных данных об исследуемом устройстве и потребной точности результатов. На практике виды структурных схем могут варьироваться от несложных небольших схем (минимальное число частей, простота форм их поверхностей) до близких к чертежу изображений (высокая степень подробности описания, сложность используемых форм поверхностей).

Возможно изображение структурной схемы в масштабе. Такую модель относят к структурно-параметрической. Её примером служит кинематическая схема механизма, на которой размеры упрощенно изображенных звеньев (длины линий-стержней, радиусы колес-окружностей и т. д.) нанесены в масштабе, что позволяет дать численную оценку некоторым исследуемым характеристикам.

Для повышения полноты восприятия на структурных схемах в символьном (буквенном, условными знаками) виде могут указывать параметры, характеризующие свойства отображаемых систем. Исследование таких схем позволяет установить соотношения (функциональные, геометрические и т. п.) между этими параметрами, то есть представить их взаимосвязь в виде равенств f (x1, х2, …) = 0, неравенств f (x1, х2, …) > 0 и в иных выражениях.

Параметрическая модель
Под параметрической моделью понимается математическая модель, позволяющая установить количественную связь между функциональными и вспомогательными параметрами системы. Графической интерпретацией такой модели в технике служит чертеж устройства или его частей с указанием численных значений параметров.

1.3. Классификация моделей
Признаки классификаций моделей: 
1) по области использования;

2) по фактору времени;

3) по отрасли знаний;

4) по форме представления

 1) Классификация моделей по области использования:

Учебные модели – используются при обучении. Это могут быть наглядные пособия, различные тренажеры, обучающие программы.

Опытные модели – это уменьшенные или увеличенные копии проектируемого объекта. Используют для исследования и прогнозирования его будущих характеристик.

Например, модель корабля исследуется в бассейне для изучения устойчивости судна при качке, модель автомобиля «продувается» в аэродинамической трубе с целью исследования обтекаемости кузова, модель сооружения используется для привязки здания к конкретной местности и т.д.

Научно – технические модели -  создаются для исследования процессов и явлений. К таким моделям можно отнести, например, прибор для получения грозового электрического разряда или стенд для проверки телевизоров.

Игровые модели – это военные, экономические, спортивные, деловые игры. Эти модели как бы репетируют поведение объекта в различных ситуациях, проигрывая их с учетом возможной реакции со стороны конкурента, союзника или противника. С помощью игровых моделей можно оказывать психологическую помощь больным, разрешать конфликтные ситуации.

Имитационные модели непросто отражают реальность с той или иной степенью точности, а имитируют ее. Эксперименты с моделей проводят при разных исходных данных. По результатам исследования делаются выводы. Такой метод подбора правильного решения получил название (метод проб и ошибок). Например, для выявления побочных действий лекарственных препаратов их испытывают в серии опытов над животными.

 2) Классификация моделей по фактору времени:

Статические – модели, описывающие состояние системы в определенный момент времени (единовременный срез информации по данному объекту). Например, обследование учащихся в стоматологической поликлинике дает состояние их зубов в данный момент времени: соотношение молочных и постоянных, наличие  пломб, дефектов и т.п.

Динамические – модели, описывающие процессы изменения и развития системы (изменения объекта во времени). Примеры: описание движения тел, развития организмов, процесс химических реакций.

При строительстве дома рассчитывают прочность его фундамента, стен, балок и устойчивость их к постоянной нагрузке. Это статическая модель здания. Но надо так же обеспечить противодействие ветрам, движению грунтовых вод, сейсмическим колебаниям и другим изменяющимся во времени факторам. Эти вопросы можно решить с помощью динамических моделей.

Таким образом, один и тот же объект можно охарактеризовать и статической и динамической моделью.

 3) Классификация моделей по отрасли знаний

- это классификация по отрасли деятельности человека: математические, биологические, химические, социальные, экономические, исторические и тд

 4) Классификация моделей по форме представления:

Материальные – это предметные (физические) модели. Они всегда имеют реальное воплощение. Отражают внешнее свойство и внутреннее устройство исходных объектов, суть процессов и явлений объекта-оригинала. Это экспериментальный метод познания окружающей среды. Примеры: детские игрушки, скелет человека, чучело, макет солнечной системы, научно-учебные  пособия, физические и химические опыты

Абстрактные (нематериальные) – не имеют реального воплощения. Их основу составляет информация. Это теоретический метод познания окружающей среды. 
По признаку реализации они бывают:  мысленные и вербальные; информационные.
Мысленные модели формируются в воображении человека в результате раздумий, умозаключений, иногда в виде некоторого образа. Это модель способствует сознательной деятельности человека. Примером мысленной модели является модель поведения при переходе через дорогу. Человек анализирует ситуацию на дороге (какой сигнал подает светофор, как далеко находятся машины, с какой скоростью они движутся и т.п.) и вырабатывается модель поведения. Если ситуация смоделирована правильно, то переход будет безопасным, если нет, то может произойти дорожно-транспортное происшествие.

Вербальные (от лат. verbalis – устный) – мысленные модели, выраженные в разговорной форме. Используется для передачи мыслей.

Чтобы информацию можно было использовать для обработки на компьютере, необходимо выразить ее при помощи системы знаков, т.е. формализовать. Правила формализации должны быть известны и понятны тому, кто будет создавать и использовать модель. Поэтому наряду с мысленными и вербальными моделями используют более строгие – информационные модели.

Информационные модели – целенаправленно отобранная информация об объекте, которая отражает наиболее существенные для исследователя свойства этого объекта.

Типы информационных моделей :

Табличные – объекты и их свойства представлены в виде списка, а их значения размещаются в ячейках прямоугольной формы. Перечень однотипных объектов размещен в первом столбце (или строке), а значения их свойств размещаются в следующих столбцах (или строках)

Иерархические – объекты распределены по уровням. Каждый элемент высокого уровня состоит из элементов нижнего уровня, а элемент нижнего уровня может входить в состав только одного элемента более высокого уровня

Сетевые – применяют для отражения систем, в которых связи между элементами имеют сложную структуру

По степени формализации информационные модели бывают образно-знаковые и знаковые.

Ярким примером образно-знаковой модели является географическая карта. Цвет и форма материков, океанов, гор, изображенных на карте, сразу подключает образное мышление. По цвету  на карте сразу можно оценить рельеф. Например, с голубым цветом у человека ассоциируется вода, с зеленым цветущий луг, равнина. Карта изобилует условными обозначениями. Зная этот язык, человек может получить достоверную информацию об интересующем его объекте. Информационная модель в этом случае будет результатом осмысления сведений, полученных при помощи органов чувств и информации, закодированной в виде условных изображений.

То же можно сказать о живописи. Неискушенный зритель воспримет картину душой в виде образной модели. Но существуют некоторые художественные языки, соответствующие различным живописным жанрам и школам: сочетание цветов, характер мазка, способы передачи воздуха, объема и т. д. Человеку, знающему эти условности, легче разобраться в том, что имел в виду художник, особенно если произведение не относится к реализму. При этом общее восприятие картины (информационная модель) станет результатом осмысления информации как в образной, так и в знаковой формах.

Еще один пример такой модели — фотография. Фотоаппарат позволяет получить изображение оригинала. Обычно фотография дает нам довольно точное представление о внешнем облике человека. Существуют некоторые признаки (высота лба, посадка глаз   форма подбородка), по которым специалисты могут определить характер человека, его склонность к тем или иным поступкам.   Этот  специальный  язык формируется из сведений, накопленных в области физиогномики и собственного опыта. Знающие врачи, взглянув на фото незнакомого человека, увидят признаки некоторых заболеваний. Задавшись разными целями, по одной и той же фотографии можно получить различные информационные модели. Они будут результатом обработки образ¬ной информации, полученной при разглядывании фотографии, и информации,  сложившейся на основе знания специального профессионального языка.

 По форме представления образно-знаковых моделей среди них можно выделить следующие группы: 
• геометрические модели, отображающие внешний вид оригинала (рисунок, пиктограмма, чертеж, план, карта, объемное изображение);

• структурные модели, отражающие строение объектов и связи их параметров (таблица, граф, схема, диаграмма);

• словесные модели, зафиксированные (описанные) средствами естественного языка;

• алгоритмические модели, описывающие последовательность действий.

Знаковые модели можно разделить на следующие группы:

• математические модели, представленные математическими формулами, отображающими связь различных параметров объекта, системы или процесса;

• специальные модели, представленные на специальных языках (ноты, химические формулы и т. п.);

• алгоритмические модели, представляющие процесс в виде программы, записанной на специальном языке.

 Приведем наиболее важные типы моделей (моделирования) с краткими определениями. 

Модель называется статической, если среди параметров, участвующих в описании модели, нет временного параметра. Статическая модель в каждый момент времени дает лишь «фотографию» системы, ее срез. 

Модель динамическая, если среди параметров модели есть временной параметр, т. е. она отображает систему (процессы в системе) во времени. 

Модель дискретная, если она описывает поведение системы только в дискретные моменты времени. 

Модель непрерывная, если она описывает поведение системы для всех моментов времени из некоторого промежутка.

Модель имитационная, если она предназначена для испытания или изучения, проигрывания возможных путей развития и поведения объекта путем варьирования некоторых или всех параметров модели.

Модель детерминированная, если каждому входному набору параметров соответствует вполне определенный и однозначно определяемый набор выходных параметров; в противном случае модель недетерминированная, стохастическая (вероятностная). 

Модель теоретико-множественная, если представима с помощью некоторых множеств и отношений принадлежности им и между ними. 

Модель логическая, если она представима предикатами, логическими функциями. 

Модель игровая, если она описывает, реализует некоторую игровую ситуацию Между участниками игры (лицами, коалициями). 

Модель алгоритмическая, если она описана некоторым алгоритмом или комплексом алгоритмов, определяющим ее функционирование, развитие. Введение такого на первый взгляд непривычного типа моделей кажется нам вполне обоснованным, так как не все модели могут быть исследованы или реализованы алгоритмически. 

Модель языковая, лингвистическая, если она представлена некоторым лингвистическим объектом, формализованной языковой системой или структурой. Иногда такие модели называют вербальными, синтаксическими и т. п. 

Модель визуальная, если она позволяет визуализировать отношения и связи моделируемой системы, особенно в динамике. 

Модель натурная, если она есть материальная копия объекта моделирования. 

Модель геометрическая, графическая, если она представима геометрическими образами и объектами. 

Тип модели зависит от информационной сущности моделируемой системы, от связей и отношений ее подсистем и элементов, а не от ее физической природы. 
Границы между моделями различных типов или же отнесение модели к тому или иному типу часто весьма условны. Можно говорить о различных режимах использования моделей — имитационном, стохастическом и т. д. 
Все основные типы моделей, возможно, за исключением некоторых натурных — системно-информационные (инфосистемные) и информационно-логические (инфологические). В узком понимании информационная модель — это модель, описывающая, изучающая, актуализирующая информационные связи и отношения в исследуемой системе. В еще более узком понимании информационная модель — это модель, основанная на данных, структурах данных, их информационно-логическом представлении и обработке. Как широкое, так и узкое понимание информационной модели необходимы, определяются решаемой проблемой и доступными для ее решения ресурсами, в первую очередь информационно-логическими.

Основные свойства любой модели: 
· конечность — модель отображает оригинал лишь в конечном числе его отношений и, кроме того, ресурсы моделирования конечны; 

· упрощенность — модель отображает только существенные стороны объекта и, кроме того, должна быть проста для исследования или воспроизведения; 

· приблизительность — действительность отображается моделью грубо, или приблизительно; 

· адекватность моделируемой системе — модель должна успешно описывать моделируемую систему; 

· наглядность, обозримость основных свойств и отношений;

· доступность и технологичность для исследования или воспроизведения;

· информативность — модель должна содержать достаточную информацию о системе (в рамках гипотез, принятых при построении модели) и давать возможность получить новую информацию;

· сохранение информации, содержавшейся в оригинале (с точностью рассматриваемых при построении модели гипотез); 

· полнота — в модели должны быть учтены все основные связи и отношения, необходимые для обеспечения цели моделирования; 

· устойчивость — модель должна описывать и обеспечивать устойчивое поведение системы, если даже та вначале является неустойчивой; 

· замкнутость — модель учитывает и отображает замкнутую систему необходимых основных гипотез, связей и отношений. 

Модели по их назначению бывают познавательными, прагматическими и инструментальными.

· Познавательная модель — форма организации и представления знаний, средство соединения новых и старых знаний. Познавательная модель, как правило, подгоняется под реальность и является теоретической моделью. 

· Прагматическая модель — средство организации практических действий, рабочего представления целей системы для ее управления. Реальность подгоняется под некоторую прагматическую модель. Это, как правило, прикладная модель. 

· Инструментальная модель — средство построения, исследования и/или использования прагматических и/или познавательных моделей. Познавательные модели отражают существующие, а прагматические — хоть и не существующие, но желаемые и, возможно, исполнимые отношения и связи.

По целям исследований
В зависимости от целей исследования выделяют следующие модели:

· функциональные. Предназначены для изучения особенностей работы (функционирования) системы, её назначения во взаимосвязи с внутренними и внешними элементами;

· функционально-физические. Предназначены для изучения физических (реальных) явлений, используемых для реализации заложенных в систему функций;

· модели процессов и явлений, такие как кинематические, прочностные, динамические и другие. Предназначены для исследования тех или иных свойств и характеристик системы, обеспечивающих её эффективное функционирование.

По особенностям представления
С целью подчеркнуть отличительную особенность модели их подразделяют на простые и сложные, однородные и неоднородные, открытые и закрытые, статические и динамические, вероятностные и детерминированные и т. д. Стоит отметить, что когда говорят, например, о техническом устройстве как простом или сложном, закрытом или открытом и т. п., в действительности подразумевают не само устройство, а возможный вид его модели, таким образом подчеркивая особенность состава или условий работы.

· Четкого правила разделения моделей на сложные и простые не существует. Обычно признаком сложных моделей служит многообразие выполняемых функций, большое число составных частей, разветвленный характер связей, тесная взаимосвязь с внешней средой, наличие элементов случайности, изменчивость во времени и другие. Понятие сложности системы — субъективно и определяется необходимыми для его исследования затратами времени и средств, потребным уровнем квалификации, то есть зависит от конкретного случая и конкретного специалиста.

· Разделение систем на однородные и неоднородные проводится в соответствии с заранее выбранным признаком: используемые физические явления, материалы, формы и т. д. При этом одна и та же модель при разных подходах может быть и однородной, и неоднородной. Так, велосипед — однородное механическое устройство, поскольку использует механические способы передачи движения, но неоднородное по типам материалов, из которых изготовлены отдельные части (резиновая шина, стальная рама, пластиковое седло).

· Все устройства взаимодействуют с внешней средой, обмениваются с нею сигналами, энергией, веществом. Модели относят к открытым, если их влиянием на окружающую среду или воздействием внешних условий на их состояние и качество функционирования пренебречь нельзя. В противном случае системы рассматривают как закрытые, изолированные.

· Динамические модели, в отличие от статических, находятся в постоянном развитии, их состояние и характеристики изменяются в процессе работы и с течением времени.

· Характеристики вероятностных (иными словами, стохастических) моделей случайным образом распределяются в пространстве или меняются во времени. Это является следствием как случайного распределения свойств материалов, геометрических размеров и форм объекта, так и случайного характера воздействия внешних нагрузок и условий. Характеристики детерминированных моделей заранее известны и точно предсказуемы.

Знание этих особенностей облегчает процесс моделирования, так как позволяет выбрать вид модели, наилучшим образом соответствующей заданным условиям. Этот выбор основывается на выделении в системе существенных и отбрасывании второстепенных факторов и должен подтверждаться исследованиями или предшествующим опытом. Наиболее часто в процессе моделирования ориентируются на создание простой модели, что позволяет сэкономить время и средства на её разработку. Однако повышение точности модели, как правило, связано с ростом её сложности, так как необходимо учитывать большое число факторов и связей. Разумное сочетание простоты и потребной точности и указывает на предпочтительный вид модели.

1.4. Основные понятия и принципы моделирования.

Проблема моделирования состоит из трех задач:
1. построения модели (эта задача менее формализуема и конструктивна, в том смысле, что нет алгоритма для построения моделей);

2. исследования модели (эта задача более формализуема, имеются методы исследования различных классов моделей);

3. использования модели (конструктивная и конкретизируемая задача).

Моделирование
— это универсальный метод получения, описания и использования знаний. Оно используется в любой профессиональной деятельности. 
В современной науке и технологии математическое моделирование усиливается, актуализируется проблемами, успехами других наук. Математическое моделирование реальных и нелинейных систем живой и неживой природы позволяет перекидывать мостики между нашими знаниями и реальными системами, процессами, в том числе и мыслительными.

Моделирование
- процесс построения, изучения и применения моделей.

Т.е. можно сказать, что моделировaние - это изучение объектa путем построения и исследования его модели, осуществляемое с определенной целью и состоит в зaмене экспериментa с оригинaлом экспериментом нa модели. 

Модель должна строится так, чтобы она наиболее полно воспроизводила те качества объекта, которые необходимо изучить в соответствии с поставленной целью. Во всех отношениях модель должна быть проще объекта и удобнее его для изучения. таким образом, для одного и того же объекта могут существовать различные модели, классы моделей, соответствующие различным целям его изучения. 

Необходимым условием моделирования является подобие объекта и его модели. 

Построенные модели необходимо исследовать и решить. Но прежде введем некоторые понятия. 

Операция 

- всякое мероприятие (система действий), объединенных единым замыслом и направлением к достижению какой-либо цели.

Операция есть всегда управляемое мероприятие, т.е. от нас зависит, каким способом выбрать некоторые параметры, характеризующие ее организацию. 

Всякий определенный набор зависящих от нас параметров называется решением. Решения могут быть удачными и неудачными, разумными и неразумными. 

Оптимальными называются решения, по тем или иным признакам предпочтительные перед другими. Иногда в результате исследования можно указать одно единственное строго оптимальное решение, но гораздо чаще выделить область практически равноценных оптимальных решений, в пределах которой может быть сделан выбор. 

Параметры, совокупность которых образует решение, называется элементами решения. 

В качестве элементов решения могут фигурировать различные числа, векторы, функции, различные признаки и т.д. 

Задача № 1. План снабжения предприятий 

Имеется ряд предприятий, потребляющих известные виды сырья, и есть ряд сырьевых баз, которые могут поставлять это сырье предприятиям. Базы связаны с предприятиями путями сообщения (железнодорожными, водными, автомобильными, воздушными) со своими тарифами. 
Требуется разработать такой план снабжения предприятий сырьем (с какой базы, в каком количестве и какое сырье доставляется), чтобы потребности в сырье были обеспечены при минимальных расходах на перевозки. 

В данной задаче, если составляется план перевозок однородных грузов из пунктов отправления А1, А2 , ..., Аm в пункты назначения B1, B2, ..., Bn, то элементами решения будут числа, показывающие, какое количество груза будет отправлено из i-ого пункта отправления Аi в j-ий пункт назначения Bj. Совокупность чисел x11, x12, ..., x1n, ..., xm1, xm2, ..., xmn образует решение. 

Задача № 2. Строительство зрительного зала 

В здании, имеющем форму полуэллипсоида нужно разместить зал в форме прямоугольного параллепипеда, соответствующие грани которого перпендикулярны осям ээлипсоида. 
Требуются определить размеры зала, чтобы его вместимость (объем) был максимальный. 

В данной задаче элементами решением будет размеры (высота, ширина, длина) зрительного зала. 
Кроме элементов решения, в любой задаче имеются еще и заданные условия, которые фиксированы с самого начала и нарушены быть не могут. В частности к таким условиям относятся средства (материальные, технические, людские), которыми мы вправе распоряжаться, и иные ограничения, налагаемые на решения. В своей совокупности они формируют "множество допустимых решений". 

Речь идет о том, чтобы во множестве допустимых решений выделить те решения, которые с той или другой точки зрения эффективнее (предпочтительнее) других. Чтобы сравнить между собой по эффективности разные решения, нужно иметь количественный критерий, так называемый критерий эффективности (его часто называют целевой функцией). Этот показатель выбирается так, чтобы он отражал целевую направленность операции. Обозначим его F. 

Например, показатель эффективности в задаче № 1 это суммарные расходы на перевозки сырья за единицу времени, например, в месяц и этот критерий эффективности должен быть минимальным. (F ≥ min), а в задаче № 2 критерий эффективности - это объем зрительного зала и он должен быть максимальный. 

Проверьте полученные знания по пройденной теме "Основы математического моделирования" 

1.5. Моделирование как метод познания. Виды моделей и их познавательная роль.
    1.5.1. Моделирование как метод познания
Порою бывает неудобным и невозможным рассмотрение реального объекта, процесса или явления, ведь они бывают иногда многогранны и сложны. Тогда лучшим способом их изучения становится построение модели, отображающей лишь какую-то грань реальности, потому более простой. Многовековой опыт развития науки доказал на практике плодотворность такого подхода.

Так, например, в курсе географии первые представления о планете Земля получают изучая ее модель – глобус; в химии при изучении строения вещества используют модели молекул; в биологии используют муляжи овощей и фруктов, чтобы наглядно продемонстрировать особенности их сортов.

Вообще, какую бы жизненную задачу ни взялся решать человек, первым делом он строит модель – иногда осознанно, а иногда и нет. Часто бывает так – вы напряженно ищете выход из трудной ситуации, пытаясь нащупать, за что можно ухватиться. И вдруг приходит озарение… Что же произошло? Это сработало замечательное свойство нашего разума – умение безотчетно, словно по какому-то волшебству, уловить самое важное, превратить информационный хаос в стройную модель стоящей перед человеком задачи. С моделями мы имеем дело ежечасно и, может быть, ежеминутно. Просто мы редко задумываемся об этом, поскольку построение моделей для человека так же естественно, как ходьба или умение пользоваться ножом и вилкой.

Модели играют чрезвычайно важную роль в проектировании и создании различных технических устройств, машин и механизмов, зданий, электрических цепей и т.д. Без предварительного создания чертежей невозможно изготовить даже простую деталь, не говоря уже о сложном механизме.

Все художественное творчество фактически является процессом создания моделей. Например, такой литературный жанр, как басня, переносит реальные отношения между людьми на отношения между животными и фактически создает модели человеческих отношений.

    Моделирование – это метод познания окружающего мира, состоящий в создании и исследовании моделей.

Разные науки исследуют объекты и процессы под разными углами зрения и строят различные типы моделей. В физике изучаются процессы взаимодействия и изменения объектов, в химии – их химический состав, в биологии – строение и поведение живых организмов и т.д.

   Модель – некий новый объект, который отражает существенные особенности изучаемого объекта, явления или процесса.

   Один и тот же объект может иметь множество моделей, а разные объекты могут описываться одной моделью. 
Наш мир наполнен многообразием различных объектов. По отношению к объектам часто употребляемо понятие «простой объект», «сложный объект» Сложный предмет состоит из множества простых. Кирпич – простой объект, здание – сложный; рама, руль, колеса –простые, велосипед – сложный объект. Таки каждый объект состоит из других объектов, т.е. представляет собой систему.

Система – сложный объект, состоящий из взаимосвязанных частей (элементов). Всякая система имеет определенное назначение (цель).

Кроме того, всякая система определяется не только составом своих частей, но и порядком и способом объединения этих частей в единое целое, т.е. структурой.

Структура – совокупность связей между элементами системы. Структура систем зависит от поставленной цели.

Построение и исследование моделей, то есть моделирование, облегчает изучение имеющихся в реальном устройстве (процессе, …) свойств и закономерностей. Применяют для нужд познания (созерцания, анализа и синтеза).
Моделирование является обязательной частью исследований и разработок, неотъемлемой частью нашей жизни, поскольку сложность любого материального объекта и окружающего его мира бесконечна вследствие неисчерпаемости материи и форм её взаимодействия внутри себя и с внешней средой.

Одни и те же устройства, процессы, явления и т. д. (далее - «системы») могут иметь много разных видов моделей. Как следствие, существует много названий моделей, большинство из которых отражает решение некоторой конкретной задачи. Ниже приведена классификация и дана характеристика наиболее общих видов моделей.

1.5.2. Теория и эксперимент в познании
     Бурное развитие науки при​вело к непомерному росту тех сведений (информации), которые нужно воспринять специалисту при изучении предметов, не только непосредственно относящихся к области его специализации, но и находящихся в смежных областях науки. Огромный рост количе​ства информации был бы катастрофическим для дальнейшего раз​вития человеческого познания, если бы вместе с расширением и углублением наук все яснее и яснее не проявлялись бы тенденции к их синтезу и не создавались бы новые возможности автоматизации хранения и передачи информации. Определились новые пути выполнения вспомогательных операций, автоматизи​рующих многие процессы умственного труда. Таким образом, ока​залось возможным автоматизировать и этот вид человеческой деятельности, сосредоточивая внимание на наиболее творческой и существенной ее части.
    Синтез знаний и автоматизация элементов умственной деятель​ности связаны с быстрым развитием обобщающих наук и появлением новых научных дисциплин: кибернетики, топологии, теории гра​фов   и  др.   В   глубоком   синтезе   наук   большую    роль    играют  математика и примыкающие к ней полностью или частично мате​матизированные науки и   отдельные  дисциплины.   Большая   роль аналитических методов в общей системе научных исследований все более подтверждается теми открытиями, которые, как говорят, де​лаются «на кончике пера», т. е. как будто бы чисто умозрительно. Однако было бы совершенно неправильно забывать то обстоятель​ство, что самая абстрактная теория обобщает практический опыт, что в любой, даже отвлеченной, теории критерием истины является опыт, практика, в том или   ином   виде   специально   поставленный эксперимент. Даже те науки, которые  называют  «отвлеченными», «чистыми», в конечном счете возникли и выросли на базе экспери​мента, обеспечивающего их фактическим материалом — явно  или неявно — на той или иной стадии их формирования. Быстрое, пло​дотворное, действительно целенаправленное развитие новых  наук, новых научных дисциплин или их разделов и   в  дальнейшем  воз​можно только в том случае, если «рука об руку» с анализом будут применяться и совершенствоваться экспериментальные методы.
     Чем быстрее развивается теория и больше накапливается науч​ной информации, тем быстрее должны развиваться эксперименталь​ные методы и тем более тонкими, изящными и обобщающими они должны быть. Как и прежде, эксперимент остается и всегда оста​нется существеннейшим инструментом познания. Вот почему теория мер, теория размерностей, теория интервалоя, теория шкал, теория подобия, теория (и практика) моделирования в их новом, широком, смысле, позволяющие концентрировать информацию и являющиеся обоснованием эксперимента, дающие направления для постановки опытов и указывающие закономерности их обобщения, получили особое значение. Подобие и моделирование облегча​ют единое описание процессов в самых различных, сферах природы. Они приобрели большую роль в теории познания, облегчая пони​мание идеи о совмещении двух принципов диалектики — принципа развития и принципа единства мира.
    Закономерное обобщение результатов единичного явления на широкие группы подобных явлений, которое позволяет сделать те​ория подобия, необходимо в естественных и особенно технических науках. Подобие рассматривается все в более и более широком плане, когда множество объектов объединяются в группы по довольно сложным признакам, а не только по условиям пропорциональности сходных величин, как это постулировалось при про​стейшем подходе. Моделирование в различных его видах (в том числе — аналоговых, кибернетических и др.) стало основой для исследований и самых разнообразных экспериментов, не только физических, но также математических и мысленных. Теория подобия и теория моделирования, таким образом, стали мощным инструментом исследований во всех областях знаний от уровня микромира до космических уровней. Области, которые охватывает теория подобия, меняются. Меняется и само понятие моделирования. Эта «нестационарность» понятия вполне закономерна, ибо действительно жизненными яв​ляются только те отрасли науки, центр интереса которых переме​щается и изменяется с течением времени. Таковы методы подобия моделирования, планирования эксперимен​та. 
     Общая задача теории подобия и теории моделирования — это создание методологии, направленной на упорядочение получения и обработки информации об объектах, существующих вне нашего сознания и взаимодействующих между собой и внешней средой. Развитие всякой науки, тем более физических наук, являющихся основой для так называемых технических дисциплин, всегда начи​нается с того или иного экспериментального исследования. Далее на основе обобщения опытных данных развивается теория. От на​блюдения и эксперимента к теоретическому мышлению, а затем к специально организованным производственным процессам — таков путь научно-технического развития. Как говорил Ф. Энгельс «…от живого созерцания к абстрактному мышлению и от него к практике — таков диалектиче​ский путь познания истины, познания  объективной  реальности…».
    Указанное положение не противоречит тому, что в развитии нау​ки большую роль играли, играют и будут играть научные гипотезы, т. е. определенные предсказания, основывающиеся сначала на очень небольшом количестве опытных данных, некоторых тонких наблю​дениях и догадках. Иногда гипотезы опережают возможности экспе​риментальных исследований, как это было, например, с гипотезой об атомах, которая в древней философии носила скорее поэтический характер и была проверена только спустя много веков после ее за​рождения.
    Быстрая и полная проверка выдвигаемых гипотез, их отсев или утверждение и перевод в теорию могут быть сделаны только после закономерно обобщенного и обычно специально поставленного эксперимента. Характеризуя этот процесс уточнения, «очищения» гипотез, Ф. Энгельс писал: «Формой развития естествознания, по​скольку оно мыслит,   является  гипотеза.   Наблюдение  открывает  какой-нибудь новый факт, делающий невозможным прежний способ объяснения фактов, относящихся к той же самой группе.   С  этого момента возникает потребность в новых способах объяснения, опи​рающаяся сперва только на ограниченное количество фактов и на​блюдений. Дальнейший опытный материал приводит к  очищению этих гипотез, устраняет одни из них, исправляет другие, пока, на​конец, не будет установлен в чистом виде закон. Если бы мы захо​тели ждать, пока материал будет готов в чистом виде для закона, то это значило бы приостановить до тех пор мыслящее исследова​ние, и уже по одному этому мы никогда не получили бы закона». 
      Быстро получить обобщенный опытный материал возможно, если правильно поставить опыты и обработать их результаты, что опять-таки обеспечивается с помощью теории подобия и моделирования. При определении, формулировании и проверке правильности гипо​тез большое значение в качестве метода суждения имеет аналогия. 
      Аналогией вообще в логическом смысле называют суждение   о каком-либо частичном сходстве  двух   объектов,   позволяющее   на основании сходства рассматриваемых объектов в каком-либо отно​шении сделать вывод об их сходстве в других отношениях. В прак​тике научных и тем более научно-технических исследований следу​ет рассматривать аналогию в качестве разновидности  подобия,   а реализацию аналогии — в качестве метода моделирования. В соот​ветствии с этим мы  будем говорить об  аналоговом  по​добии   и   аналоговом   моделировании   и    о    методике применения их в научном и практическом исследованиях. Теорети​ческое научно-познавательное значение аналогии заключается в ее связи с какой-либо гипотезой, выдвигаемой для объяснения изучае​мых явлений. Основой этой связи всегда служит практика, опыт, так как гипотетические   суждения   нельзя   продуктивно   получить только на основе абстрактных философских принципов. Современ​ная научная гипотеза создается, как правило, именно по аналогии с проверенными на практике научными   положениями.   Аналогия, таким образом, связывает гипотезу с экспериментальными данны​ми и фактами, придающими ей жизненность. Физические гипотезы и аналогии, отражающие реальный,    объективно    существующий мир, должны или иметь непосредственную  наглядность,   или  сво​диться к некоторым удобным для исследования структурам и схе​мам. Эти установки, структуры, схемы, облегчающие рассуждения и логические построения или позволяющие проводить эксперимен​ты, которые уточняют природу явлений, называются моделями. Под экспериментом в широком смысле понимается специально  органи​зованная процедура постановки и обработки наблюдений, проводи​мых в лаборатории в условиях натуры или производства. Различа​ют  пассивный  эксперимент, сводящийся только к наблюдению за протеканием явления, и активный,  допускающий  некоторое вмешательство в ход   процессов   и   соответственно  организующий наблюдения.  Разновидностью эксперимента   являются   мысленно
воспроизводимые опыты, называемые мысленным  экспериментом. Под моделью при мысленном  эксперименте  понимают  некоторые логические построения, наборы формул,   алгоритмы для  расчетов на ЭВМ и просто рассуждения,   оперирующие  предполагаемыми, даже и не обязательно осуществимыми зависимостями и соотноше​ниями. Мысленный эксперимент, являющийся технически неосущест​вленной или даже вообще неосуществимой процедурой,   является логической аналогией реального опыта. Примером могут служить мысленные эксперименты В. Гайзенберга, обосновывающие невоз​можность одновременного точного определения координат микро​частицы и т. д.  Такие  эксперименты,   представляя  собой  только логические операции, не могут являться тем «критерием истины», каким является специально поставленный физический эксперимент или обработанные результаты натурных наблюдений. Поэтому раз​витие мысленного эксперимента, связанное с глубоким проникно​вением в физику явлений, в той или иной мере основывается на ра​нее осуществленных физических опытах. Однако научные теории и методы становятся все менее наглядными в непосредственном, чув​ственном понимании наглядности. Мысленный эксперимент и мыс​ленные модели применяют абстрактные понятия математики, такие, как многомерные пространства, построенные по аналогии с мате​риальным трехмерным пространством, и т. д. В этих условиях по​явились соображения о том, что время,   когда   познание   мира   и исследование происходящих в нем явлений нуждались в реальном эксперименте, моделировании, обработке данных на основе теории подобия с учетом математики для описания объективно    сущест​вующей действительности, теперь прошло. Это было якобы время «детского возраста» науки. Физические и даже технические иссле​дования в их принципиальных построениях, по мнению этих теоре​тиков, теперь могут быть сведены только к математическим иссле​дованиям, которые, являясь  свободным   продуктом   человеческого разума, не нуждаются ни в модельных, ни в натурных эксперимен​тах, ни в каких-либо аналогиях.
     Крупнейший английский физик Дирак утверждал, что достоинства той или иной математической теории определяются в первую очередь ее «изяществом» и «красотой». Физика при таком подходе представляется как свод неких отвле​ченных представлений, которые, так же как, например, игра в шахматы, должны удовлетворять определенным правилам. Упрощенно связывая понятия моделей и моделирования только с наглядностью и отмечая ненаглядность современных физических теорий, иногда считают закономерным отказ от моделей, не понимая того, что понятия моделей и наглядности изменяются и развиваются. Так, на​пример, общеизвестно, что если в XIX в. наглядность связывалась только с ме​ханическими представлениями, то теперь часто механические явления объясня​ются через электрические и т. д.
     Немецкий физик Вейцзеккер и некоторые другие неоднократно высказывали мысль, что мир можно познать исключительно аналитически, не прибегая к опы​там, на основе некой системы аксиом. Английский физик А. Эддингтон утверждал, что, хотя выводы физики и астрономии действительно вытекают из обобщения опытно полученных данных, подлинная наука начинается тогда, когда разум предписывает законы природе, а не заимствует их у нее. Он считал, что фунда​ментальные законы и константы физики могут быть установлены из чисто тео​ретико-познавательных  соображений,  совершенно  независимо   от  опыта,   и  что человек только «отвоевал у природы то, что он в нее вложил». Весьма похожие соображения высказывались астрономом Э. Милном, также считавшим законы природы субъективными построениями. Известный ученый Карнап утверждал что в логическом анализе должна рассматриваться система научных понятий, сводящихся к системе протокольных предложений, которые отнюдь не основаны на свойствах природы, не нуждаются в каком-либо опытном обосновании и не должны соответствовать реальному миру. Они должны сравниваться только с другими предположениями такого же рода, а не «с опытом», «миром» или чем-либо подобным. Таким образом, формализация и математизация физики — яв​ление само по себе прогрессивное и положительное — может приводить к идеа​листическому преувеличению значения отвлеченных логических построений и гиперболизации роли математики. Соображения о ненужности моделирования и вообще снижении роли эксперимента в технических исследованиях высказывают и некоторые инженеры, противопоставляющие роль вычислительной техники и формализованного анализа эксперименту.
   В действительности же эксперимент для инженера или физика не только облегчает подход к изучению той или иной проблемы, но и является средством непосредственного решения технических за​дач. Его роль значительнее, так как он часто еще и помогает найти наилучший подход к аналитическому решению. Недооценка роли экспериментальных данных в синтезе знаний приводит к частым ошибкам в оценке новых фактических данных и к задержке внедре​ния новых разработок.
   Именно эксперименты подсказывают ход аналитических реше​ний в развитии теории и путей внедрения новых разработок. Все математические понятия, даже, казалось бы, совершенно абстракт​ные, в конечном счете отражают количественные и пространствен​но-временные соотношения реального мира. Как бы ни были инте​ресны и «красивы» отвлеченные математические построения, для фактического решения практических вопросов всегда требуется эксперимент, хотя иногда необходимость в нем не проявляется явно.
     Итак, физическое экспериментирование, практическое воспроиз​ведение исследуемых явлений на моделях представляет собой ре​альную основу научного и тем более инженерно-научного творче​ства. В общих чертах соотношение между экспериментом и теори​ей, рассмотренное применительно к физике и технике, присуще любому научному исследованию.
      В некоторых случаях при соблюдении специальных условий, обе​спечивающих «чистый» ход процесса, эксперимент может быть так​же непосредственным критерием истинности для теоретического познания. Сила эксперимента — в реальной действительности, в объективном значении его конечных результатов. Надо подчеркнуть, что эксперимент может иметь существенное значение в той или иной области науки только при специальной его обработке и обобщении. Единичный экспери​мент никогда не может быть решающим для подтверждения гипо​тезы, проверки теории. Поэтому нельзя согласиться и с переоценкой роли физического эксперимента для естествознания, которую допу​скает так называемая неопозитивистская философия, по существу отрицающая теорию и сводящая всю науку к некоторому набору экспериментальных фактов. Борьба за правильную оценку экспери​мента составляет часть той борьбы, которая ведется в физике и теории познания между материализмом и идеализмом во всех его разновидностях. Эта идеологическая борьба получает определенные отголоски и в постановке научно-технических исследований, влияя на практические выводы. Поэтому и инженер-исследователь, и ин​женер-практик должны быть знакомы с элементами современной методологии теории познания и, в частности, не должны забывать основного положения материалистической философии: именно экспериментальное исследование, опыт, практика являются крите​риями истины. Из сказанного должно быть ясно, почему вопросам правильной постановки опытов и их обработке следует уделять до​статочно много внимания в образовании специалиста, который должен владеть современной  методологией познания и созидания.

1.5.3.   Виды моделей и их познавательная роль.
      В процессе познания используется, как мы уже говорили, такой прием, как аналогия - умозаключение о сходстве объектов в определенном отношении на основе их сходства в ряде иных отношений. С этим приемом связан метод моделирования, получивший особое распространение в современных условиях. Этот метод основан на принципе подобия. Его сущность состоит в том, что непосредственно исследуется не сам объект, а его аналог, его заместитель, его модель, а затем полученные при изучении модели результаты по особым правилам переносятся на сам объект.
Моделирование используется в тех случаях, когда сам объект либо труднодоступен, либо его прямое изучение экономически невыгодно и т.д.                                                                                                                    Различают ряд видов моделирования:
1. Предметное моделирование, при котором модель воспроизводит геометрические, физические, динамические или функциональные характеристики объекта. Например, модель моста, плотины, модель крыла самолета и т.д. 
2. Аналоговое моделирование, при котором модель и оригинал описываются единым математическим соотношением. Примером могут служить электрические модели, используемые для изучения механических, гидродинамических и акустических явлений.
3. Знаковое моделирование, при котором в роли моделей выступают схемы, чертежи, формулы. Роль знаковых моделей особенно возросла с расширением масштабов применения ЭВМ при построении знаковых моделей.
4. Со знаковым тесно связано мысленное моделирование, при котором модели приобретают мысленно наглядный характер. Примером может в данном случае служить модель атома, предложенная в свое время Бором. 
5. Наконец, особым видом моделирования является включение в эксперимент не самого объекта, а его модели, в силу чего последний приобретает характер модельного эксперимента. Этот вид моделирования свидетельствует о том, что нет жесткой грани между методами эмпирического и теоретического познания.
С моделированием органически связана идеализация - мысленное конструирование понятий, теорий об объектах, не существующих и не осуществимых в действительности, но таких, для которых существует близкий прообраз или аналог в реальном мире. Примерами построенных этим методом идеальных объектов являются геометрические понятия точки, линии, плоскости и т.д. С подобного рода идеальными объектами оперируют все науки - идеальный газ, абсолютно черное тело, общественно-экономическая формация, государство и т.д.

     Моделирование, исследование объектов познания на их моделях; построение и изучение моделей реально существующих предметов и явлений (живых и неживых систем, инженерных конструкций, разнообразных процессов - физических, химических, биологических, социальных) и конструируемых объектов (для определения, уточнения их характеристик, рационализации способов их построения и т. п.).

Моделирование как познавательный приём неотделимо от развития знания. По существу, моделирование как форма отражения действительности зарождается в античную эпоху одновременно с возникновением научного познания. Однако в отчётливой форме (хотя без употребления самого термина) моделирование начинает широко использоваться в эпоху Возрождения; Брунеллески, Микеланджело и другие итальянские архитекторы и скульпторы пользовались моделями проектируемых ими сооружений; в теоретических же работах Г. Галилея и Леонардо да Винчи не только используются модели, но и выясняются пределы применимости метода моделирования. И. Ньютон пользуется этим методом уже вполне осознанно, а в 19-20 вв. трудно назвать область науки или её приложений, где моделирование не имело бы существенного значения; исключительно большую методологическую роль сыграли в этом отношении работы Кельвина, Дж. Максвелла, Ф. А. Кекуле, А. М. Бутлерова и других физиков и химиков - именно эти науки стали, можно сказать, классическими "полигонами" методов моделирования. Появление же первых электронных вычислительных машин (Дж. Нейман, 1947) и формулирование основных принципов кибернетики (Н. Винер, 1948) привели к поистине универсальной значимости новых методов - как в абстрактных областях знания, так и в их приложениях. Моделирование приобрело общенаучный характер и применяется в исследованиях живой и неживой природы, в науках о человеке и обществе.
   Единая классификация видов моделирование затруднительна в силу многозначности понятия "модель" в науке и технике. Её можно проводить по различным основаниям: по характеру моделей (т. е. по средствам моделирования); по характеру моделируемых объектов; по сферам приложения моделирования (моделирование в технике, в физических науках, в химии, моделирование процессов живого, моделирование психики и т. п.) и его уровням ("глубине"), начиная, например, с выделения в физике моделирования на микроуровне (моделирование на уровнях исследования, касающихся элементарных частиц, атомов, молекул). В связи с этим любая классификация методов моделирования обречена на неполноту, тем более, что терминология в этой области опирается не столько на "строгие" правила, сколько на языковые, научные и практические традиции, а ещё чаще определяется в рамках конкретного контекста и вне его никакого стандартного значения не имеет (типичный пример - термин "кибернетическое" моделирование).

      Предметным называется моделирование, в ходе которого исследование ведётся на модели, воспроизводящей основные геометрические, физические, динамические и функциональные характеристики "оригинала". На таких моделях изучаются процессы, происходящие в оригинале - объекте исследования или разработки (изучение на моделях свойств строительных конструкций, различных механизмов, транспортных средств и т. п.). Если модель и моделируемый объект имеют одну и ту же физическую природу, то говорят о физическом моделирование. Явление (система, процесс) может исследоваться и путём опытного изучения каких-либо явления иной физической природы, но такого, что оно описывается теми же математическими соотношениями, что и моделируемое явление. Например, механические и электрические колебания описываются одними и теми же дифференциальными уравнениями; поэтому с помощью механических колебаний можно моделировать электрические и наоборот. Такое "предметно-математическое" моделирование широко применяется для замены изучения одних явлений изучением других явлений, более удобных для лабораторного исследования, в частности потому, что они допускают измерение неизвестных величин. Так, электрическое моделирование позволяет изучать на электрических моделях механических, гидродинамических, акустических и другие явления. Электрическое моделирование лежит в основе т. н. аналоговых вычислительных машин.

При знаковом моделировании моделями служат знаковые образования какого-либо вида: схемы, графики, чертежи, формулы, графы, слова и предложения в некотором алфавите (естественного или искусственного языка).

Важнейшим видом знакового моделирования является математическое (логико-математическое) моделирование, осуществляемое средствами языка математики и логики. Знаковые образования и их элементы всегда рассматриваются вместе с определенными преобразованиями, операциями над ними, которые выполняет человек или машина (преобразования математических, логических, химических формул, преобразования состояний элементов цифровой машины, соответствующих знакам машинного языка, и др.). Современная форма "материальной реализации" знакового (прежде всего, математического) моделирования - это моделирование на цифровых электронных вычислительных машинах, универсальных и специализированных. Такие машины - это своего рода "чистые бланки", на которых в принципе можно зафиксировать описание любого процесса (явления) в виде его программы, т. е. закодированной на машинном языке системы правил, следуя которым машина может "воспроизвести" ход моделируемого процесса.

Действия со знаками всегда в той или иной мере связаны с пониманием знаковых образований и их преобразований: формулы, математические уравнения и т. п. выражения применяемого при построении модели научного языка определенным образом интерпретируются (истолковываются) в понятиях той предметной области, к которой относится оригинал. Поэтому реальное построение знаковых моделей или их фрагментов может заменяться мысленно-наглядным представлением знаков и (или) операций над ними. Эту разновидность знакового моделирования иногда называется мысленным моделированием. Впрочем, этот термин часто применяют для обозначения "интуитивного" моделирования, не использующего никаких чётко фиксированных знаковых систем, а протекающего на уровне "модельных представлений". Такое моделирование есть непременное условие любого познавательного процесса  на его начальной стадии.

По характеру той стороны объекта, которая подвергается моделированию, уместно различать моделирование структуры объекта и моделирование его поведения (функционирования протекающих в нем процессов и т. п.). Это различение сугубо относительно для химии или физики, но оно приобретает чёткий смысл в науках о жизни, где различение структуры и функции систем живого принадлежит к числу фундаментальных методологических принципов исследования, и в кибернетике, делающей акцент на моделирование функционирования изучаемых систем. При "кибернетическом" моделировании обычно абстрагируются от структуры системы, рассматривая её как "чёрный ящик", описание (модель) которого строится в терминах соотношения между состояниями его "входов" и "выходов" ("входы" соответствуют внешним воздействиям на изучаемую систему, "выходы" - её реакциям на них, т. е. поведению).

Для ряда сложных явлений (например, турбулентности, пульсаций в областях отрыва потока и т. п.) пользуются стохастическим моделированием, основанным на установлении вероятностей тех или иных событий. Такие модели не отражают весь ход отдельных процессов в данном явлении, носящих случайный характер, а определяют некоторый средний, суммарный результат.

Понятие моделирование является гносеологической категорией, характеризующей один из важных путей познания. Возможность моделирования, т. е. переноса результатов, полученных в ходе построения и исследования моделей, на оригинал, основана на том, что модель в определённом смысле отображает (воспроизводит, моделирует) какие-либо его черты; при этом такое отображение (и связанная с ним идея подобия) основано, явно или неявно, на точных понятиях изоморфизма или гомоморфизма (или их обобщениях) между изучаемым объектом и некоторым другим объектом "оригиналом" и часто осуществляется путём предварительного исследования (теоретического или экспериментального) того и другого. Поэтому для успешного моделирования полезно наличие уже сложившихся теорий исследуемых явлений, или хотя бы удовлетворительно обоснованных теорий и гипотез, указывающих предельно допустимые при построении моделей упрощения. Результативность моделирования значительно возрастает, если при построении модели и переносе результатов с модели на оригинал можно воспользоваться некоторой теорией, уточняющей связанную с используемой процедурой моделирования идею подобия. Для явлений одной и той же физической природы такая теория, основанная на использовании понятия размерности физических величин, хорошо разработана. Но для моделирования сложных систем и процессов, изучаемых, например, в кибернетике, аналогичная теория ещё не разработана, чем и обусловлено интенсивное развитие теории больших систем - общей теории построения моделей сложных динамических систем живой природы, техники и социально-экономической сферы.

Моделирование всегда используется вместе с др. общенаучными и специальными методами. Прежде всего моделирование тесно связано с экспериментом. Изучение какого-либо явления на его модели (при предметном, знаковом моделировании, моделировании на ЭВМ) можно рассматривать как особый вид эксперимента: "модельный эксперимент", отличающийся от обычного ("прямого") эксперимента тем, что в процесс познания включается "промежуточное звено" - модель, являющаяся одновременно и средством, и объектом экспериментального исследования, заменяющим изучаемый объект. Модельный эксперимент позволяет изучать такие объекты, прямой эксперимент над которыми затруднён, экономически невыгоден, либо вообще невозможен в силу тех или иных причин [моделирование уникальных (например, гидротехнических) сооружений, сложных промышленных комплексов, экономических систем, социальных явлений, процессов, происходящих в космосе, конфликтов и боевых действий и др.].

Исследование знаковых (в частности, математических) моделей также можно рассматривать как некоторые эксперименты ("эксперименты на бумаге", умственные эксперименты). Это становится особенно очевидным в свете возможности их реализации средствами электронной вычислительной техники. Один из видов модельного эксперимента - модельно-кибернетический эксперимент, в ходе которого вместо "реального" экспериментального оперирования с изучаемым объектом находят алгоритм (программу) его функционирования, который и оказывается своеобразной моделью поведения объекта. Вводя этот алгоритм в цифровую ЭВМ и, как говорят, "проигрывая" его, получают информацию о поведении оригинала в определенной среде, о его функциональных связях с меняющейся "средой обитания".

Т. о., можно прежде всего различать "материальное" (предметное) и "идеальное" моделирование; первое можно трактовать как "экспериментальное", второе - как "теоретическое" моделирование, хотя такое противопоставление, конечно, весьма условно не только в силу взаимосвязи и обоюдного влияния этих видов моделирования, но и наличия таких "гибридных" форм, как "мысленный эксперимент". "Материальное" моделирование подразделяется, как было сказано выше, на физическое и предметно-математическое моделирование, а частным случаем последнего является аналоговое моделирование. Далее, "идеальное" моделирование может происходить как на уровне самых общих, быть может даже не до конца осознанных и фиксированных, "модельных представлений", так и на уровне достаточно детализированных знаковых систем; в первом случае говорят о мысленном (интуитивном) моделирование, во втором - о знаковом моделирование (важнейший и наиболее распространённый вид его - логико-математическое моделирование). Наконец, моделирование на ЭВМ (часто именуемое "кибернетическим") является "предметно-математическим по форме, знаковым по содержанию".

Моделирование необходимо предполагает использование абстрагирования и идеализации. Отображая существенные (с точки зрения цели исследования) свойства оригинала и отвлекаясь от несущественного, модель выступает как специфическая форма реализации абстракции, т. е. как некоторый абстрактный идеализированный объект. При этом от характера и уровней лежащих в основе моделирование абстракций и идеализаций в большой степени зависит весь процесс переноса знаний с модели на оригинал; в частности, существенное значение имеет выделение трёх уровней абстракции, на которых может осуществляться моделирование: уровня потенциальной осуществимости (когда упомянутый перенос предполагает отвлечение от ограниченности познавательно-практической деятельности человека в пространстве и времени), уровня "реальной" осуществимости (когда этот перенос рассматривается как реально осуществимый процесс, хотя, быть может, лишь в некоторый будущий период человеческой практики) и уровня практической целесообразности (когда этот перенос не только осуществим, но и желателен для достижения некоторых конкретных познавательных или практических задач).

На всех этих уровнях, однако, приходится считаться с тем, что моделирование данного оригинала может ни на каком своём этапе не дать полного знания о нём. Эта черта моделирования особенно существенна в том случае, когда предметом моделирования являются сложные системы, поведение которых зависит от значительного числа взаимосвязанных факторов различной природы. В ходе познания такие системы отображаются в различных моделях, более или менее оправданных; при этом одни из моделей могут быть родственными друг другу, другие же могут оказаться глубоко различными. Поэтому возникает проблема сравнения (оценки адекватности) разных моделей одного и того же явления, что требует формулировки точно определяемых критериев сравнения. Если такие критерии основываются на экспериментальных данных, то возникает дополнительная трудность, связанная с тем, что хорошее совпадение заключений, которые следуют из модели, с данными наблюдения и эксперимента ещё не служит однозначным подтверждением верности модели, т. к. возможно построение других моделей данного явления, которые также будут подтверждаться эмпирическими фактами. Отсюда - естественность ситуации, когда создаются взаимодополняющие или даже противоречащие друг другу модели явления; противоречия могут "сниматься" в ходе развития науки (и затем появляться при моделировании на более глубоком уровне). Например, на определенном этапе развития теоретической физики при моделировании физических процессов на "классическом" уровне использовались модели, подразумевающие несовместимость корпускулярных и волновых представлений; эта "несовместимость" была "снята" созданием квантовой механики, в основе которой лежит тезис о корпускулярно-волновом дуализме, заложенном в самой природе материи.

Другим примером такого рода моделей может служить моделирование различных форм деятельности мозга. Создаваемые модели интеллекта и психических функций - например, в виде эвристических программ для ЭВМ - показывают, что моделирование мышления как информационного процесса возможно в различных аспектах (дедуктивном - формально-логическом; индуктивном; нейтрологическом, эвристическом), для "согласования" которых необходимы дальнейшие логические, психологические, физиологические, эволюционно-генетические и модельно-кибернетические исследования.

Моделирование глубоко проникает в теоретическое мышление. Более того, развитие любой науки в целом можно трактовать - в весьма общем, но вполне разумном смысле, - как "теоретическое моделирование ". Важная познавательная функция моделирования состоит в том, чтобы служить импульсом, источником новых теорий. Нередко бывает так, что теория первоначально возникает в виде модели, дающей приближённое, упрощённое объяснение явления, и выступает как первичная рабочая гипотеза, которая может перерасти в "предтеорию" - предшественницу развитой теории. При этом в процессе моделирования возникают новые идеи и формы эксперимента, происходит открытие ранее неизвестных фактов. Такое "переплетение" теоретического и экспериментального моделирования особенно характерно для развития физических теорий (например, молекулярно-кинетической или теории ядерных сил).

Моделирование - не только одно из средств отображения явлений и процессов реального мира, но и - несмотря на описанную выше его относительность - объективный практический критерий проверки истинности наших знаний, осуществляемой непосредственно или с помощью установления их отношения к другой теории, выступающей в качестве модели, адекватность которой считается практически обоснованной. Применяясь в органическом единстве с другими методами познания, моделирование выступает как процесс углубления познания, его движения от относительно бедных информацией моделей к моделям более содержательным, полнее раскрывающим сущность исследуемых явлений действительности.

При моделирование более или менее сложных систем обычно применяют различные виды моделирования. 

1.6. Развитие методов моделирования и теории эксперимента
     Определяя гносеологическую роль подобия и моделирования, т. е. их значение в процессе познания, необходимо прежде всего от​влечься от имеющегося в науке и технике многообразия моделей. Нужно выделить то общее, что присуще всем моделям. Это общее заключается в наличии некой структуры (статической или динами​ческой, материальной или мысленной), которая действительно по​добна, или рассматривается в качестве подобной, структуре другой системы. Модель, таким образом, — это естественный или  искусственный объект, находящийся в соответст​вии с изучаемым объектом или, точнее, с какой-либо из его сторон. В процессе изучения модель служит относительно само​стоятельным «квазиобъектом», позволяющим получить при иссле​довании некоторые знания о нем самом.                                                       
    В общетеоретическом смысле моделирование означает осущест​вление каким-либо способом отображения или воспроизведения действительности для изучения имеющихся в ней объективных за​кономерностей. Обобщенно моделирование определяется как метод опосредствованного познания, при котором изучаемый объект (ори​гинал) находится в некотором соответствии с другим объектом (мо​делью), причем объект-модель способен в том или ином отношении замещать оригинал на некоторых стадиях познавательного процес​са. Стадии познания, на которых может происходить такая замена, равно как и формы соответствия модели и оригинала, могут быть различны. Исходя из понятия отображения, принятого в теории по​знания, можно определить два характерных вида   моделирования.
1. Моделирование как познавательный процесс, содер​жащий переработку информации, поступающей из внешнего мира, о происходящих в нем явлениях. В результате этой информации в сознании появляются образы, имеющие определенное сходство с соответствующими объектами. Сумма этих образов позволяет вы​являть свойства изучаемых объектов и их взаимодействие. Матема​тическая запись, составленная на основании суммы образов и со​держащая описание динамики физических или других (например, экономических) закономерностей, и есть модель.
     2. Моделирование как создание некой системы — си​стемы-модели (второй системы), имеющей определенное сходство с системой-оригиналом (первой системой). Две эти материально реа​лизованные системы, из которых одна рассматривается как отобра​жение другой, связаны соотношениями подобия. Отображение одной системы в другой в этом случае является следствием выяв​ления сложных зависимостей между двумя системами, отраженных в соотношениях подобия, а не результатом непосредственного изу​чения поступающей информации.
      В первом случае моделирование носит мысленный харак​тер, во втором — материальный, поскольку его реализация требует создания специальных установок, воспроизводящих иссле​дуемую систему.
    Понятие моделирования тесно связано с понятием информации, характеризующей воздействия (которые получают система и ее от​дельные элементы), а также происходящие в результате этих воз​действий изменения состояния системы, определяемые, вообще го​воря, всегда во времени и в пространстве, но иногда рассматривае​мые или только во времени, или только в пространстве.
    Информация — это содержание воздействия, его величина, изме​нение в пространстве и во времени, взятые в отрыве от первичного носителя воздействия и от его энергетических свойств. Овладение информацией невозможно без применения моделирования в том или ином виде. Это объясняется прежде всего следующим. Чтобы выявить физическое воздействие, его нужно в течение некоторого промежутка времени запомнить, т. е. отразить в структуре воспри​нимающей системы. Модели в этом смысле можно дать приведенное выше общее определение как структуры, в которой отражено изме​нение физического воздействия во времени и в пространстве (пол​ная модель), в частном случае — или только во времени, или толь​ко в пространстве (неполная модель).
     Обширная информация о происходящих явлениях при изучении методами моделирования должна быть упорядочена. Это осу​ществляется с помощью теории подобия, позволяющей по заданным характеристикам одного явления судить о больших группах явле​ний, в том или ином смысле подобных первому явлению. Подобие явлений означает, что данные о протекании процессов, полученные при изучении одного явления, можно распространить на все явле​ния, подобные данному. При этом, однако, необходимо учитывать, что модель не дает и не должна давать подобия абсолютно всех процессов, содержащихся в явлении или так или иначе связанных с ним. Модель обеспечивает подобие только тех процессов, которые удовлетворяют  критериям   подобия,   найденным   на  основе теории подобия. Поэтому выше и было сказано «в том или ином смысле подобны». Характеристики любого явления в группе по​добных явлений можно получить некоторым преобразованием ха​рактеристики другого — подобного — явления (в простейшем слу​чае это изменение масштабов). Теория подобия применяется:
а)   при аналитическом отыскании зависимостей, соотношений и решений конкретных задач;
б)   при обработке результатов экспериментальных исследований и испытаний различных технических устройств в тех случаях, когда результаты представлены в обобщенных  «критериальных» зависи​мостях;
в)   при создании моделей, т. е. установок, воспроизводящих яв​ления в других установках (оригиналах), обычно больших по вели​чине или более сложных по структуре и более дорогих, чем модели.
     Здесь проявляется особая роль моделей, предназначенных для изучения сложных больших систем, эксперименты в которых за​труднительны или даже невозможны, если они могут нанести какой-либо вред изучаемой системе. При моделировании сложных систем исключительно важно положение о том, что подобие отдельных под​систем обеспечивает (при соблюдении определенных условий) подобие всей сложной системы. Это означает, что опыт​ное изучение сложной системы можно начинать раньше, чем уста​новлено ее математическое описание как сложной системы, т. е. при описании только по элементам.
     Особая роль методов подобия и моделирования в изучении слож​ных систем связана еще и с тем, что эти методы по своей природе, своим свойствам нацелены именно на выделение из сложной систе​мы того, что является самым важным при изучении (в данной кон​кретной постановке задачи) ее свойств. Любая система и даже, бо​лее того, любое явление связано с бесконечной гаммой различных процессов, любая естественная система всегда нелинейна. Попытки ее познания для активного вмешательства в происходящие процес​сы (в чем и состоит задача технических наук) невозможны без создания модели, всегда упрощенной по сравнению с бесконечной глубиной оригинала, но упрощенной так, чтобы сохранять те сто​роны явления, которые существенны в данной теоретической или практической проблеме.
     Теория подобия и основанное на ней моделирование имеют глу​бокие связи с теорией познания и всеми естественными науками, так как при установлении подобия в явлениях одной физической природы вскрывают глубокие зависимости качественных сторон яв​лений от количественных.
    Возможность установить подобие между разнородными по физи​ческой природе явлениями также не случайна. В природе вследст​вие ее материального единства имеются общие для всех качествен​ных разновидностей материи и ее разнообразных проявлений коли​чественные отношения и пространственные формы. Это позволяет обобщать процесс познания, отвлекаясь от деталей, содержащихся в полном комплексе качеств вещей, от происходящих процессов, и изображать те или иные их стороны математически в виде функци​ональных связей, дифференциальных уравнений.
     Применение тождественного математического аппарата в разных отраслях науки, разных дисциплинах (например, единый подход к колебаниям и волнам различной физической природы) не является делом простого «удобства» или теоретического произвола, умения «красиво» выбрать уравнения, как это пыта​ются изображать некоторые физики и математики, стоящие на субъективистских позициях. В сущности, на такой же субъективистской позиции находятся и те, кто отвергает единый подход к явлениям разной природы, утверждая, что он является чисто формальным, основанным якобы на «только формальной» анало​гичности математического аппарата. Развитие физики подтверждало и подтверждает, что единство при​роды, единство многих закономерностей объективных процессов, происходящих при различных видах движения материи, описывается одинаковыми уравнения​ми Так, например, в колебаниях маятника и колебаниях в электрическом кон​туре, в распространении упругих волн и распространении электромагнитных волн имеется общность, позволяющая создать единое учение о колебаниях и волнах с общим математическим аппаратом, лежащим в основе этого учения. Таким образом, в общности подхода к явлениям природы, имеющейся у теории подобия и моделирования, есть глубокий смысл и большое познавательное значение, ко​торые не всегда оцениваются правильно. Между тем метод моделирования превращается в один из универсальных методов познания, применяемых во всех современных науках, как естественных, так и общественных, как теоретических, так и экспериментальных, технических, которые все больше и больше обраща​ются к изучению сложных систем. Однако свою роль этот метод может выполнить только при правильной его оценке, методологически закономерном, применении основных понятий и процедур.
      Для более глубокого понимания введенного выше понятия «модель» необходимо коснуться истории развития теории эксперимента. Понятие «мо​дель» возникло именно в процессе опытного изучения мира, а само слово «модель» произошло от латинских слов modus, modulus, озна​чающих меру, образ, способ. Первоначальное развитие модели по​лучили в строительном искусстве. Различные вещи, сделанные на основе каких-либо измерений, воспроизводящие что-либо или яв​ляющиеся прообразом чего-то, какими-то образцами для других вещей, стали называть моделями. Во всех языках вслед за латин​ским появились соответствующие слова: modello — в итальянском, modelle — во французском, model — в английском, modell — немец​ком, модель — русском. В научном обиходе слово «модель» упот​ребляется широко и не всегда достаточно определенно. Однако в основном ему придают двоякий смысл. Во-первых, под моделью понимают образец чего-либо или структуру  (мысленно или   материально созданную), представляющую в удобной для восприятия форме состояние подлежащей изучению системы. Во-вторых, при теоретическом подходе под моделью понимают изображение изу​чаемой системы, явления или некоторых процессов. Это изображе​ние (модель), построенное с помощью других явлений, более при​вычных и лучше изученных, облегчает понимание исследуемых яв​лений. В качестве простейшего примера можно привести хорошо известную модель эфира или модель электрического тока, представ​ленного в виде жидкости. Понятие модели здесь в значительной мере совпадает с понятием аналогии, причем появилась даже тен​денция считать аналогию общим случаем модели, что неправильно, так как аналогия отражает только условные, часто поверхностные соотношения, в то время как физическая модель выявляет причин​ные связи и в этом смысле является более общей.
    Рост многообразия форм моделей и моделирования   все   более   затрудняет краткое единое определение понятия модели (именно поэтому в данной работе дается ряд определений, отражающих различные ас​пекты моделирования).  Наибо​лее удачным здесь может быть определение   модели   как  любого объекта (явления, процесса, установки, знакового образования), на​ходящегося в отношении подобия к моделируемому объекту.
    Таким образом, понятие модели всегда требует введения по​нятия подобия. Первоначально заимствованное из геометрии, это понятие получило в дальнейшем более широкий смысл и стало определяться как взаимно однозначное соответствие между объек​тами. При практическом научном применении предполагается, что функции перехода от параметров, характеризующих (в том или ином смысле) один из объектов, к параметрам, характеризующим другой объект, известны. Математические описания, если они имеются, могут быть сделаны тождественными.                                             
     Учение о подобии и моделировании начало создаваться более четырехсот лет тому назад. Уже в середине XV в. обоснованием методов моделирования занимаемся Леонардо да Винчи. «Говорят, — пишет он, — что маленькие модели ни в одном своем действии не соответствуют эффекту больших. Здесь я намерен показать, что это заключение ложно...». Далее он пытается вывести общие ана​литические закономерности и приводит многочисленные примеры. Так, рассмат​ривая бурение дерева, он устанавливает соотношения между площадью, силой и количеством дерева, удаляемого буравами разных размеров. Не различая достаточно механического и геометрического подобия, Леонардо в своих рабо​тах не получает общих законов подобия, но тем не менее делает серьезные шаги в направлении их создания. Одновременно он пользуется и аналогиями: «Напи​ши о плавании под водой и получишь летание птицы по воздуху», — рекомендует он, тут же, впрочем, обращая внимание на необходимость проверки: «...движет​ся ли конец крыла птицы так же, как и рука пловца». Он предлагает создавать стеклянные модели глаз, стеклянную модель, позволяющую «наблюдать сквозь стекло, что делает кровь в сердце, когда она сжимает его выходы». В этих же далеко по времени отстоящих от нас работах ставится актуальный и сегодня вопрос о соотношении опыта и теории, о необходимости проверки и обобщении результатов опыта и его роли в познании. «Опыт — посредник между искусной природой и родом человеческим — учит нас тому, что совершает среди смертных природа, понуждаемая необходимостью, и что она не может совершать иначе, как тому учит разум...».
    Вопросы подобия и связи с созданием различных конструкций и их модели​рованием часто возникают в XVI—XVII вв. Галилей в своем сочинении «Разго​воры о двух новых науках» пишет, что учению о подобии стали уделять много внимания в XVII п., когда в Венеции стали сооружать галеры, имевшие боль​шие, чем раньше, размеры. Подпорки, выбранные исходя из геометрического подобия, оказались непрочными, и размеры их пришлось корректировать на основе физических соотношений. «Прочность подобных тел не сохраняет того же отношения, которое существует между величиной тел», — констатировал Га​лилей. Мариотт в 1679 г. в трактате о соударяющихся телах занимался вопроса​ми теории механического подобия, развивая идеи Леонардо и Галилея.
    Первые строгие научные формулировки условий подобия и уточнения этого понятия были даны применительно к механическому движению в конце XVII в. Ньютоном в работе «Математические начала натуральной философии». В этой работе рассматриваются движения материальных тел и устанавливаются законы их подобия. Прямая теорема подобия и основные положения подобия, сформу​лированные Ньютоном, заложили основы современного учения о подобии, указав свойства подобных механических систем и критерии, характеризующие движение систем, подобие которых обеспечено (первая теорема подобия). Ньютон открыл пути применения подобия и моделирования для обоснования теоретических по​ложений. К этому мысленному, или аналоговому, как его сейчас обычно назы​вают, подобию относятся, например, построения наглядной механической модели для объяснения световых явлений (корпускулярная теория света), математиче​ской модели для объяснения явления тяготения и др. Работы Ньютона по теории подобия и моделирования долгое время не получали дальнейшего развития и не находили практических применений, хотя в начале XVIII в. во Франции и других странах ставились многочисленные опыты на моделях арок и проверялись различные гипотезы работы их свода.
    Одним из первых теоретически обоснованно применил статическое подобие при разработке проекта арочного моста через Неву пролетом 300 м известный русский изобретатель И. П. Кулибин. Свои исследования он проводил на дере​вянных моделях в 1/10 натуральной величины весом свыше 5 тс (модели эти были построены и испытаны в 1775—1776 гг. в Петербурге); в них было впервые учтено, что изменение линейных размеров в k раз меняет собственный вес в k3 раз, а площади поперечных сечений элементов — в k2 раз. И. П. Кулибин уста​новил, что модели в 1/k натуральной величины имеют напряжения от собствен​ного веса в k раз меньше, чем напряжения в оригинале. Обеспечение подобия влияния собственного веса в модели возможно при некой дополнительной нагруз​ке. Действующая на мост полезная нагрузка должна быть в k2 раз меньше. Эти положения И. П. Кулибина об условиях подобия были проверены и одобрены Л. Эйлером. Предложенный И. П. Кулибиным метод моделирования собственного веса конструкции соответствует современному способу «догрузки» моделей в центрифугах. В дальнейшем появление новых материалов и конструкций потре​бовало более точных ответов на многие вопросы, связанные с применением мо​делей в инженерной практике, и теория подобия получила дальнейшее развитие.
    В 1822 г. появилась работа Фурье «Аналитическая теория теплопроводно​сти», в которой было показано, что члены уравнении, описывающих физические явления, всегда имеют одинаковую размерность. Это свойство получило название правила Фурье или правила размерной однородности уравнений математи​ческой физики. В 1848 г. Бертран, пользуясь методом подобных преобразований, установил наиболее общие свойства подобных механических движений и указал способы осуществления подобия сложного механического движения, четко сфор​мулировав положение о наличии критериев подобия. Вскоре появился ряд работ, посвященных приложению теории подобия к различным механическим явлениям. Так, Коши вывел законы звуковых явлений в геометрически подобных телах из уравнений движений упругих тел; Гельмгольц получил условия подобия гидро​динамических явлений; Филлипс распространил законы колебаний мостов на случай динамической нагрузки.
     В 1874 г. В. Л. Кирпичев опубликовал первую работу, посвященную иссле​дованию упругих явлений в геометрически подобных телах, а несколько позднее сформулировал условия подобия упругих тел (обратная теорема подобия). В  1878 г. Бертран показал, что, пользуясь правилом   размерной   однородности физических уравнений, можно находить математические зависимости между физическими величинами и в тех случаях, когда уравнения связи между этими величинами неизвестны. Математическая зависимость между такими величинами должна быть зависимостью между безразмерными комплексами, составленными из указанных величин. Бертран показал, что такие зависимости, полученные для частных случаев, распространяются на группы подобных явлений. Ряд работ, посвященных законам подобия, опубликовал В. Л. Кирпичев, который на основе анализа дифференциальных уравнений установил закон механического подобия при упругих деформациях. Он детально рассмотрел вопросы учета собственного веса конструкций, сил инерции и сформулировал правила моделирования, пригодные в артиллерийском деле и строительстве.
     В дальнейшем учение о подобии стало распространяться как на величины и процессы одной физической природы, так на величины и процессы, различа​ющиеся по своей природе, но имеющие определенную аналогию или хотя бы какое-то математическое соответствие. При этом стали различать математи​ческое подобие и аналоговое. Развитие теории подобия шло двумя путями, основой которых был анализ: 1) уравнений, математически описывающих и изучаемые явления; 2) размерностей физических величин, характеризующих эти явления.
    Первое направление получило название анализа уравнений, второе — анали​за размерностей. Первое направление разрабатывалось преимущественно в на​шей стране, второму было уделено большое внимание за рубежом. В результате этих исследований условия подобия и закономерности моделирования стали устанавливать на основе анализа уравнений, пользуясь прямой (иначе называе​мой первой) и обратной теоремами подобия, а также π-теоремой (иначе называемой второй теоремой подобия). π-Теорема, являющаяся основой анализа размерностей, утверждает, что результаты любого физического эксперимента могут составить некоторые безразмерные комбинации величин, участвующих в изучаемом процессе (они обозначались через π, откуда следует название теоре​мы). Соотношения и функциональные зависимости, которые характеризуют про​цесс и представляются в виде безразмерных π -величин — критериев подобия, оказываются при этом справедливыми не только для данного процесса, но и для всех процессов, имеющих численно такие же критерии подобия. π-Теорема стро​го выведена как следствие из теоремы, которую А. Федерман доказал в 1911 г. Несколько позже, в 1914 г., π-теорема была доказана при некоторых частных предположениях Букингемом. Далее в более общем виде π-теорема была сфор​мулирована Т. А. Афанасьсвой-Эренфест. Эта же теорема рассмотрена в работе И. Г. Чеботарева и в целом ряде работ других авторов.
      В 1931 г. М. В. Кирпичевым и А. А. Гухманом сформулирована так называ​емая обратная (или третья) теорема подобия, устанавливающая условия, необ​ходимые и достаточные для обеспечения подобия групп явлений. Рейнольдс, Нуссельт и ряд других исследователей предложили методы установления подо​бия и критериальной обработки результатов исследований применительно к задачам гидромеханики. В 30-х годах ХХ столетия М. В. Кирпичев, М. А. Михеев, П. К. Конаков и другие разрабатывали вопросы применения тео​рии подобия в теплотехнике.
     Л. И. Седов в 1943 г. выпустил неоднократно переиздававшуюся работу, посвященную применению методов подобия и размерности в механике, в кото​рой касается движения тел в жидкости, движения кораблей и аэростатов, моде​лирования взрыва и использования теории подобия при решении некоторых задач астрофизики. Применение методов теории подобия и анализа размерно​стей к электромеханическим задачам освещалось в 30—40-х годах в ряде работ (К. М. Поливанов, С. М. Брагин и др.). В 40—60-х годах в статьях и монографии В. А. Веникова были рассмотрены особенности применения теории подобия для сложных систем, составленных из отдельных подсистем и систем с параметрами, имеющими вероятностный характер и содержащими нелинейности. В качестве критерия подобия для нелинейных систем было введено новое тре​бование одинаковости относительных характеристик нелинейных процессов. Теорию подобия с применением предложенных пяти дополнительных положений, распространяющих основные теоремы подобия на системы любой сложности, да​лее разрабатывали И. М. Кирко, А. В. Иванов-Смоленский, Ю. Н. Астахов, Л. Г. Нагорных, Р. Г. Савченко, Г. В. Веников, А. М. Кулиев и др.
    Исследования, расширяющие возможности теории подобия в задачах эко​номики, проводились Ю. Н. Астаховым, Д. Д. Карасе​вым и др. Задачи корабельной энергетики решились Л. П. Веретснниковым, И, А. Рябпнипым и др.
   Работу по обоснованию нелинейного подобия и задачах строительной меха​ники провел В. Б. Геронимус, давший ряд предложений по осуществлению не​линейного подобия. А. В. Чичинадзе, Э. Д. Браун и другие провели исследова​ния по моделированию трения и износа, создав в этой области новое научное направление. Оригинальная постановка задачи о нелинейном подобии и модели​ровании принадлежит В. М. Брейтману, предполагавшему обойти возникающие при этом трудности, установив сначала условия подобия в «малом», т. е. рас​пространив положения подобия на дифференциальные соотношения, при которых всегда будет иметь место линейность. Далее, проинтегрировав полученные для «малого» критерии подобия, можно создать новые системы (новые пространст​ва), «интегральные в целом», и, исследуя их, получить определенные характери​стики исходных нелинейных систем.                                        Высказывались интересные соображения о возможности получения подобия на   основе  системы  физических  величин,    которая   базируется   только   на  двух основных  единицах — длине  и  времени,  рассматриваемых  каждая  в  трех  координатах (Д. Браун, Ди-Бартини и др.).
В настоящее время актуальнейшей проблемой является развитие теории подобия применительно к задачам больших, сложных,  неоднородных систем.
Все сказанное ранее относилось к общей теории подобия и моделированию. Однако следует отметить, что аналоговое моделирование с его особенностями стимулировало самостоятельные теоретические разработки. К ним надо отнести опубликованную еще в 1922 г. Н. Н. Павловским теорию электрогидродинами​ческих аналогий (так называемую теорию ЭГДА). Этой работой были заложены основы математического моделирования различных полей в сплошных средах. Дальнейшему развитию электромоделирования способствовала работа С. А. Гершгорина (1926 г.), предложившего применять электрические сетки для решения большого класса задач гидродинамики, теплопередачи, теории упругости, элект​рических, магнитных полей и т. д. Теория электрической сетки используется при  создании специальных приборов — электроинтеграторов, составленных из пас​сивных электрических элементов. Большие работы по теории моделирования раз​личных полей проводил начиная с 1936 г. Л. И. Гутенмахор. Много внимания он уделял теории моделей, содержащих актинпые элементы, источники энергии, усилители. Эти модели основаны на электромеханических аналогиях, которые сначала разрабатывались для внедрения в механику методов анализа электри​ческих цепей. Далее с помощью электромеханических аналогий стали изучаться самые различные динамические системы. Математическое моделирование, осно​вывавшееся сначала исключительно на моделях - аналогах, начало пере​ходить к структурным моделям. В них, не подыскивая аналога всему изучаемому процессу, непрерывно воспроизводят отдельные математические опе​рации, соответствующие тем, которые указаны п подлежащем решению исходном уравнении. Исследования полей стали проводить на моделях, выполненных в виде твердых или жидких проводников специально подобранной конфигурации. К ним относятся, например, так называемые электролитические ванны, создание которых потребовало разработки конструкций и некоторых теоретических положений. В ратработке методов аналогового моделирования участвовали Г. Е. Пу​хов, М. Ю. Юрьев, Г. А. Гамбурцев, И. М. Тетельбаум, Н. В. Корольков, П М. Чсголин и др.
    Математическое подобие и моделирование, ранее рассматривавшиеся только как синоним аналогового подобия и моделирования, приобрели самостоятельное значение. Здесь одно направление начало разви​ваться   от   понятий   о    подобии   дифференциальных   уравнений,   математически преобразовываемых к одинаковому, или в том или ином смысле эквивалентному, виду. Другое направление было стимулировано развитием техники ЭВМ, потре​бовавшим установления эквивалентных программ подобия алгоритмов, критериев объединения групп вычислительных машин в подобные комплексы (А. Н. Лебе​дев, П. А. Табаке и др.). Начало разрабатываться и сближаться с теорией по​добия так называемое условное (эквивалентное) подобие, при котором объекты или явления группируются по некоторым характерным призна​кам. Эквивалентное подобие алгоритмов и самообучающихся моделей стало связываться с построением управляющих машин (В. Т. Кулик и др.).
   При решении ряда физических задач стали применяться различного рода математические приемы, примыкающие к методам моделирования, например кон​формные отображения, впервые упомянутые как основа для установления подо​бия еще в работах Д. Максвелла (1881 г.) и позднее нашедшие развитие в. работах Н. Е. Жуковского, Н. Н. Павловского, Р. Ферстера, П. Ф. Фильчакова, Ю. Г. Толстова и др. Ряд исследований ведется в отношении методологии мате​матического и аналогового моделирования электрических систем (Д. А. Городский, П. С. Жданов, Д. И. Азарьев, Н. И. Соколов, И. А. Груздев и др.). В ре​зультате этих работ появляются расчетные столы при различном представлении на них элементов электрических систем. Так, генераторы представляют или в виде источников э. д. с, величина и фаза которых изменяются оператором, или в виде автоматических расчетных моделей (самоуправляющихся станций), иногда неудачно называемых динамическими. Были созданы новые типы расчетных столов, на которых моделируемая система с ее генераторами и двигателями представляется на структурной аналого​вой модели. Весьма удачными оказались установки для изучения переходных процессов, сочетающие принципы аналогового подобия и математического моделирования, на ЭВМ. Среди различных конструкций этого типа можно упо​мянуть гибридные универсальные машины (фирма «АІІІ» — США), расчетные модели («Haleb» — Япония), установку «Дельта», созданную во ВНИИЭ Я. Н. Лугинским, и др. В связи с этим актуальным стало нахождение лучших способов преобразования уравнений системы, подлежащей исследованию.
    Как видно из сказанного, в понятия подобия и модели​рования вкладывается несравненно более широкое содержание, чем это было раньше. В современных научных исследованиях под моделью стали пони​мать также и совокупности различных гипотез, позволяющих не только получать наглядное описание уже известных качеств изучаемого предмета, но и предска​зывать новые. В этом смысле говорят о мысленных моделях, например моделях строения ядра и т. д. Появилось понятие информационного моделиро​вания, не воспроизводящего изучаемый объект, но определенным образом соби​рающего сведения о нем и систематизирующего их так, чтобы можно было не только описывать известные свойства, но и предсказывать поведение объекта в различных условиях. При таком подходе мозг человека может рассматриваться как универсальная информационная модель. Эта «модель» осуществляет не только статическое освоение поступающей информации, но и динамически преобразует ее, развивая в соответствии с заложенными в ней возможностями. В ряде работ (В. М. Глушкова и др.) подчеркивается, что в универсальности мозга человека заключается одна из важнейших сторон его  способности к безграничному познанию окружающего мира. В этом аспекте современные ЭВМ стали с методологической точки зрения рассматриваться как инструмент информационного моделирования, поскольку в них может накапли​ваться и динамически перерабатываться любая информация. В научном познании большое значение приобрело кибернетическое моделирование, которое не стремится к выявлению какого-либо сходства в отношении внутренних свойств моделируемых объектов. При таком моделиро​вании, разрабатываемом применительно к большим техническим системам В. А. Вениковым, О. А. Сухановым, В. А. Щербиной и др., признаком по​добия служит наличие изофункционализма, т. е. одинаковых функций на вхо​дах и выходах некого «черного ящика». Модель, так же как и оригинал, при кибернетическом моделировании реагирует на внешние воздействия; исследуемые функциональные   зависимости   служат   определенным    выражением    сущности объекта, однако внутренний причинный механизм связи явления с его сущностью при кибернетическом моделировании может быть неизвестен.
    В ряде общеметодологических работ (И. Б Попик, В. А. Штофф, Г. Клаус  и др ) подчеркивается, что моделирование является определенной ступенью в развиши научного познания на пути его углубления oт внешнего к внутреннему, от явления к сущности, от явления более простого к явлениям более сложным. Рассмотрение вопросов синтеза знания в свете метода моделей оправдывается тем, что моделирование не только способствует созданию единого языка науки, но и отражает в конечном счете внутреннее содержание моделируемых явлений. А это позволяет подойти к проблеме научных знаний, исходя из материалисти​ческого принципа — единства природы.
     Теория подобия и теория моделировании, как это указывалось выше, по сути дела, являются методологией экспери​мента. Они указывают, как ставить эксперимент и как обрабатывать его данные, чтобы получить результат, не только достоверный и данном частном случае, но и распространяющийся на группу подобных явлений. Однако теория эксперимента развивалась и развивается еще по двум направлениям. Одно из них можно назвать обработкой данных и характеризовать как методику расчета и построения достоверных характеристик на основе опытных данных, неизбежно имеющих погрешности, отражающиеся, в частности, в «разбросе» опытных точек. Другое направление, называемое теорией планирования экспериментов, можно определить как методику проведения наблюдений за явлениями (пассивный эксперимет) и одновременно такую стимуляцию изучаемых явлений (активный эксперимент), которая позволила бы наиболее быстро, с меньшим числом опы​тов найти наиболее характерные зависимости или точки (активный — экстремаль​ный эксперимент).
   Первое направление, связанное с именем Лагранжа и других уче​ных, развивалось с начала XIX в. и получило широкое применение при такой обработке результатов измерений, при которой учитывается их статистический ха​рактер и обеспечивается наилучшее приближение к истинным значениям пара​метров по результатам измерений, имеющих различные ошибки, в том числе случайные.  Эти  ошибки должны  исключаться  соответствующими  методами.
     Второе направление появилось в 40—50-х годах ХХ века. Начало ему поло​жили работы Фишера, Бокса и Уильсона и многих других исследователей. К их числу надо отнести и ряд работ отечественных авторов (В. В. Налимова, Г. К. Круга, Ю. П. Адлера и др.). В разрабатываемых при этом проблемах цент​ральное место заняли вопросы организации опытов при учете не одного, как это делалось раньше, а многих влияющих факторов. Такой многофакторный эксперимент должен проводиться согласно четкой схеме, предусматриваю​щей, в частности, экстремальный и вероятностный подходы к исследованиям.
     Экстремальный подход, направленный на быстрое выявление наиболее су​щественных характеристик и их точек, предлагает проводить опыты в любой сложной, нелинейной системе, сначала находя линейное ее приближение. При этом зависимости, отражающие малые участки изучаемой функции, линеаризуются, экспериментальные точки выбираются и изменяются «по градиенту». Затем учитывается, что выявляемые соотношения в действительности нелинейны и долж​ны представляться полиномами высоких порядков.
    Вероятностный подход к учету влияющих факторов и теории планирования эксперимента оказался существенно отличным от принятого при обработке данных пассивного эксперимента. При активном эксперименте исследователь не преодолевает случайные — вероятностные — ситуации, а, напротив, искусственно создает их. Так сформировалась новая идея расширения возможностей опыта, отраженная в специально разработанных приемах, а также опубликованная в многочисленных трудах по теории эксперимента, получившая название рандомизации.
     Таким образом, для второго направления оказались наиболее существенными активность эксперимента, его многофакторность, а также стратегия   проведения опытов,  при  которой выявляются   характерные   для   данных   явлений   точки  в условиях искусственно созданных вероятностных ситуаций.
   Из сказанного следует, что установление подобия явлений, различные пути их моделирования, обработка результатов экспериментов, планирование экспери​ментов — все это, по сути дела, единая методология эксперимента. Правда, в настоящее время это единство плохо отражено в практике исследователей и в литературе. Так, в работах по теории планирования эксперимента обычно даже не упоминается о теории подобия, о возможности и целесообразности обобщен​ного представления результатов опытов в виде взаимозависимостей критериев подобия. В свою очередь несомненно, что постановка исследований с помощью моделей — моделирование — должна была бы при проведении опытов ориентироваться на активные эксперименты, используя теорию их планирования. Необходим синтез этих направлений.
     Практика моделирования, в которой эта теория пока недостаточно исполь​зуется, имеет свою многовековую историю, восходящую к XV в., к уже упоми​навшимся именам Леонардо да Винчи и Галилея. Эти ученые применяли методы моделирования в самой простейшей форме, обосновывая их прямой аналогией и наглядными соотношениями.
Теоретическая обоснованность методов моделирования непрерывно развива​лась (рис. 1).
     Ньютоном, Фурье и Бертраном были заложены начала современ​ной теории подобия, сформулированы основные положения, касающиеся поста​новки опытов на моделях. С середины XIX в. успехи моделирования были связаны с развитием физических, технических, экономических наук.   Проникновение в них методов теории   подобия   и моделирования   можно условно характеризовать кривой А, показывающей,  как эти методы все больше и больше служили основой экспериментального изучения сложных систем. Однако в ряде научных областей, например в биологии, медицине, химии и др., моделирование не получило пока еще ни достаточно полного теоретического обоснования,  ни того широкого развития, в котором эти дисциплины   нуждаются. 
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Рис. 1. Развитие методов моделирования

      Со​временное развитие моделирования   в   этих   областях   можно   характеризовать участком   1—1   кривой  В.  Модель  при  этом  рассматривается   пока  только  как нечто внешне или в лучшем случае функционально похожее на оригинал. Таковы, например, модели мыши и черепахи,   созданные   Шеноном   и Уолтером. Эти кибернетические модели не воспроизводят каких-либо физических или физиоло​гических процессов и не отражают количественных соотношений, но дают внеш​нюю  похожесть функций. Модели,   например,   отыскивают   себе   «пищу»    (для моделей это магнит или источник света), запоминают к ней дорогу, т. е. качест​венно   (без количественных соотношений)   моделируют   некоторые   функции живого организма. В рассматриваемых моделях Шеннон   и Уолтер как бы возвращаются   (разумеется, на новом уровне)   к представлениям   Леонардо да Винчи, воспроизводя в своих моделях некоторые функции живых существ. Мо​дели отражают взаимодействие живого организма с внешней   средой, его спо​собность реагировать на те или иные   раздражения.   Однако   реальные   живые существа и их поведение значительно   сложнее.   Они   определяются   не   только внешними  условиями   и   функциональными   связями.   Живые   существа,   кроме того, концентрируют, перерабатывают и воспроизводят при размножении поток информации, как приобретенной в ходе индивидуального  развития, так и полу​ченной от предков,   т. е.   информации,   накопленной   в   процессе   исторического развития вида.
    Метод, который был основным при моделировании сложных процессов, отличался функциональным подходом к задачам. Однако при моделировании «живого» необходимо учесть, что функциональный подход выделяет только свойства отдельной стороны изучаемого сложного явления. А у последнего имеется множество функций, отраженных в ряде про​цессов. Можно получить в модели многофункционального явления схожие по отдельным функциям процессы, не имея подобия в целом, подобия во всей сово​купности функций.
    Но даже при таком ограниченном подходе современное биологическое моде​лирование все еще несовершенно из-за отсутствия тех количественных характе​ристик, которые придали бы ему большую определенность, ввели его в общее русло единых и целенаправленных методов моделирования.
     К сожалению, изучая живую природу с помощью физических методов, иссле​дователь пока не всегда может найти достаточно надежные математические соотношения между параметрами и зафиксировать с их помощью те физические или физико-химические законы, которые управляют сложной живой системой. Однако не следует делать вывод, что в биологическое моделирование нельзя ввести математические критериальные соотношения. В задачах медицины моде​лирование, применяя вычислительные машины, перешло от первых опытов к решению практических задач, выявили возможности применения моделирования в генетике, во всяком случае в том ее разделе, который получил название инженерной генетики. Таким образом, действительно можно ожидать, что аллюр кривой В (рис. 1), отражающий моделирование в историческом плане и прогнозирующий его будущее, далее будет очень быстрым (отре​зок 1—2).
     Возвращаясь вновь к кривой А (рис. 1), можно заметить, что столь успеш​но и, казалось бы, эффективно совершенствовавшиеся методы моделирования далеко не сразу получили признание; как правило, они встречались сначала недоверием. Здесь поучительным историческим примером недооценки роли моде​лирования может служит гибель броненосца «Кэптен», построенного в 1870 г. В то время английские ученые-кораблестроители Фруд и Рид создали теорию моделирования кораблей, кстати сказать, потом существенно развитую в нашей стране акад. А. Н. Крыловым. На основе экспериментов на моделях теория про​исходящих явлений уточнялась и давала полную картину поведения «натуры». Исследования модели показали, что броненосец должен опрокинуться даже при небольшом волнении. Специалисты Адмиралтейства не сочли моделирование серьезным доказательством. При выходе в море «Кэптен» перевернулся и 523 моряка погибли. Мемориальная доска, установленная в Лондоне, символизирует осуждение лордов Адмиралтейства, не поверивших ученым и их опытам с «игрушечной моделью». 
   Не столь трагичная, но неприятная совершенная ошибка, потребовала смены всех окон нового 60-этажного здания в г. Бостоне (США) и обошлась в 7 млн. долл. Как надо переделать окна, указали тщательные испы​тания модели здания в аэродинамической трубе, выявившие особенности ветро​вых нагрузок на стены и указавшие, как исправить просчет проектировщиков, своевременно не прибегших к моделированию. Однако, несмотря на случаи недоверия, а иногда даже и противодействия внедрению, методы моделирования давно стали применяться во многих областях техники. Их применил, например, при сооружении железнодорожных мостов Д. И. Журавский. Ранее для опреде​ления размеров составных частей ферм мостов применялись упрощенные приемы и все раскосы и тяжи каждой фермы моста делались одного и того же размера. Выводы о том, что их нагрузки неодинаковы, сначала казались неправдоподоб​ными и были проверены на модели из металлической проволоки. На этой модели оказалось возможным, проводя смычком от скрипки по проволокам моде​ли, расположенным вблизи опоры фермы, получать более высокий тон, чем на проволоках, расположенных в середине; следовательно, оказалось ясно, что первые нужно натянуть значительно сильнее вторых.
    Моделирование широко применялось в строительстве и артиллерии (В. Л. Кирпичев), а далее при изучении работы самых различных технических установок, гидравлических сооружений, строительных конструкций. На моделях стали изучать течение водных потоков, различные гидродинамические явления, происходящие при мощных взрывах, и даже явления, происходящие при земле​трясениях (имитируя с помощью специальной вибрационной платформы коле​бания земной поверхности). При этом для отработки антисейсмичности конст​рукций модель иногда имеет далеко не маленькие размеры: площадь ее достигает 20 м2, а вес конструкции доходит до 30 тс.
   Модель дает возможность наблюдать такие явления, как извержение вулкана, возникновение и исчезновение горных систем. Модели гор при этом выполня​ются из фотоупругих материалов, которые при сжатии окрашиваются. По цвету того или иного участка можно судить о величинах приложенных сил и их рас​пределении. Такие эксперименты позволяют в ряде случаев получить практически важные сведения, например установить, где заложены полезные ископае​мые, и т. д.
    Рассматривая моделирование в историческом разрезе, можно заметить, что, хотя теоретическое обоснование условий подобия шло от физики и физиче​ского моделирования, в дальнейшем при развитии аналогового, а затем и математического моделирования о их физическом проис​хождении стали забывать. Этому способствовало и то обстоятельство, что ана​логовые модели стали применяться давно, выступая в качестве некоторых на​глядных образов изучаемых объектов. Поскольку именно механические модели обладали наибольшей наглядностью, то появилось стремление все немеханиче​ские явления сводить к механическим, более привычным и более изученным. Уже в XVIII в. физики для объяснения электрических и оптических явлений ввели механические модели в виде колебаний некой «эфирной материи». Максвелл, широко применявший модели для объяснения электромагнитных явлений, под​черкивал не только наглядность, которую дает модель, но и ее гипотетические свойства, позволяющие объяснить механизм явления до выработки достаточно зрелой теории. Например, такими моделями, основанными на аналогии между свойствами электромагнитных процессов и свойствами несжимаемой жидкости, стали модели и уравнения электромагнитного поля, вытекающие из механических аналогий, и т. д. Э. Резерфорд, экспериментально получив данные о наличии ядра в атомах, выдвинул смелую гипотезу об аналогии атома и солнечной системы, создав свою знаменитую планетарную модель атома и многие другие модели. Можно было бы привести еще много примеров, когда в практике науч​ного исследования наряду с физическими моделями, воспроизводящими проте​кание процессов в других масштабах, появлялись модели иллюстративно-методические  (моделирование    жидкостью   электромагнитных    явлений)    и   модели эвристические,  предназначенные   для   первоначального,   хотя   бы   и   неполного, объяснения физических явлений. Все эти модели в той или иной степени обычно имели сходство в математическом описании происходящих процессов. На таких моделях  широко  воспроизводились  аналогии  между  законами,   выражающими различные физические явления. Например, на электрической модели, представля​ющей закон Ома, стали изображать закон Фурье для теплового потока и закон Дарси для фильтрации жидкости. Такой подход заложил основы   современного аналогового моделирования.  В дальнейшем, когда  развитие физических знаний пошло по пути все большей математизации и уменьшения наглядности, возмож​ность  механического представления  физических процессом стала  уменьшаться и даже иногда исключаться. Эта ненаглядность стала рассматриваться некоторыми физиками как неизбежная плата за   интеллектуальный   выигрыш,   связанный   с пониманием. Изложенные ранее точки зрения о научных   теориях как логиче​ских построениях,  основанных на  отвлеченных  аксиомах,  тоже  в  той или иной мере  связаны   с концепцией   ненаглядности.   Однако   в   действительности   это означает, что не моделирование и не модели становятся ненужными, а подход к их  применению требует   определенных   обобщений.   При   решении   конкретных задач, выдвигаемых научной практикой,   и особенно   при   решении   технических задач значение модели не уменьшается, а возрастает.   В теоретической   (в том числе современной)   атомной физике с ее глубокой математизацией   аналоговое моделирование оказалось   полезнейшим   инструментом   при   изучении   ядерных превращений. Так, Нильс Бор, изучая механизм передачи энергии в атоме, пред​ложил в качестве модели возбужденного ядра  атома подогретую каплю:  ока​залось, что можно сопоставить испарение и радиоактивность. Ведь в ядре тоже есть силы, цементирующие между собой его части. И прежде чем нейтрон, про​тон или альфа-частица вылетят наружу, они должны преодолеть  эти силы. Так появилась мысленная   модель   атома,    которую   Бор,   стремясь   к   еще большей наглядности, дополнил моделью вещественной. В чашеобразное углуб​ление стола он поместил стальные шары. Сами собой они не могли оттуда выка​титься. Но если послать в углубление еще один шар, то все остальные начинали очень быстро двигаться в чаше, а иногда один из них выскакивал наружу. Та​кая модель-аналог, несмотря на простоту, помогла при описании цепной реакции. Пользуясь ею,  удалось,  например,   получить  вывод  о  возможности   самопроиз​вольного распада тяжелых ядер; далее были указаны гипотетические свойства изотопа урана-235 с нечетным числом протонов   и нейтронов   (вероятность   его деления гораздо выше, нежели более распространенного урана-238). Оба пред​сказания вскоре блестяще подтвердились.
    Иногда говорят: «Аналогия — не доказательство», «Модели нельзя верить»... Но в действительности исследователи никогда и не стремятся только  таким путем  доказать что-нибудь. Здесь вполне достаточно того, что уловленное сходство дает могучий импульс творчеству и указывает, по какому пути идти в поисках решения. Аналогия способна скачком выводить мысль на  новые, неизведанные орбиты, и безусловно правильно положение о том, что аналогия, если обращаться с ней с должной осторожностью, — наиболее   простой  и понятный путь от старого к новому. Но всякая   аналогия   имеет   определенные   границы.  Истинно новое никогда не содержится в старом, и, познавая законы природы, следует учиться видеть не столько старое   в новом,   сколько   новое   в старом. 
     К настоящему времени, когда вычислительные машины усовершенствовались и стали обладать огромным быстродействием и памятью,  математическое моде​лирование получило мощный инструмент. Появилась возможность решать многие недоступные ранее задачи. Однако, чтобы найти отнегы на поставленные вопро​сы, требуется не одно решение, а целая цепочка промежуточных решений. Пути решения здесь неоднозначны и   цели можно   достигнуть,    только   просматривая разные решения. Одних математических методов и совершенной вычислительной техники недостаточно. Неизбежно в сложных ситуациях,   таких, как,   например, глобальное планирование в масштабах отрасли или государства,  планирование военных и политических акций, создание систем социальных мероприятий и т. д., привлечение к решению интуитивного фактора. Поэтому вместе с математическими и экономико-математическими стали развиваться и эвристические методы, цель которых—-использование опыта и таланта человека. Объединив возмож​ности, скрытые в человеческом интеллекте, со способностью вычислительной машины быстро выполнять логические и арифметические операции, можно полу​чить так называемую имитационную математическую модель. Эта модель пред​ставляет собой совокупность математической модели, имитирующей изучаемый (или планируемый) экономический, производственный или какой-либо другой процесс, группы экспертов, участвующих в планировании, и специального мате​матического обеспечения, позволяющего экспертам вести диалог с машиной и между собой.
    Математическая цифровая модель может выдавать информа​цию человеку не только в виде таблиц с записями рядов цифр, но и в удобной, более наглядной форме. Это могут быть, например, графики, объемные представления. Обратная связь машины и человека может осуществляться очень просто и наглядно — с помощью маркера, что позволяет непрерывно корректировать вводимую в ЦВМ информацию.
Область применения математически формализованных моделей все время расширяется: в экономике, биологии, медицине, исторических и других общест​венных науках, т. е. в самых разнообразных процессах. Однако оказалось, что, как правило, описание такого рода процессов незамкнуто, в моделях при​сутствуют «свободные параметры» или функции, которые не определены. Дру​гими словами, такие процессы должны управляться человеком и возникает проблема моделирования комплекса «человек — машина» с отражением в нем «модели человеческих функций». Таким образом, сложность и комплексность объектов, которые могут изучаться методами моделирования в технике, практи​чески не ограничены. Модели этих объектов выполняются физическими и мате​матическими, а также комбинированными. Все крупные сооружения  исследовались и исследуются  на моделях. Например, гидроэнергетические объекты (плотины, каналы, гидротурбины для таких станций, как Волжская ГЭС им. В. И. Ленина, Волгоградская ГЭС, Братская ГЭС, Красноярская ГЭС, Асуан​ская ГЭС в АРЕ и др.) исследовались на физических моделях, изображающих в уменьшенном масштабе эти грандиозные сооружения. Большое значение для сооружения электрических систем и дальних электропередач имеют исследования их режимов на физических моделях, создаваемых в стадии проектирования и позволяющих проверить теоретические положения, лежащие в основе расчетов, и действие различных регулирующих устройств, аппаратуры, релейной защиты и т. д. При создании и совершенствовании межконтинентальных и космических ракет на физических моделях успешно проводятся исследования аэродинами​ческих свойств ракет, влияния ионизации воздуха впереди головной части раке​ты и т. д.
     Широко распространенные специальные модели, обычно выполняемые в виде сочетания физической и математической моделей с натурными приборами, применяются для наладки приборов управления и тренировки персонала, управ​ляющего различными сложными объектами. В первом случае эти модели называются испытательными стендами, а во втором — тренажерами. Тренажеры применяются для обучения различного эксплуатационного персонала; особое значение они имеют при подготовке летчиков, подводников, космонавтов. Тренажеры находят применение и при подготовке персонала для энергосистем.
   Обычно приборы и органы управления в тренажерах сохраняются нормаль​ными, применяемыми в практике. Воздействие на эти приборы преобразуется в импульсы, моделирующие поведение управляемого объекта. Например, тренаже​ры для летчиков воспроизводят у обучаемого все физические ощущения, связан​ные с полетом в любом направлении, подъемом, спуском.
   Моделирование очень важно еще и для того, чтобы опередить практику. В качестве примера такого опережающего действия моделирования можно при​вести следующие факты. Когда первая в мире электропередача 500 кВ только проектировалась — на модели уже была изучена ее работа, первый пассажирский сверхзвуковой самолет еще только создавался, а его будущие пилоты уже про​водили тренировки по управлению машиной. «Водить» еще не построенный са​молет они учились на модели-стенде. Он   являлся   копией   кабины   летчиков со всеми приборами, устройствами управления и связи. Имелся также пульт, с которого инструктор мог задавать условия «полета»   и контролировать   действия экипажа.   Телевизионная   аппаратура,    магнитофоны,    блоки   имитации   тряски предназначались для создания соответствующей «летной» обстановки.
Мозгом модели-стенда является вычислительная машина, решающая диффе​ренциальные уравнения движения самолета. В процессе работы электронные модели по необходимости вклют магнитофоны, блоки имитации тряски и т. д.
   Многообразно применение моделирования в военной технике. Физи​ческое моделирование военных действий — это хорошо известные маневры, в которых моделируются применение оружия и взаимодействие с противником. В математических моделях для имитации процессов управления войсками при​меняют вычислительные машины, в которые поступают данные математического описания боевых действий. При этом используются методы теории вероятности, случайных процессов, игр, массового обслуживания, а также линейного и нели​нейного программирования.
    Особое значение приобрело моделирование биологических и физиологических процессов. Так, создаются протезы тех или иных органов человека, управляемые биотоками. Разрабатываются установки, моделирующие условия, необходимые для развития живых тканей и организмов.
    Некоторые функции человеческого мозга и нервной системы моделируются с помощью специальных моделей (функциональных или, как их иначе называют, кибернетических). Не отражая внутренней структуры объекта, такие модели в определенных условиях воспроизводят его функции. Например, модели сердца и легких, выполняющие некоторые функции этих органов, применяются во время операций.
    Большое развитие получила новая наука — бионика, в которой значитель​ную роль играет кибернетическое — функциональное — моделиро​вание живых организмов, осуществляемое средствами современной электроники. Интересной возможностью физического моделирования является использова​ние в качестве модели живого организма быстроразмножающихся организмов, например на мухах можно проследить влияние космического полета на условия жизни и, сопоставив эти условия с родственным поколением, находящимся на Земле, получить модель для проверки так называемой биологической теории относительности.
   Перечень осуществленных моделей и возможностей моделирования можно было бы еще расширить. Однако это не входит в задачи настоящего раздела, в котором краткая характеристика развития методов теории подобия и осуществ​ления различных моделей давалась преимущественно в историческом плане для общей оценки состояния и возможностей метода.
    В заключение еще раз подчеркнем познавательную роль мо​дели и моделирования при решении задач, связанных с синтезом наук. Моде​лирование, рассматриваемое в гносеологическом плане, не только отражает общность единичных явлений внутри какой-либо области исследо​ваний, но помогает найти и отразить то общее, что имеется в разных областях, и объединить эти различные области. Модель, моделирование и теория подобия являются важными факторами в процессе построения общей теории (основанной на базе отдельных гипотез и теорий) и в конечном счете создания научной дис​циплины -  «Обобщенная теория моделирования».
    Обобщенная теория моделирования, таким образом, могут существенно облег​чать выявление того общего, что имеется в разных науках По мере развития метода моделирования формы моделей видоизменяются и обобщается трактовка получаемых с их помощью результатов.
     Сказанное подтверждает данное выше определение моделирования, которым является любой метод опосредствованного практического или теоретиче​ского, мысленного или опытного оперирования объектом. При этом используется вспомогательный промежуточный искусственный или естественный «квазиобъект», находящийся в каком-либо объективном соответствии с познаваемым объектом и называемый моделью. Основным свойством и характерным признаком модели является то, что она способна замещать объект на определенных этапах и давать при исследовании информацию о нем.
    Моделирование, таким образом, требует объективного соответствия с изучаемым  объектом и возможности замещения его не всегда и во всем, а только на определенных этапах исследования. Модель, какой бы она ни была, должна обладать способностью в ходе исследования давать некоторую, допускающую проверку информацию. Моделирование требует формулировки некоторых правил перевода информации, полученной при изучении на модели, в информацию о самом моделируемом объекте. Эти правила в конечном счете ведут к требованию соответствия математических соотношений (критериев подобия) у модели и оригинала.
1.7. Классификация видов моделирования систем
    Перейдем теперь к классификации методов моделирова​ния, необходимой как для общей оценки методов, так и для их практического использования. Сразу же заметим, что, к сожалению, нет не только единой, общепринятой классификации методов моде​лирования, но нет и единых определений понятия модели. Это объ​ясняется прежде всего многообразием конкретных форм моделиро​вания, используемых в общетеоретических, научных, технических и других разработках и исследованиях. Принимая за исходное более или менее общее определение, приведенное ранее, можно в качестве основной классификации принять схему, представленную на рис. 1, сводящую воедино различные точки зрения и подходы, имеющиеся в литературе, и по возможности их согласовывающую.
    Классификация видов моделирования может быть проведена по разным основаниям. Модели можно различать по ряду признаков: характеру моделируемых объектов, сферам приложения, глубине моделирования. Рассмотрим 2 варианта классификации.                                Первый вариант классификации. По глубине моделирования методы моделирования делятся на две группы: материальное (предметное) и идеальное моделирование. Материальное моделирование основано на материальной аналогии объекта и модели. Оно осуществляется с помощью воспроизведения основных геометрических, физических или функциональных характеристик изучаемого объекта. Частным случаем материального моделирования является физическое моделирование.
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Рис. 1. Классификация методов моделирования
Частным случаем физического моделирования является аналоговое моделирование. Оно основано на аналогии явлений, имеющих различную физическую природу, но описываемых одинаковыми математическими соотношениями. Образец аналогового моделирования – изучение механических колебаний (например, упругой балки) с помощью электрической системы, описываемой теми же дифференциальными уравнениями. Так как эксперименты с электрической системой обычно проще и дешевле, она исследуется в качестве аналога механической системы (например, при изучении колебаний мостов).
    Идеальное моделирование основано на идеальной (мысленной) аналогии. В экономических исследованиях (на высоком уровне их проведения, а не на субъективных желаниях отдельных руководителей) это основной вид моделирования. Идеальное моделирование, в свою очередь, разбивается на два подкласса: знаковое (формализованное) и интуитивное моделирование. При знаковом моделировании моделями служат схемы, графики, чертежи, формулы. Важнейшим видом знакового моделирования является математическое моделирование, осуществляемое средствами логико-математических построений.
Интуитивное моделирование встречается в тех областях науки и практики, где познавательный процесс находится на начальной стадии или имеют место очень сложные системные взаимосвязи. Такие исследования называют мысленными экспериментами. В экономике в основном применяется знаковое или интуитивное моделирование; оно описывает мировоззрение ученых или практический опыт работников в сфере управления ею.
     Второй вариант классификации. В соответствии с классификационным признаком полноты моделирование делится на полное, неполное и приближенное. При полном моделировании модели идентичны объекту во времени и пространстве. Для неполного моделирования эта идентичность не сохраняется. В основе приближенного моделирования лежит подобие, при котором некоторые стороны реального объекта не моделируются совсем. Теория подобия утверждает, что абсолютное подобие возможно лишь при замене одного объекта другим точно таким же. Поэтому при моделировании абсолютное подобие не имеет места. Исследователи стремятся к тому, чтобы модель хорошо отображала только исследуемый аспект системы. Например, для оценки помехоустойчивости дискретных каналов передачи информации функциональная и информационная модели системы могут не разрабатываться. Для достижения цели моделирования вполне достаточна событийная модель, описываемая матрицей условных вероятностей ||рij|| переходов i-го символа алфавита j-й.                                                В зависимости от типа носителя и сигнатуры модели различаются следующие виды моделирования: детерминированное и стохастическое, статическое и динамическое, дискретное, непрерывное и дискретно-непрерывное. Детерминированное моделирование отображает процессы, в которых предполагается отсутствие случайных воздействий. Стохастическое моделирование учитывает вероятностные процессы и события.                                                                                                 Статическое моделирование служит для описания состояния объекта в фиксированный момент времени, а динамическое - для исследования объекта во времени. При этом оперируют аналоговыми (непрерывными), дискретными и смешанными моделями.                                    В зависимости от формы реализации носителя моделирование классифицируется на мысленное и реальное. Мысленное моделирование применяется тогда, когда модели не реализуемы в заданном интервале времени либо отсутствуют условия для их физического создания (например, ситуация микромира). Мысленное моделирование реальных систем реализуется в виде наглядного, символического и математического.                                                                     Для представления функциональных, информационных и событийных моделей этого вида моделирования разработано значительное количество средств и методов. При наглядном моделировании на базе представлений человека о реальных объектах создаются наглядные модели, отображающие явления и процессы, протекающие в объекте. Примером таких моделей являются учебные плакаты, рисунки, схемы, диаграммы. В основу гипотетического моделирования закладывается гипотеза о закономерностях протекания процесса в реальном объекте, которая отражает уровень знаний исследователя об объекте и базируется на причинно-следственных связях между входом и выходом изучаемого объекта. Этот вид моделирования используется, когда знаний об объекте недостаточно для построения формальных моделей. Аналоговое моделирование основывается на применении аналогий различных уровней. Для достаточно простых объектов наивысшим уровнем является полная аналогия. С усложнением системы используются аналогии последующих уровней, когда аналоговая модель отображает несколько (или только одну) сторон функционирования объекта. Макетирование применяется, когда протекающие в реальном объекте процессы не поддаются физическому моделированию или могут предшествовать проведению других видов моделирования. В основе построения мысленных макетов также лежат аналогии, обычно базирующиеся на причинно-следственных связях между явлениями и процессами в объекте.                                     Символическое моделирование представляет собой искусственный процесс создания логического объекта, который замещает реальный и выражает его основные свойства с помощью определенной системы знаков и символов. Если ввести условное обозначение отдельных понятий, т.е. знаки, а также определенные операции между этими знаками, то можно реализовать знаковое моделирование и с помощью знаков отображать набор понятий - составлять отдельные цепочки из слов и предложений. Используя операции объединения, пересечения и дополнения теории множеств, можно в отдельных символах дать описание какого-то реального объекта.                                         Математическое моделирование - это процесс установления соответствия данному реальному объекту некоторого математического объекта, называемого математической моделью. В принципе, для исследования характеристик любой системы математическими методами, включая и машинные, должна быть обязательно проведена формализация этого процесса, т.е. построена математическая модель. Вид математической модели зависит как от природы реального объекта, так и от задач исследования объекта, от требуемой достоверности и точности решения задачи. Любая математическая модель, как и всякая другая, описывает реальный объект с некоторой степенью приближения. Для представления математических моделей могут использоваться различные формы записи. Основными являются инвариантная, аналитическая, алгоритмическая и схемная (графическая).                                                                                          Инвариантная форма - запись соотношений модели с помощью традиционного математического языка безотносительно к методу решения уравнений модели. В этом случае модель может быть представлена как совокупность входов, выходов, переменных состояния и глобальных уравнений системы.                                           Аналитическая форма - запись модели в виде результата решения исходных уравнений модели. Обычно модели в аналитической форме представляют собой явные выражения выходных параметров как функций входов и переменных состояния. Для аналитического моделирования характерно то, что в основном моделируется только функциональный аспект системы. При этом глобальные уравнения системы, описывающие закон (алгоритм) ее функционирования, записываются в виде некоторых аналитических соотношений (алгебраических, интегродифференциальных, конечноразностных и т.д.) или логических условий. Аналитическая модель исследуется несколькими методами: аналитическим, когда стремятся получить в общем виде явные зависимости, связывающие искомые характеристики с начальными условиями, параметрами и переменными состояния системы; численным, когда, не умея решать уравнения в общем виде, стремятся получить числовые результаты при конкретных начальных данных (такие модели называются цифровыми); качественным, когда, не имея решения в явном виде, можно найти некоторые свойства решения (например, оценить устойчивость решения). В настоящее время распространены компьютерные методы исследования характеристик процесса функционирования сложных систем. Для реализации математической модели на ЭВМ необходимо построить соответствующий моделирующий алгоритм. Алгоритмическая форма - запись соотношений модели и выбранного численного метода решения в форме алгоритма. Среди алгоритмических моделей важный класс составляют имитационные модели, предназначенные для имитации физических или информационных процессов при различных внешних воздействиях. Собственно имитацию названных процессов называют имитационным моделированием.  При имитационном моделировании воспроизводится алгоритм функционирования системы во времени - поведение системы, причем имитируются элементарные явления, составляющие процесс, с сохранением их логической структуры и последовательности протекания, что позволяет по исходным данным получить сведения о состояниях процесса в определенные моменты времени, дающие возможность оценить характеристики системы. Основным преимуществом имитационного моделирования по сравнению с аналитическим является возможность решения более сложных задач. Имитационные модели позволяют достаточно просто учитывать такие факторы, как наличие дискретных и непрерывных элементов, нелинейные характеристики элементов системы, многочисленные случайные воздействия и другие, которые часто создают трудности при аналитических исследованиях. В настоящее время имитационное моделирование - наиболее эффективный метод исследования систем, а часто и единственный практически доступный метод получения информации о поведении системы, особенно на этапе ее проектирования. В имитационном моделировании различают метод статистических испытаний (Монте-Карло) и метод статистического моделирования. Метод Монте-Карло - численный метод, который применяется для моделирования случайных величин и функций, вероятностные характеристики которых совпадают с решениями аналитических задач. Состоит в многократном воспроизведении процессов, являющихся реализациями случайных величин и функций, с последующей обработкой информации методами математической статистики. Если этот прием применяется для машинной имитации в целях исследования характеристик процессов функционирования систем, подверженных случайным воздействиям, то такой метод называется методом статистического моделирования. Метод имитационного моделирования применяется для оценки вариантов структуры системы, эффективности различных алгоритмов управления системой, влияния изменения различных параметров системы. Имитационное моделирование может быть положено в основу структурного, алгоритмического и параметрического синтеза систем, когда требуется создать систему с заданными характеристиками при определенных ограничениях. Комбинированное (аналитико-имитационное) моделирование позволяет объединить достоинства аналитического и имитационного моделирования. При построении комбинированных моделей производится предварительная декомпозиция процесса функционирования объекта на составляющие подпроцессы, и для тех из них, где это возможно, используются аналитические модели, а для остальных подпроцессов строятся имитационные модели. Такой подход дает возможность охватить качественно новые классы систем, которые не могут быть исследованы с использованием аналитического или имитационного моделирования в отдельности.                                                                                        Информационное (кибернетическое) моделирование связано с исследованием моделей, в которых отсутствует непосредственное подобие физических процессов, происходящих в моделях, реальным процессам. В этом случае стремятся отобразить лишь некоторую функцию, рассматривают реальный объект как «черный ящик», имеющий ряд входов и выходов, и моделируют некоторые связи между выходами и входами. Таким образом, в основе информационных (кибернетических) моделей лежит отражение некоторых информационных процессов управления, что позволяет оценить поведение реального объекта. Для построения модели в этом случае необходимо выделить исследуемую функцию реального объекта, попытаться формализовать эту функцию в виде некоторых операторов связи между входом и выходом и воспроизвести данную функцию на имитационной модели, причем на совершенно другом математическом языке и, естественно, иной физической реализации процесса. Так, например, экспертные системы являются моделями ЛПР. Структурное моделирование системного анализа базируется на некоторых специфических особенностях структур определенного вида, которые используются как средство исследования систем или служат для разработки на их основе специфических подходов к моделированию с применением других методов формализованного представления систем (теоретико-множественных, лингвистических, кибернетических и т.п.). Развитием структурного моделирования является объектно-ориентированное моделирование. Структурное моделирование системного анализа включает: методы сетевого моделирования; сочетание методов структуризации с лингвистическими; структурный подход в направлении формализации построения и исследования структур разного типа (иерархических, матричных, произвольных графов) на основе теоретико-множественных представлений и понятия номинальной шкалы теории измерений. Ситуационное моделирование опирается на модельную теорию мышления, в рамках которой можно описать основные механизмы регулирования процессов принятия решений. В центре модельной теории мышления лежит представление о формировании в структурах мозга информационной модели объекта и внешнего мира. Эта информация воспринимается человеком на базе уже имеющихся у него знаний и опыта. Целесообразное поведение человека строится путем формирования целевой ситуации и мысленного преобразования исходной ситуации в целевую. Основой построения модели является описание объекта в виде совокупности элементов, связанных между собой определенными отношениями, отображающими семантику предметной области. Модель объекта имеет многоуровневую структуру и представляет собой тот информационный контекст, на фоне которого протекают процессы управления. Чем богаче информационная модель объекта и выше возможности манипулирования ею, тем лучше и многообразнее качество принимаемых решений при управлении. При реальном моделировании используется возможность исследования характеристик либо на реальном объекте целиком, либо на его части. Такие исследования проводятся как на объектах, работающих в нормальных режимах, так и при организации специальных режимов для оценки интересующих исследователя характеристик (при других значениях переменных и параметров, в другом масштабе времени и т.д.). Реальное моделирование является наиболее адекватным, но его возможности ограничены.                                                                                                Натурным моделированием называют проведение исследования на реальном объекте с последующей обработкой результатов эксперимента на основе теории подобия. Натурное моделирование подразделяется на научный эксперимент, комплексные испытания и производственный эксперимент. Научный эксперимент характеризуется широким использованием средств автоматизации, применением весьма разнообразных средств обработки информации, возможностью вмешательства человека в процесс проведения эксперимента. Одна из разновидностей эксперимента - комплексные испытания, в процессе которых вследствие повторения испытаний объектов в целом (или больших частей системы) выявляются общие закономерности о характеристиках качества, надежности этих объектов. Наряду со специально организованными испытаниями возможна реализация натурного моделирования путем обобщения опыта, накопленного в ходе производственного процесса, т.е. можно говорить о производственном эксперименте. Здесь на базе теории подобия обрабатывают статистический материал по производственному процессу и получают его обобщенные характеристики. Необходимо помнить про отличие эксперимента от реального протекания процесса. Оно заключается в том, что в эксперименте могут появиться отдельные критические ситуации и определиться границы устойчивости процесса. В ходе эксперимента вводятся новые факторы и возмущающие воздействия в процесс функционирования объекта. Другим видом реального моделирования является физическое, отличающееся от натурного тем, что исследование проводится на установках, которые сохраняют природу явлений и обладают физическим подобием. В процессе физического моделирования задаются некоторые характеристики внешней среды и исследуется поведение либо реального объекта, либо его модели при заданных или создаваемых искусственно воздействиях внешней среды. 
    Физическое моделирование может протекать в реальном и модельном (псевдореальном) масштабах времени или рассматриваться без учета времени. В последнем случае изучению подлежат так называемые «замороженные» процессы, фиксируемые в некоторый момент времени.                                                                                                        Моделирование в учебной и научной практике применяется в основном для решения двух групп задач: обучения и иссле​дований, направленных на разработку или расширение теории и на отыскание ответов на практические вопросы. В задачу обучения входят вопросы применения моделей и моделирования для уясне​ния физических законов, рассмотрения действия новых разработок и установок, тренировки персонала действующих производственных объектов.
    Исследовательские задачи, решаемые с помощью моделей, мож​но разделить на четыре подгруппы:
1.  Прямые задачи анализа, при решении которых  исследуемая система задается параметрами   своих   элементов   и   параметрами исходного режима, структурой или уравнениями. Требуется опреде​лить реакцию системы на действующие силы.
2.  Обратные задачи анализа, которые по известной реакции си​стемы требуют найти силы (возмущения), заставившие рассматри​ваемую систему прийти к данному состоянию и вызвавшие данную реакцию.
3.  Задачи синтеза, иногда называемые   инверсными   задачами, чребующие нахождения таких параметров, при которых процессы в И сиеiоме будут иметь желательный по каким-либо соображениям хнр.пиер. Процессы могут быть описаны дифференциальными урав​нениями или охарактеризованы некоторыми выходными  данными.
4. Индуктивные задачи, решение которых имеет целью проверки гипотез, уточнение уравнений, описывающих процессы, происходя​щие и системе, выяснение свойств элементов. К этой же группе задач следует отнести проверку, или, как говорят, апробацию программ (алгоритмов) для расчетов на ЭВМ, что особенно необходи​мо и условиях широкого применения ЭВМ для избежания ошибок.
    Классифицируя подобие и моделирование по видам и группам, целесообразно прежде всего разделить их по признакам полноты и точности воспроизведения изучаемых процессов. Последнее особенно важно, так как теория подобия и основанное на ней модели​рование не могут с абсолютной полнотой воспроизводить все сторо​ны и детали изучаемых явлений. Абсолютное подобие может мыслиться только отвлеченно и не может быть реализовано, так как это означало бы тождество, т. е. замену одного объекта или явления другим, точно таким же. Практические цели, преследуемые при решениях научных и технических задач, требуют применения моделирования в случаях, когда модель хорошо отражает изучаемый объект (оригинал) только в отношении тех явлений или входящих в эти явления процессов, которые существенны в дан​ном исследовании, при данной постановке з а д а ч и. Таким образом, модель — это неполная копия объекта. Чтобы подчеркнуть это обстоятельство, иногда говорят, что «точная мо​дель не нужна, а слишком неточная бесполезна, при точной модели нет подобия, а есть тождество».
    Таким образом, подобие и моделирование, которые представ​ляют практический интерес, могут быть разделены на три (А, Б, В) способа (рис. 1).
      А.  Способ полного моделирования и полного подобия, при котором обеспечено подобие движения материи в основных формах ее существования, т. е. во времени и пространстве. Иначе говоря, процессы, характеризующие изучаемые явления, по​добно изменяются во времени и в пространстве. Полное подобие и сответственно полное моделирование математически характерихуются следующим соотношением параметров модели (х) и оригинала (у):
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где тj — масштабный коэффициент, который обычно является по​стоянной величиной, но в частном случае  может  быть  и переменной, зависящей от   режима,   времени   или   коор​динат пространства;
    yj — параметры системы или ее режима:
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— геометрические размеры; t — время. 
    Б. Способ неполного (частичного, локального, функцио​нального) моделирования и, соответственно, подо​бия, при которых протекание всех основных процессов, характери​зующих изучаемое явление, подобно только частично (или только во времени, или только в пространстве). В первом случае
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а во втором случае
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     При функциональном моделировании подобие устанавливается между некоторыми функциями или обобщенными характеристиками, которые в модели и оригинале имеют определен​ное соответствие.
    В. Способ приближенного моделирования, свя​занный с приближенным подобием, при котором некоторые факто​ры, имеющие незначительное влияние на протекание изучаемого (в данной постановке задачи) процесса, моделируются приближен​но или совсем не моделируются. Между некоторыми параметрами систем или некоторыми параметрами их режимов при этом может не существовать соотношений подобия и хj≠тjуj или же хj≈тjу^. Это заведомо вызывает погрешность, которая должна быть оценена тем или иным способом.
   Необходимо обратить внимание на то, что: а) приближенное моделирование может быть как полным, так и неполным; б) для при​ближенного моделирования характерно не то, что оно не дает абсо​лютного подобия оригиналу (его не даеn ни один вид моделирова​ния), а то, что при его реализации имеются сознательно допускае​мые и оцениваемые погрешности, связанные как с упрощением фи​зических представлений, так и с отклонением значений параметров системы.
   Каждый из рассмотренных трех способов подобия и моделиро​вания может быть разделен на три вида: I — мысленное, иде​ально-теоретическое, моделирование; II — мысленное анали​тическое моделирование, использующее ту или иную аппарату​ру для подтверждения своих отвлеченных представлений. Это могут быть расчеты на ЦВМ, аналоги, иллюстрирующие мысленно созданные положения; III — материальное, реально-практическое, или вещественно-агрегатное, моделирование. Вид моделиро​вания II является промежуточным между I и III видами.
  Из сказанного видно, что цель всех приведенных здесь способов и видов моделирования — изучить реальный объект (натуру или оригинал). Рассмотренные способы моделирования основаны на применении некоего вспомогательного (промежуточного) искусст​венного или естественного объекта-модели, обладающего опреде​ленными свойствами, главнейшими из которых нужно считать:
а) некоторое объективное соответствие с изучаемым объектом (оригиналом);
б)   возможность замещения оригинала на некоторых этапах исследования;
в)   возможность получения в результате проведенного на модели исследования определенных сведений (информации) об изучаемом объекте (оригинале).
   Эти свойства справедливы для всех видов моделей, их групп и подгрупп. Как мысленное (I, II), так и II материальное (III) моделирования могут быть либо детерминированными (α), отражающими детерминированные процессы с однозначно определенными причинами и их следствиями, либо стохастическими (β), отражающими вероятностные события. В последнем случае модели не отражают ход отдельного события, но позволяют находить средний, суммарный результат некоторого чис​ла однородных случайных явлений. Подобие и моделирование могут быть обобщенными (γ), т. е. отражать явления оригинала с той или иной условностью. Подобие и моделирование любого вида (I, II, III, А, Б, В, α, β, γ) могут реализоваться в натуральном (текущем) времени (обращаем внимание читателей на недопустимость применения встречаю​щегося в литературе бессмысленного термина «реальный масштаб времени». Масштаб — отвлеченное число mi = t1/t2 которое всегда реально)  (t) и во времени, измененном относительно натурального t2), при изучении линейных систем, параметры которых не зависят от пара​метров их режима (от текущих переменных), и систем нелинейных. При установлении подобия в тех и других системах имеются неко​торые особенности, но отнюдь не возникает тех часто непреодоли​мых трудностей, с которыми сталкивается математика при решении нелинейных задач. (Под нелинейными понимаются задачи, связанные с исследованием нелинейных систем, т. е. систем, свойства которых зависят от их состояния — режима. Не​линейные системы не могут исследоваться методом наложения (суперпозиции). Происходящие в них процессы описываются нелинейными дифференциальными уравнениями, в которых зависимые переменные (параметры режима) и их производные возведены в степень выше первой или входят в виде произве​дений. В тех случаях, когда параметры системы являются функцией незави​симой переменной (времени, пространства), система и, соответственно, ее урав​нение считаются линейными с переменными параметрами).  Во всех видах подобия и моделирования, рас​сматриваемых далее, могут быть как линейные, так и нелинейные задачи, вследствие чего они специально не классифицируются по этому признаку. Подобие может быть реализовано при обычном, основанном на простых физических и логических представлениях подходе (в некоторых работах его называют «классическим»), ког​да каждому параметру системы и происходящему процессу в одной системе соответствуют параметр и процесс в подобной системе или группе систем. Однако допустимо и не отыскивать явного соответ​ствия «по параметрам», понимая подобие более широко и менее определенно. В этом случае к подобию относятся схожие результа​ты, выявляемые в виде каких-то в том или ином смысле одинаковых функций, например «интегральных» эффектов, наличия групп, схо​жих по каким-то признакам, соответственных реакций, похожего взаимодействия объекта с окружающей средой и т. д. Такого рода виды подобия и моделирования широко развились, получив название обобщенного, интегрального, эквивалентного, кибернети​ческого, функционального, условного и т. д. Следует заметить, что все эти разновидности вполне укладываются в единую теорию по​добия и моделирования, как это и будет показано далее.
     Основные виды моделирования — мысленное и материальное — распадаются на ряд групп и подгрупп, показанных в нижней поло​вине рис. 1. Приведенная   выше  основная   классифика​ция дает оценку подобия и моделирования, исходя из методологи​ческих соображений. Она отвечает на вопрос, какие виды подобия и соответствующего им моделирования могут быть методически ис​пользованы для решения различных задач. К условиям подобия  и осуществления моделирования в этих задачах можно также приме​нить   отраслевую   классификацию,  основывающуюся на различии научных дисциплин или технических отраслей. Например, говоря о подобии в механике, рассматривают подобие скоростей и ускорений твердых тел, жидкостей или газов в какой-либо системе. При этом выделяют кинематическое подобие — при подобии скоро​стей элементов системы, динамическое подобие — при подобии сил, вызывающих подобные движения, материальное подобие — при по​добии перемещающихся масс. Системы,  подобные  кинематически, материально и динамически, называют механически подобными  в  целом. Подобие температур и распределения тепловых потоков на​зывают тепловым подобием. Аналогично вводятся понятия гидроди​намического и аэродинамического подобия. Об электрическом подо​бии говорят при подобии электрических и магнитных полей, напря​жений, токов и мощностей в соответственных элементах изучаемых электрических систем. Электрически подобные  системы,   имеющие элементы, взаимно перемещающиеся в подобные интервалы време​ни на подобные расстояния, называют электродинамически подоб​ными. Можно    говорить   также    о    подобии     электронно-ионных процессов, процессов электромагнитного излучения, подобии мак​роскопических процессов, определяемых на основе подобия микро​процессов, и т. д.
   Моделирование во всех его видах и формах должно осущест​вляться на основе некоторых математических соотношений, коли​чественно фиксирующих условия подобия, — критериев подобия. Однако не во всех случаях моделирования удается найти критерии подобия. Поэтому иногда говорят о критериальных и не​критериальных моделях, хотя, вообще говоря, все модели должны быть в той или иной форме критериальными. Можно гово​рить только об отдельных случаях, где пока критерии подобия еще не удалось установить и впредь до их установления следует пользоваться словесными условиями подобия, стремясь, однако, возможно скорее перейти к количественно выраженным критериям.
    Эти количественные выражения критериев могут быть различны​ми — начиная от простейших соотношений, вытекающих из элемен​тарных характеристик процесса, до критериев, определенных в со​ответствии с теорией подобия. Термины «некритериальные» и «кри​териальные» модели широко применять поэтому не рекомендуется. Необходимо иметь в виду, что вся классификация подобия и мо​делирования проводится исходя из постановки задачи. При этом одна и та же система или какой-либо параметр системы могут рассматриваться и моделироваться или как нелинейные (за​висящие от параметров режима), или как линейные. Одну и ту же модель можно отнести к разным группам классификации, и в этом смысле схема, показанная на рис. 1, условна.
1.8. Этапы моделирования

   Прежде чем браться за какую-либо работу, нужно четко представить себе отправной и конечный пункт деятельности, а также примерные ее этапы. То же самое можно сказать и о моделировании. Отправной пункт здесь — прототип. Им может быть существующий или проектируемый объект или процесс. Конечный этап моделирования — принятие решения на основании знаний об объекте. 

Цепочка выглядит следующим образом: 

Прототип (объект, процесс). Моделирование. Принятие решения 

   Моделирование — творческий процесс. Заключить его в формальные рамки очень трудно. В наиболее общем виде его можно представить поэтапно. При решении конкретной задачи эта схема может подвергаться некоторым изменениям: какой-то блок будет убран или усовершенствован, какой-то — добавлен. Содержание этапов определяется поставленной задачей и целями моделирования.

Рассмотрим основные этапы моделирования подробнее.

Этап 1. Постановка задачи.

Под задачей понимается некая проблема, которую надо решить. На этапе постановки задачи необходимо: 

1. описать задачу, 

2. определить цели моделирования, 

3. проанализировать объект или процесс.

Описание задачи. 
   Задача формулируется на обычном языке, и описание должно быть понятным. Главное здесь — определить объект моделирования и понять, что должен представлять собой результат.

Цели моделирования. 

1. Познание окружающего мира. 
Зачем человек создает модели? Чтобы ответить на этот вопрос, надо заглянуть в далекое прошлое. Несколько миллионов лет назад, на заре человечества, первобытные люди изучали окружающую природу, чтобы научиться противостоять природным стихиям, пользоваться природными благами, просто выживать. Накопленные знания передавались из поколения в поколение устно, позже письменно, наконец с помощью предметных моделей. Так родилась, к примеру, модель земного шара — глобус, — позволяющая получить наглядное представление о форме нашей планеты, ее вращении вокруг собственной оси и расположении материков. Такие модели позволяют понять, как устроен конкретный объект, узнать его основные свойства, установить законы его развития и взаимодействия с окружающим миром моделей. 

2. Создание объектов с заданными свойствами (задача типа «Как сделать, чтобы...»). Накопив достаточно знаний, человек задал себе вопрос: «Нельзя ли создать объект с заданными свойствами и возможностями, чтобы противодействовать стихиям или ставить себе на службу природные явления?» Человек стал строить модели еще не существующих объектов. Так родились идеи создания ветряных мельниц, различных механизмов, даже обыкновенного зонтика. Многие из этих моделей стали в настоящее время реальностью. Это объекты, созданные руками человека. 

3. Определение последствий воздействия на объект и принятие правильного решения (задача типа «Что будет, если...»: что будет, если увеличить плату за проезд в транспорте, или что произойдет, если закопать ядерные отходы в такой-то местности?) 
Например, для спасения Петербурга от постоянных наводнений, приносящих огромный ущерб, решено было возвести дамбу. При ее проектировании было построено множество моделей, в том числе и натурных, именно для того, чтобы предсказать последствия вмешательства в природу. 

4. Эффективность управления объектом (или процессом). 
Поскольку критерии управления бывают весьма противоречивыми, то эффективным оно окажется только при условии, если будут «и волки сыты, и овцы целы». Например, нужно наладить питание в столовой. С одной стороны, оно должно отвечать возрастным требованиям (калорийное, содержащее витамины и минеральные соли), с другой — нравиться большинству посетителей и к тому же быть «по карману» посетителям, а с третьей — технология приготовления должна соответствовать возможностям столовых. Как совместить несовместимое? Построение модели поможет найти приемлемое решение.
Анализ объекта.
На этом этапе четко выделяют моделируемый объект, его основные свойства, его элементы и связи между ними. Простой пример подчиненных связей объектов — разбор предложения. Сначала выделяются главные члены (подлежащее, сказуемое), затем второстепенные члены, относящиеся к главным, затем слова, относящиеся к второстепенным, и т. д.

Этап 2. Разработка модели.

Информационная модель. 
На этом этапе выясняются свойства, состояния, действия и другие характеристики элементарных объектов в любой форме: устно, в виде схем, таблиц. Формируется представление об элементарных объектах, составляющих исходный объект, т. е. информационная модель. Модели должны отражать наиболее существенные признаки, свойства, состояния и отношения объектов предметного мира. Именно они дают полную информацию об объекте. 

Следует отметить, что информации не обязательно должно быть много. Важно, чтобы она была «по существу вопроса», т. е. соответствовала цели, для которой используется.
Например, в университете студенты знакомятся с информационной моделью кровообращения. Предлагаемой в пособиии по  анатомии информации достаточно для студента, но мало для тех, кто проводит операции на сосудах в больницах. 
Информационные модели играют очень важную роль в жизни человека. 
Знания, получаемые университете, имеют вид информационной модели, цель которой — изучение предметов и явлений. 
Занятия по  истории дают возможность построить модель развития общества, а знание этой модели позволяет строить собственную жизнь, либо повторяя ошибки предков, либо учитывая их. 
При изучении географии вам сообщают информацию о географических объектах: горах, реках, странах и др. Это тоже информационные модели. Многое, о чем рассказывается на занятиях по географии, вы никогда не увидите в реальности. 
На уроках химии информация о свойствах разных веществ и законах их взаимодействия подкрепляется опытами, которые есть не что иное, как реальные модели химических процессов. 
Информационная модель никогда не характеризует объект полностью. Для одного и того же объекта можно построить различные информационные модели.

Выбор наиболее существенной информации при создании информационной модели и сложность этой модели обусловлены целью моделирования.
Построение информационной модели является отправным пунктом этапа разработки модели. Все входные параметры объектов, выделенные при анализе, располагают в порядке убывания значимости и проводят упрощение модели в соответствии с целью моделирования. 

Знаковая модель. 
Прежде чем приступить к процессу моделирования, человек делает предварительные наброски чертежей либо схем на бумаге, выводит расчетные формулы, т. е. составляет информационную модель в той или иной знаковой форме, которая может быть либо компьютерной, либо некомпьютерной.

Компьютерная модель — это модель, реализованная средствами программной среды. 

Существует множество программных комплексов, которые позволяют проводить исследование (моделирование) информационных моделей. Каждая программная среда имеет свой инструментарий и позволяет работать с определенными видами информационных объектов. 
Человек уже знает, какова будет модель, и использует компьютер для придания ей знаковой формы. Например, для построения геометрических моделей, схем используются графические среды, для словесных или табличных описаний — среда текстового редактора. 
Основные функции компьютера при моделировании систем: 
· исполнение роли вспомогательного средства для решения задач, решаемых и обычными вычислительными средствами, алгоритмами, технологиями; 

· исполнение роли средства постановки и решения новых задач, не решаемых традиционными средствами, алгоритмами, технологиями;

· исполнение роли средства конструирования компьютерных обучающих и моделирующих сред типа: «обучаемый — компьютер — обучающий», «обучающий — компьютер — обучаемый», «обучающий — компьютер — группа обучаемых», «группа обучаемых — компьютер — обучающий», «компьютер — обучаемый — компьютер»;

· исполнение роли средства моделирования для получения новых знаний; 

· «обучение» новых моделей (самообучение моделей).

Этап 3. Компьютерный эксперимент. 

Компьютерное моделирование — основа представления знаний в ЭВМ. Компьютерное моделирование для рождения новой информации использует любую информацию, которую можно актуализировать с помощью ЭВМ. Прогресс моделирования связан с разработкой систем компьютерного моделирования, а прогресс в информационной технологии — с актуализацией опыта моделирования на компьютере, с созданием банков моделей, методов и программных систем, позволяющих собирать новые модели из моделей банка. 
   Разновидность компьютерного моделирования — вычислительный эксперимент, т. е. эксперимент, осуществляемый экспериментатором над исследуемой системой или процессом с помощью орудия эксперимента — компьютера, компьютерной среды, технологии. 

Вычислительный эксперимент стал новым инструментом, методом научного познания, новой технологией также из-за возрастающей необходимости перехода от исследования линейных математических моделей систем (для которых достаточно хорошо известны или разработаны методы исследования, теория) к исследованию сложных и нелинейных математических моделей систем (анализ которых гораздо сложнее). Грубо говоря, наши знания об окружающем мире линейны, а процессы в окружающем мире нелинейны. Вычислительный эксперимент позволяет находить новые закономерности, проверять гипотезы, визуализировать ход событий и т. д. 

Чтобы дать жизнь новым конструкторским разработкам, внедрить новые технические решения в производство или проверить новые идеи, нужен эксперимент. В недалеком прошлом такой эксперимент можно было провести либо в лабораторных условиях на специально создаваемых для него установках, либо на натуре, т. е. на настоящем образце изделия, подвергая его всяческим испытаниям. 

С развитием вычислительной техники появился новый уникальный метод исследования — компьютерный эксперимент. Компьютерный эксперимент включает некоторую последовательность работы с моделью, совокупность целенаправленных действий пользователя над компьютерной моделью. 

Этап 4. Анализ результатов моделирования. 

Конечная цель моделирования — принятие решения, которое должно быть выработано на основе всестороннего анализа полученных результатов. Этот этап решающий — либо вы продолжаете исследование, либо заканчиваете. Возможно, вам известен ожидаемый результат, тогда необходимо сравнить полученный и ожидаемый результаты. В случае совпадения вы сможете принять решение. 
Основой для выработки решения служат результаты тестирования и экспериментов. Если результаты не соответствуют целям поставленной задачи, значит, допущены ошибки на предыдущих этапах. Это может быть либо слишком упрощенное построение информационной модели, либо неудачный выбор метода или среды моделирования, либо нарушение технологических приемов при построении модели. Если такие ошибки выявлены, то требуется корректировка модели, т. е. возврат к одному из предыдущих этапов. Процесс повторяется до тех пор, пока результаты эксперимента не будут отвечать целям моделирования. Главное, надо всегда помнить: выявленная ошибка — тоже результат. 

1.9. Разновидности задач моделирования и подходов к их решению. 

Задачи моделирования делятся на две категории: прямые и обратные. 

Прямые задачи отвечают на вопрос, что будет, если при заданных условиях мы выберем какое-то решение из множества допустимых решений. В частности, чему будет равен, при выбранном решении критерий эффективности. 

Обратные задачи отвечают на вопрос: как выбрать решение из множества допустимых решений, чтобы критерий эффективности обращался в максимум или минимум. 

Остановимся на обратных задачах. Если число допустимых вариантов решения невелико, то можно вычислить критерий эффектности для каждого из них, сравнить между собой полученные значения и непосредственно указать один или несколько оптимальных вариантов. Такой способ нахождения оптимального решения называется "простым перебором". Однако, когда число допустимых вариантов решения велико, то поиск оптимального решения простым перебором затруднителен, а зачастую практически невозможен. В этих случаях применяются методы "направленного" перебора, обладающие той особенностью, что оптимальное решение находится рядом последовательных попыток или приближений, из которых каждое последующие приближает нас к искомому оптимальному. 

Модели принятия оптимальных решений отличаются универсальностью. Их можно классифицировать как задачи минимизации (максимизации) критерия эффективности, компоненты которого удовлетворяют системе ограничений (равенств и/или) неравенств. 

Их можно разделить на: 
принятие решений в условиях определенности - исходные данные - детерминированные; 
принятие решений в условиях неопределенности - исходные данные - случайные величины. 

Классификация задач оптимизации 
	Исходные данные
	Переменные
	Зависимости
	Задача

	Детерминированные
	Непрерывные
	Линейные
	Линейного 
программирования

	
	Целочисленные
	Линейные
	Целочисленного 
программирования

	
	Непрерывные,
 целочисленные
	Нелинейные
	Нелинейного 
программирования

	Случайные
	Непрерывные
	Линейные
	Стохастическое 
программирование


А по критерию эффективности: 
одноцелевое принятие решений (один критерий эффективности); 

многоцелевое принятие решений (несколько критериев эффективности). 

Наиболее разработан и широко используется на практике аппарат одноцелевого принятия решений в условиях определенности, который получил название математического программирования. В этом "детерминированном" случае, когда все условия операции известны заранее, тогда, обратная задача будет включает в себя критерий эффективности и некоторые известные заранее факторы (ограничения) позволяющие выбрать множество допустимых решений. 

В общем виде обратная детерминированная задача будет выглядеть следующим образом. 
При заданном комплексе ограничений найти такое оптимальное решение, принадлежащее множеству допустимых решений, которое обращает критерий эффективности в максимум (минимум). 
Метод поиска экстремума и связанного с ним оптимального решения должен всегда исходить из особенности критерия эффективности и вида ограничений, налагаемых на решение. 

Очень часто реальные задачи содержит помимо выше перечисленных факторов, еще одну группу - неизвестные факторы. Тогда обратную задачу можно сформулировать следующим образом. 

При заданном комплексе ограничений, с учетом неизвестных факторов, найти такое оптимальное решение, принадлежащее множеству допустимых решений, которое, по возможности, обеспечивает максимальное (минимальное) значение критерий эффективности. 
Это уже другая, не чисто математическая задача (недаром в ее формулировке сделана оговорка "по возможности"). Наличие неопределенных факторов переводит эту задачу в новое качество: она превращается в задачу о выборе решений в условиях неопределенности. 

Для того, чтобы принимать решение в условиях неопределенности, необходимо знать каков вид этой неопределенности. По этому признаку можно различать стохастическую (вероятностную) неопределенность, когда неизвестные факторы статистически устойчивы и поэтому представляют собой обычные объекты теории вероятностей - случайные величины (или случайные функции, события и т.д.). При этом должны быть известны или определены при постановке задачи все необходимые статистические характеристики (законы распределения и их параметры). 

В стохастических задачах неизвестные факторы представляют собой случайные величины с какими-то в принципе известными, вероятностными характеристиками - законами распределения, математическими ожиданиями, дисперсиями. Тогда критерий эффективности, зависящий от этих факторов, тоже будет величиной случайной. Максимизировать или минимизировать случайную величину невозможно: при любом решении она остается случайной, неконтролируемой. 

Возникает вопрос, нельзя ли заменить случайные факторы их средними значениями (математическими ожиданиями). Тогда задача становится детерминированной и может быть решена обычными методами. Понятно, что решение этого вопроса зависит от того, насколько случайны эти факторы, как мало они откланяются от своих математических ожиданий. 

Приведем примеры. Например, если мы составляем план снабжения группы предприятий сырьем, то можно в первом приближении пренебречь, скажем, случайностью фактической производительности источников сырья (если их производство хорошо налажено). Но, если, например, планируется работа ремонтной мастерской, обслуживающей автобазу, то пренебречь случайностью момента появления неисправностей и случайностью времени выполнения ремонта невозможно. 

В случаях, когда критерий эффективности остается случайной величиной, можно в качестве критерия эффективности взять его среднее значение (математическое ожидание) и выбрать такое решение, при котором этот усредненный показатель обращается в максимум (минимум). Очень часто именно так и поступают, выбирая в качестве критерия эффективности в задачах, содержащих определенность, не просто доход, а средний доход, не просто время, а среднее время. 

Применение "оптимизации в среднем" дает хорошие результаты, когда речь идет о ряде длинных однородных операций, тогда "минусы" в одном случае покрываются "плюсами" в другом. Но возможны случаи, когда такая оптимизация не дает нужного эффекта. 

Пример. Пассмотрим пример определение эффективности работы врача.
Прежде всего нужно выбрать показатель эффективности F. Разумеется, желательно, чтобы время ожидания врача было минимальным. Но время величина случайная и если применить "оптимизацию в среднем", то надо выбрать тот алгоритм, при котором время ожидания минимально. 

Но дело в том, что время ожидания врача отдельными больными не суммируется: слишком долгое ожидание одного из них не компенсируется почти мгновенным обслуживанием другого. Чтобы избежать таких неприятностей, можно дополнить показатель эффективности добавочными требованиями, чтобы фактическое время ожидания врача было не больше какого предельного значения f0. Поскольку время ожидания величина случайная, нельзя просто потребовать, чтобы выполнялось условие F≤ f0, но можно потребовать, чтобы это условие выполнялось с большой вероятностью, настолько большой, чтобы событие F≤ f0 было практически достоверным. Пусть k=0,995 и потребуем, чтобы вероятность P(F≤ f0 ) ≥ k. 

Введение такого ограничения означает, что из области допустимых решений, исключаются решения ему не удовлетворяющие. Ограничения такого типа называются стохастическим ограничениями. 

Особенно осторожными надо быть с "оптимизацией в среднем", когда речь идет об единичной операции. 

Кроме рассмотренных выше, бывают задачи, когда неизвестные факторы не могут быть изучены и описаны статистическими методами. Это бывает в двух случаях:

· распределение вероятностей для параметров в принципе существует, но к моменту принятия решения не может быть получено; 

· распределение вероятностей для параметров вообще не существует. 

Процесс моделирования
Процесс моделирования включает три элемента:

· субъект (исследователь),

· объект исследования,

· модель, определяющую (отражающую) отношения познающего субъекта и познаваемого объекта.

Первый этап построения модели предполагает наличие некоторых знаний об объекте-оригинале. Познавательные возможности модели обусловливаются тем, что модель отображает (воспроизводит, имитирует) какие-либо существенные черты объекта-оригинала. Вопрос о необходимой и достаточной мере сходства оригинала и модели требует конкретного анализа. Очевидно, модель утрачивает свой смысл как в случае тождества с оригиналом (тогда она перестает быть моделью), так и в случае чрезмерного во всех существенных отношениях отличия от оригинала. Таким образом, изучение одних сторон моделируемого объекта осуществляется ценой отказа от исследования других сторон. Поэтому любая модель замещает оригинал лишь в строго ограниченном смысле. Из этого следует, что для одного объекта может быть построено несколько «специализированных» моделей, концентрирующих внимание на определенных сторонах исследуемого объекта или же характеризующих объект с разной степенью детализации.

На втором этапе модель выступает как самостоятельный объект исследования. Одной из форм такого исследования является проведение «модельных» экспериментов, при которых сознательно изменяются условия функционирования модели и систематизируются данные о ее «поведении». Конечным результатом этого этапа является множество (совокупность) знаний о модели.

На третьем этапе осуществляется перенос знаний с модели на оригинал — формирование множества знаний. Одновременно происходит переход с «языка» модели на «язык» оригинала. Процесс переноса знаний проводится по определенным правилам. Знания о модели должны быть скорректированы с учетом тех свойств объекта-оригинала, которые не нашли отражения или были изменены при построении модели.

Четвертый этап — практическая проверка получаемых с помощью моделей знаний и их использование для построения обобщающей теории объекта, его преобразования или управления им.

Моделирование — циклический процесс. Это означает, что за первым четырехэтапным циклом может последовать второй, третий и т. д. При этом знания об исследуемом объекте расширяются и уточняются, а исходная модель постепенно совершенствуется. Недостатки, обнаруженные после первого цикла моделирования, обусловленные малым знанием объекта или ошибками в построении модели, можно исправить в последующих циклах.

Сейчас трудно указать область человеческой деятельности, где не применялось бы моделирование. Разработаны, например, модели производства автомобилей, выращивания пшеницы, функционирования отдельных органов человека, жизнедеятельности Азовского моря, последствий атомной войны. В перспективе для каждой системы могут быть созданы свои модели, перед реализацией каждого технического или организационного проекта должно проводиться моделирование.

В заключение, напомним определения основных понятий в моделировании:

Модель – некоторое упрощенное подобие реального объекта, который отражает существенные особенности (свойства) изучаемого реального объекта, явления или процесса

Моделирование – метод познания, состоящий в создании и исследовании моделей. Т.е. исследование объектов путем построения и изучения моделей

Формализация – процесс построения информационных моделей с помощью формальных языков

Объект – некоторая часть окружающего мира, рассматриваемого человеком как единое целое. Каждый объект имеет имя и обладает параметрами

Параметр – признак или величина, характеризующая какое-либо свойство объекта и принимаемая различные значения

Среда – условие существование объекта

Операция – действие, изменяющее свойство объекта

Система – совокупность взаимосвязанных объектов, воспринимаемая как единое целое

Структура – состав системы, свойства её элементов, их отношения и связи между собой

2. Логико- алгебраические проблемы моделирования
2.1. «Модели» и «Моделирование»
    Излагаемый в этом разделе  материал представляет собой формально-ло​гическое исследование структурных закономерностей, проявляющихся при отражении реальной действитель​ности в процессе человеческого познания. Этот материал базируется на монографии Ю.А. Гастева «Гомоморфизмы и модели», изданной автором в 1975 г.  
   Проб​лематика теории познания ни в ее общетеоретическом аспекте, ни в конкретных (естественнонаучном и психоло​гическом  планах отнюдь не исчерпывается анализом такого рода структурных закономерностей, да и такой анализ сам по себе вполне может потребовать выхода за рамки чисто дедуктивных рассмотрений. Тем не менее избранные автором тематические и методологические огра​ничения представляются ему весьма естественными и правомерными.
Такого рода ограничения для науки обычны. С них, в известном смысле, наука и начинается. Выделение пред​мета физики из натурфилософии было связано с «отсе​чением» целого ряда проблем (в том числе интересных и важных) и с еще более суровыми ограничениями в ме​тоде. Тем более это относится к оформлению в качестве самостоятельной науки «чистой» математики (в частности, конечно, к конституированию собственно Геометрии как Дедуктивной теории вне и помимо свода правил, состав​лявших к тому времени содержание геометрии-«землемерия»).
    Тезис Канта (многократно варьировавшийся другими мыслителями) о «математизации» как «мере научности» любой научной дисциплины в течение долгого времениесли и воспринимался несколько метафорически, то тем не менее играл роль подсознательного стимула к по​пыткам превращения самых различных областей знания и исследования в «точные науки». Не вдаваясь в дискуссию о правомерности такого рода попыток, следует отметить, что проблемы математики и математизации знания всегда были предметом присталь-ного интереса со стороны философов. Философская и математическая проблематика чрезвычайно тесно переплетались между собой практически с самого возникновения если не философии, то уж во всяком случае математики (пифагорейцы, Фалес Милетский и вообще вся античная математико-философская традиция).
      Философский  анализ   фундаментальных   понятий  ма​тематики играл и играет важнейшую роль в ее развитии. В   этом разделе,  однако, взаимодействие  философии и ма​тематики будет рассмотрено с другой стороны: нас будут интересовать   возможности   применения   математических понятий и методов к анализу некоторых проблем теории познания. В этом отношении довольно существенную роль играет логика, дающая в некотором роде классический  пример  обособления   исследования   «формальной», «структурной»   проблематики от «целостного», сондержательного   взгляда   на предмет.   Известно, что   такое   размежевание   предмета   исследования   в   свою очередь требует размежевания методологического — в данном случае связь между проблематикой и методо​логией настолько органична и глубока, что стало уже традицией вообще связывать рождение логики как науки с тем, идущим еще от Аристотеля каноном, который так прочно  закрепил  за дедуктивной логикой  эпитет «фор​мальная».
   Тем важнее и поучительнее отметить тот факт, что этот эпитет был присво​ен «формальной» логике несколько поспешно. Формализация (в современном понимании этого слова) дедуктивной логики отнюдь не была в полной мере произведена ни Аристотелем, ни стоиками, ни схоластами. Этот сложный, связанный с рядом противоречивых                       тенденций процесс не был, как мы сейчас хорошо понимаем, завершен ни Лейбницем, ни Булем, ни Расселом. Более то​го, если формулировка гильбертовской теории доказатель​ства и дала повод для мнения о «полной формализации» логики, то уже знаменитая теорема Гёделя, с одной стороны, противопоставляемые гильбертовской интуиционистские и конструктивистские альтернативные программы, с другой, и, наконец, стимулируемые этими идеями ус​пешные поиски новых методов дедукции, отвечающих критерию «строгой формальности», с третьей, показали со всей убедительностью, что процесс этот не завершен и до сих пор.
   Уже из этих примеров видно, с какой осторож​ностью следует относиться к поспешным и прямолинейным противопоставлениям целостности и многообразия проб​лем науки о мышлении и узости и ограниченности фор​мальных методов изучения отдельных комплексов этих проблем и даже отдельных их аспектов: без исчерпываю​щего и точного (а тем самым «формального») анализа всех конкретных составляющих и «частных» аспектов сложной проблемы ее «общее», «содержательное» рассмот​рение, при всех своих претензиях на широту взгляда и учет всех взаимодействующих факторов в их единстве и развитии и т. п., так и не достигнет профессионального уровня.
    Именно поэтому, не повторяя больше общих мест о сложности, взаимосвязанности и взаимообусловленности отдельных составляющих эпистемологической проблема​тики, из всего этого комплекса будет выделен для предстоя​щего исследования один аспект, который вполне можно считать «техническим» и отнести даже не к «анатомии» , а к «гигиене» научного знания.
    Поставленная так задача, с одной стороны, упрощается, а с другой усложняется рядом факторов. Безусловное упрощение (повлиявшее — и не только подсознательно — на сам выбор предмета рассмотрения) состоит в наличии готового понятийного аппарата, который может быть использован в рассматриваемом круге вопросов: давно и хорошо из​вестные алгебраические понятия изоморфизма и гомомор​физма позволяют с  самого  начала ввести рассмотрение в четко очерченные концептуальные рамки. Более того, к рассматриваемым ниже задачам «структурной эписте​мологии» представляются непосредственно приложимыми и некоторые алгебраические результаты — в первую очередь известные теоремы о гомоморфизмах.
   Однако, именно в этой разработанности системы алгебраических понятий, в рамки которых так хорошо укладываются кон​цепции, относящиеся к гносеологической проблематике, та​ятся и немалые трудности. Коротко их можно охарактери​зовать как «опасность вульгаризации». Следует отметить, что опасность слишком прямолиней​ной «математизации» вполне реальна и по отношению к задаче приложения понятий изоморфизма и гомоморфизма к проблемам описания Ми​ра. Типичным примером «вульгарно-математического подхода» к интересующей нас проблематике может служить уже упоми​навшаяся статья Г. Фрея, настолько безоговорочно считаю​щего, что любая модель есть либо изоморфный, либо хотя бы гомоморфный образ моделируемой системы, что даже не счита​ет нужным явно формулировать этот тезис как «само собой разумеющийся».  Прямолинейность и категоричность суждений автора сводят в значительной мере на нет «логику здравого смысла», на которой они первоначально базировались, и приводят к несколько странному эффекту. Например, естественная сама по себе мысль ввести нечто вроде «коэффициен​та адекватности» модели как величину, обратную «коэффициенту склеивания» гомоморфизма (для изоморфизма оба коэффициента по определению равны единице), совершенно обесценивается тривиальными примерами «вычисления» этих коэффициентов для случая параллельного и центрального проектирования ко​нечных множеств, а традиционное (весьма не​четкое) противопоставление моделей «математических» (иначе — «знаковых», «символических») и «физических» (построенных из реальных физических объектов) — трактовкой шенноновской «шахматной машины» (т. е. фактически шахматной п р о г р а м м ы ) как «физической» на том основании, что она как-никак «машина».

Можно попытаться проследить источники таких «научных суеверий». Наиболее очевидный из них — это позитивистская тра​диция, довольно-таки устойчивая (не будучи впрочем, как правило, в явном виде сформулированной) в отноше​нии ряда ученых-естественников к проблемам, которые им еще вчера (именно вчера, а не позавчера) ка​зались образцами нечеткой постановки.
«То, что вообще может быть сказано, — говорит Люд​виг Витгенштейн, — может быть сказано ясно, а о чем невозможно говорить — о том следует молчать». Психологически, конечно, можно понять создате​лей алгоритмического языка АЛГОЛ-60, поместивших этот эффектный тезис автора «Логико-философского трактата» в качестве эпиграфа к официальному сообщению об АЛГОЛе (хотя, не исключено, более скромная и дело​вая ссылка на язык прикладного исчисления предика​тов или теории рекурсивных функций была бы куда бо​лее уместной). Но до чего же неясным оказывается при ближайшем рассмотрении этот призыв к ясности, столь близкий сердцу представителям «технической интелли​генции», так подчеркнуто отказывающихся от всяческой языковой «метафизики».
    Начнем с того, что этот призыв чрезвычайно уязвим как раз со своей лингвистической стороны. Ведь выражен он как-никак языковыми средствами. Как тут не про​вести несколько вольную аналогию со всемогущим и все​ведущим   Богом, который,   как   известно,   не   настолько  всемогущ, чтобы сделать себя невсеведущим (или же — не настолько всеведущ)? Аналогия эта, кстати, при бли​жайшем рассмотрении оказывается достаточно серьезной. Дело в том, что наш язык (не АЛГОЛ, а обычный челове​ческий язык, нормам которого в конечном счете следует, надо признать, хотя и с разумными упрощениями и моди​фикациями, любой язык искусственный), в отличие от Господа, как раз достаточно всемогущ, чтобы выразить свое невсеведение, и достаточно всеведущ, чтобы знать о своем невсемогуществе — именно этот факт выражен уже упоминавшейся выше гёделевской теоремой о неполноте формализованных языков. Другое дело, что теорема Гёделя, утверждающая принципиальную ограниченность аксиоматического метода, дает в то же время великолеп​ный пример неформализованного (и в рамках данной системы не формализуемого), но чрезвычайно убедительного дока​зательства, трактуя как раз о том, о чем «говорить нельзя». На АЛГОЛе, быть может, и вправду «незачем» говорить о столь «неясных» вещах, как сам («ясный») язык (хотя было бы весьма наивно считать, что постулируя таким образом непрограммируемость (a priori не обязанную совпадать с неформализуемостью) рассуждений типа теоремы Гёделя, мы сохраняем за собой право вести ученые дискуссии на тему о возможностях   «моделирования   мышления»), — но витгенштейновский «логический атомизм», «запрещающий» метаязыковые средства, убеди​тельнее от этого не становится. «Запротоколировать» ре​зультаты своих раздумий и поисков истины мы можем и должны ясно (так сказать, дедуктивно). Но сами эти поиски мы часто вынуждены вести чуть ли не наощупь («по индукции»).
   Представим себе, однако, что мы все же решились совершенно сознательно ограничить свой лингвистический арсенал «сферой ясных мыслей», поскольку в нее, согласно Витгенштейну, все-таки укладываются — не много, не мало — все факты естественных наук. Видимо, и этого хватит не одному поколению программистов, пользую​щихся как АЛГОЛом, так и другими алгоритмическими языками. Если, однако, вспомнить, что челове​чество состоит не из одних программистов, то трудно от​делаться от новых вопросов. Ведь согла​сившись, что Человек отделился от животного мира Мыслью и Речью, надо, конечно, поверить, что он воспринял столь полезные дары (вместе с инструкцией пользования ими) непосредственно из некоего «официального сообще​ния о неалгоритмическом языке». Либо же придется признать, что поколения Homo sapiens, жившие до опуб​ликования «Логико-философского трактата», прежде чем научиться обсуждать факты естественных наук, проходи​ли не предусмотренные столь экономной концепцией стадии обучения родному языку со всеми неизбежными не​ясностями, невнятностями и нечленораздельностями, столь неоднозначно интерпретируемыми на совокупности фак​тов (описаний состояния). Впрочем, и для более поздних поколений при всей их образованности проблема дости​жения ясности выражения будет решаться отнюдь не автома​тически, почему мы и склоняемся к примирительной точ​ке зрения, согласно которой «речь, при всех ее явных недостатках, все же является наиболее ясным способом общения одного человека с другим».
    Но со всеми этими несообразностями можно было бы примириться, если бы не обстоятельство, имеющее уже самое прямое отношение к обсуждаемому ниже предмету: Язык Людвига Витгенштейна претендует на изоморфизм с Миром. Если при этом еще вспомнить, что искомый изоморфизм гарантирует​ся дополнительным (причем, согласно приведенной выше цитате, имеющим неязыковую природу) сообщением о пол​ноте этого замечательного языка, то остается предположить, что владеющему этим языком доступны не только естествен​ные, но также и сверхъестественные науки. И это обстоя​тельство уже окончательно вынуждает нас расстаться не только с имеющей столь прозрачную онтологическую интерпретацию лингвистической концепцией «Трактата», питаемой, по-видимому, идеями кантовского априориз​ма и монадологии Лейбница, но и вообще с любыми пре​тензиями на «чисто формальное» рассмотрение занимаю​щей нас  проблематики.

    Дальнейшее изложение, хотя и более формальное, нежели это практикуется при рассмотрении эпистемологической (но не логической!) проблематики, будет носить (если подходить с критериями, привычными для математиков) подчеркнуто содержатель​ный характер. Эвристические рассуждения и «наводящие» примеры будут завершаться точными определениями  лишь тогда, когда это будет абсолютно необходимо для осмысленности последующего текста.
    1. Как уже говорилось, в современном научном оби​ходе нет, пожалуй, более употребительного термина, чем слово «модель». И при всем разнообразии и пестроте способов употребления этого термина, во всех оттенках вкладываемого в него смысла легко прослеживаются об​щие этимологические источники: французское modele происходит (через итальянское modello?) от латинского modus («образец»). С другой же стороны, различные науч​ные дисциплины и их комплексы настолько резко отли​чаются друг от друга по своему предмету и методам, что действительно общим, скажем, для естествознания и социо​логии, математики и искусствоведения, геологии и семио​тики, физиологии и сопротивления материалов остается разве лишь единое представление о научном методе, с которым связывается убеждение в объективности пред​лагаемого данной научной теорией фрагмента картины Мира.
    Но сама эта возможность взаимного переноса пред​ставлений, понятий и суждений с одного уровня абстрак​ции на другой, дающая право говорить о теорети​ческом научном знании как об «онтологическом», как раз и лежит в основе «универсальности» концепции «модели». Использованные в первых математических доказательствах относительной непротиворечивости евклидовские модели неевклидовых геометрий и моде​ли-реализации аксиоматических формальных систем; «модели языка» в структурной лингвистике  и модели атомного ядра; строго определен​ные (как множества с операциями и отношениями) мо​дели в алгебраическом смысле, составляющие предмет специальной «теории моделей», и всякого рода «модели обучения», представляющие собой, как правило, описания некоторых «тактик поведения», сформулирован​ные зачастую далеко не в детерминистских терминах; модели в экономике, биологии, психологии, кибернетике; в науке, в организации производства, в обыденной жизни, в философии... Имя этим модификациям и вариациям термина — легион.
   И все-таки можно считать, что неза​висимо от любых возможных их классификаций подлинная «типология моделей» устроена проще и что все эти разновидности без особой натяжки подпадают под достаточно едино​образную схему.
    2. Для формулировки соответствующей этой схеме дефиниции  как раз и понадобит​ся понятие гомомор​физма и его частный случай — изоморфизм. Поскольку, однако, мы еще очень далеки от их формальных определений (которые на данном этапе не могли бы еще способствовать действительному прояснению сущности понятий), то придется сделать скидку на то, что «дефиниция» носит (пока) чисто интуитивный характер. В остальном же мы примем, (с небольшими техническими отличиями; более существенно то, что гомоморфизмом названо отношение, именуемое ниже  метаморфизмом)   схему, опирающихся — хотя и не совсем буквально — на концепцию У. Р. Эшби.
   Первое, что нам хочется сделать  — выбрать в качестве отношения «быть моделью» какое-нибудь отношение типа эквивалентности, обладающее свойствами рефлек​сивности, симметричности и транзитивности. Раз «модель» — это что-то «подобное» данному объекту, то и сам объект, естественно, должен быть «подобен» «моде​ли» (симметричность); также естественно позаботиться о том, чтобы свойство «быть моделью» было «наследствен​ным», т. е. чтобы «модель» «модели» в свою очередь была бы «моделью» исходного объекта (транзитивность). Что же касается первого условия (рефлексивности), то оно еще более непосредственно согласуется с интуицией: копия данного объекта должна бы служить его идеальной «моделью».
   Но возможен и другой подход, не менее естественный. Встает вопрос, почему «модель» и «оригинал» должны непременно быть равноправны? Ведь «модель» в некоторых отношениях может быть «проще» «оригинала» (не в этом ли и смысл «моделирования»?!). Итак, откажем​ся от симметричности (от двух других свойств эквива​лентности отказываться, конечно, незачем), заменив ее несколько расплывчатым, но с интуитивной точки зрения естественным свойством «быть проще».
    Но и это не обязательно! Ведь нигде не сказано, что «модель», если она даже в чем-то проще «ориги​нала», должна быть во всем его проще? Почему бы ей, будучи проще «оригинала» в тех отношениях, в которых мы специально заинтересованы, не быть — в чем-то дру​гом, до чего нам в данном случае дела мало — в то же время и сложнее его? — «Триада» замыкается, и мы «на новом уровне снова приходим к симметричному отноше​нию: «иметь подобные друг другу упрощенные образы».
   3.  Реализация первого из разобранных выше вариан​тов  определения  приводит  нас  к   рефлексивному,   сим​метричному и транзитивному понятию изоморфизма. Как уже говорилось, именно это понятие яв​ляется наиболее простой и естественной — но потому и наиболее    тривиальной — экспликацией    интересующего нас интуитивного   представления   о   «моделях» в точных логико-алгебраических терминах. Распространенность та​кой экспликации тем более велика, что в ряде случаев она даже и не фигурирует в качестве экспликации, а высту​пает в роли «само собой разумеющегося» условия «адек​ватности» моделирования, отражения или вообще позна​ния. (Выбор какого-либо одного из этих трех не предполагаемых си​нонимичными терминов определяется уровнем абстракции рас​смотрения проблемы, а в еще большей степени — традициями и вкусами   авторов). 
   4.  Реализация второго варианта определения «модели» дает более общее понятие гомоморфизма, также рефлексивное   и   транзитивное,   но   уже   несимметричное.  Это  понятие и различные его обобщения являются основным предметом обсуждения в этом разделе. Идея «обыграть» это понятие для уточнения представлений о моделировании также достаточно естест​венна и далеко не нова. Однако в известных трактовках вопроса, в том числе, в послуживших образцом для его анализа, поня​тие гомоморфизма трактуется как в некотором роде окончательный продукт необходимых (вернее  вынужденных) обобщений, в то время как в дальнейшем это понятие будет, напротив, выбрано в качестве отправного пункта последующих спецификаций (изоморфизм, эндоморфизм, автоморфизм) и, в особенности, обобщений. Далее мы займемся обсуждением различных возможных аспектов такого рода обобщений.
    5.   Оставаясь пока в рамках традиционных понятий  изоморфизма   и  гомоморфизма   и  обращаясь   к третьему из обсуждавшихся выше возможных вариантов определения понятия модели, мы приходим снова к рефлек​сивному, симметричному и транзитивному отношению, а именно,   к  отношению  «быть  моделью.
   6.   Уже a priori ясно, что о дальнейших обобщениях этого понятия модели можно говорить на трех принципиально различных уровнях. Первый из этих уровней связан с попытками какого-либо разумного ослабления самого по себе понятия модели и прежде всего, очевидно, с заменой эвристической идеи эквивалент​ности модели и оригинала на их сходство, подобие, что, в свою очередь, сразу ведет к отказу от требования тран​зитивности  этого   отношения. Таким  путем мы должны были бы прийти к некоторому отношению толерантности: рефлексивному и симметричному,   но  не транзитивному. Однако непосредственно не видно, как мож​но было бы получить такое обобщение, поскольку тран​зитивность отношения «быть моделью» в принимаемом нами определении не постулируется, а вытекает из свойств отношений изоморфизма и гомоморфизма.   Поэтому рас​сматривать данный уровнь обобщения мы пока не будем .
   Второй уровень обобщения оставляет в неприкосно​венности схему определения модели в терминах отно​шений изоморфизма и гомоморфизма, сосредоточивая внимание на обобщении самих этих отношений, точнее — второго из них. Именно этому уровню обобще​ния и посвящен  в  основном  этот раздел .
    Наконец, имеется и третий уровень возможных обоб​щений. Он связан с пересмотром тех понятий, в терминах которых мы ниже, как обычно, определяем сами понятия изоморфизма и гомоморфизма. Возможности эти весьма существенны, но требуют настолько радикально​го пересмотра некоторых основных понятий логики и ма​тематики  (в частности (но не только) в духе работ Л. Зйде,   в  отечественной   литературе   к этой проблематикь впервые обратился, по-видимому, Б. В. Бирюков), что в большей своей части выходит за рамки наших рассмотрений. В обзорном порядке мы вернемся к  этому вопросу дальше.
     7. В термине «модель», столь часто нами употребляе​мом, имеется некий «без​личный» привкус: можно подумать, что все эти «подобия» и «упрощения» действительно «имеют место» в некоей (довольно-таки платонистской) «онтологии». Если, одна​ко, вспомнить, в связи с чем мы ввели все эти понятия, то станет понятно, что «модель» для нас (во всяком слу​чае, пока мы интересуемся гносеологическими вопроса​ми) не столько объективный атрибут чего бы то ни было, сколько продукт чьего-то (скажем, нашего собственного) «моделирования». Не предваряя дальней​ших выводов, связанных с таким пониманием термина, отметим лишь, что рассчитывать на «готовые» изоморфные модели было бы в любом случае несколько странно: изоморфизм есть, скорее, некий идеал, «предельный случай» более «обычно​го» понятия гомоморфизма. А если уж непременно хо​теть «равноправия» между «моделью» и «оригиналом», то естественно употреблять термин «модель» в последнем из упомянутых выше смыслов, что мы, как правило, и будем делать.
    В заключение отметим, что кусок бумаги с планом города уж  на  что, казалось бы, проще самого города, но есть люди, прекрасно ориентирующиеся на местности и абсолютно беспомощные при обращении с «бумагой».  Так что,  пожалуй действительно  не стоит заранее навязывать звание «модели» чему-либо одному: в зависимости от направленности своих интересв в данный момент одни могут считать «моделью» план, а другие — сам город. 
2.2. Тождество и отождествление

    Понятия тождества и (особенно) отождествления на​столько тесно связаны со  всем смыслом дальнейших рас​смотрений, что полное их обособление было бы затруд​нительно хотя бы уже из композиционных соображений. Сформулируем несколько исходных тезисов (ком​ментируемых    по   ходу  всего  раздела).
    1. Понятие тождества (эквивалентности, равенства, «совпадения»,   «одинаковости», «неотличимости»   и   т. п.    по    своей   «природе» относительно:    иногда «слишком похожие» объекты мы  хотим  рассматривать  в  качестве различных (однояйцевые близнецы, электроны в задаче об их взаимо​действии, денежная купюра  в своем и в чужом кармане и т. п.), в других же случаях готовы игнорировать раз​личия казалось бы вполне объективные, а для знатоков так просто бросающиеся в глаза (разные экземпляры журна​лов типа «Огонька», быть может и разных лет; динозавр и бронтозавр; единое слово «негр» в применении к готтен​тотам,   зулусам   и   масаям;   Антарес,   Альтаир,   Арктур и Альдебаран; и т. д. и т. п.).
   2.   Поскольку, таким образом,  никаких единых кри​териев  по   вопросу   о  тождестве  и  различии  предметов нет и, по-видимому, не может быть, мы в каждом конкрет​ном  случае,   принимая   соглашение  о  «тождестве»  двух предметов (a priori уже потому «различных», что это  два предмета, а не один), пользуемся специальной   абстрак​цией отождествления.
   3.  В частности, рассмотрение каких-либо двух систем как   «изоморфных»   (на   интуитивном   уровне — другого у нас пока нет) уже есть тем самым их отождествление. Отождествлением, вообще говоря, яв​ляется и объявление каких-либо двух объектов (систем объектов) «моделями» друг друга (кроме тех более общих случаев,  когда  это  отношение имеет свойства отношения нестрогого порядка, или от​ношения  толерантности.)  Оба эти утверждения следуют из набросков определений предыдущего параграфа.
    Идея отождествления связана также (но совершенно иным образом) и с более общим, чем изоморфизм, понятием гомоморфизма. А именно, когда мы, совершая «гомоморф​ное преобразование» какого-либо объекта, «упрощаем» его, это означает не что иное, как то, что некоторые  его   со​ставляющие   (удобнее    говорить  в таких слу​чаях  об «элементах»,   рассматривая «объект» как «сово​купность», «класс», «множество» и т. п. мы перестаем различать — т. е. отождествляем. Позднее будет выясненно, что в реализации этой эвристической идеи   со​стоит кардинальнейший результат всей теории гомомор​физмов (и отождествлений).
    5.  Таким образом, понятия изоморфизма, гомоморфиз​ма, модели и отождествления оказываются тесно «завязанными» в один узел. 
   6.  Чрезвычайно глубокий аспект теории отождествле​ний, связанный с отказом от метафизических представле​ний об «абсолютном» характере тождества и отождествле​ния абстрактных объектов (не говоря уже о предметах материальных), исследуется в так называемой улътраинтуиционистской программе обоснования математики. Рассмотрения эти имеют ярко выражен​ную гносеологическую и семиотическую направленность, но непосредственное использование их для наших «структурологических»  целей   на   настоящей   стадии   развития концепции представляется пока затруднительным.
7.   Напротив, самое прямое отношение к нашим зада​чам  как  по  общему  духу  и   направленности интересов, так и с точки зрения методологической  имеют рассмот​рения отождествлений в языковой    сфере:  как по​казывает   анализ   отношения   синонимии в естественных языках (т. е. отношения эквивалент​ности   по   смыслу), оно не просто характеризует меру гибкости и богатства выразительных средств дан​ного языка,  а является фундаментальной характеристикой, отличающей я з ы к и в собственном смысле слова от тривиальных (взаимно-однозначных)  кодов. Несимметричность  отношения   между   элементами   пары «Смысл
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Текст», с одной стороны, свидетельствует о гомоморфном, а не изоморфном характере описанной в монографии и других работах И. А. Мель​чука и А. К. Жолковского семантической модели, а с дру​гой — не оставляет сомнения в гомоморфном же характе​ре модели, которую можно было бы по аналогии назвать моделью «Мир
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Язык». 
   Не имея возможности подробнее останавливаться на проблемах «языкового моделирования», следует сказать, что не раз отмеченная выше его несиммет​ричность не исключает возможности инверсии элементов модели «Смысл 
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Текст». Отсюда уже по су​ществу чисто дедуктивным путем получаются имплицитно содержащиеся, сформулированные и использованные в методологических целях, связи между явлениями синонимии и омони​мии и представления любой интерпретации любого «текста» как о «переводе» его на некоторый другой язык.
    8. Следует, наконец, отметить, что неоднократно упо​минавшаяся выше мысленная операция отождествления онтологически различных объектов не является неким «математическим новшеством», привне​сенным современными логическими теориями. Она ухо​дит своими корнями в неявно подразумевавшийся еще в античной логике и математике, а в явном виде сформу​лированный Лейбницем, принцип тож​дества неразличимых (Principum identitatis indiscerni-bilium). Внутреннее единство (при внешнем противоречии) этого принципа с так называемым принципом индивидуации (введенным, по-видимому, св. Фомой Аквинским), утверждающим единственность и «неповторимую индивидуальность» каждого реально существующего или абстрактного объекта, преодолевается с помощью введенного М. М. Новоселовым понятия «интервала абстрак​ции отождествления». В работах Новоселова содержится весьма детальный анализ соотношения между онтологическим, эпистемологическим и лингвисти​ческим  аспектами понятия тождества.

2.3. Изоморфизмы
     Изоморфизм означает буквально равенство (тож​дество) формы. Содержание этого понятия полностью соответствует этимологии. Разберем несколько примеров, на ко​торых будет легко понять и уяснить различные стороны этого понятия. 
   1. Самые первые, «классические» примеры изоморфиз​ма — это различного рода графические изображения предметов: рисунки, чертежи, карты, фотографии и т. п.  Предположив, что речь все время будет идти исключительно о «правильных» («документальных», «реа​листических» или даже «натуралистических») изображени​ях, мы согласимся, что действительные формы изображае​мых предметов (точнее, их проекций на некоторые плоскости) сохраняются на изображениях: форма «овала лица» на фотографии, взаимное расположение де​талей механизма на чертеже, соединения проводов, кон​такты и переключатели на электрической схеме, формы береговых очертаний и расположение кружочков, изо​бражающих  населенные пункты,  на   карте (выпуклость Земли и рельеф ее поверхности нам здесь удобнее игнорировать).
     Хорошо согласуясь (каждый порознь) с этимологией термина, все эти примеры в то же время вызы​вают вопрос об их «равноправии»: нельзя ли сказать, что одна пара объектов (например, дом и его фотография) «бо​лее изоморфна», чем другая пара (допустим, тот же дом и его план)?   Вопрос этот нельзя не признать естественным — если предметы обладают разной степенью взаимного сходства, то что может быть естественней осуществить введение некоторой «меры сходства»?
   Однако задавать вопросы легче, чем отвечать на них. Можно сравнивать между собой «степени по​хожести» (или «непохожести») любых двух конкретных пар. Но возможно ли введение единой меры такого «сходства? Да и возможны ли вообще объективные, и притом количественные, критерии сходства и различия? На кого больше похож Евклид: на Герострата (оба греки), на Лобачевского (оба геометры) или на Ньютона (не геометр, но, помимо прочего, все же математик; да и ничем «неевклидовым» не занимался)? Или, скажем, с кем больше «сходства» у Чехова: с Мопассаном, с Глебом Ус​пенским или с актером Михаилом Чеховым? Верно ли, что любые два японца похожи друг на друга больше, чем два русских? Или (как, быть может, думают некото​рые японцы) как раз наоборот? Наконец,— вспомним наши же примеры — не вернее ли будет все-таки ска​зать, что в одном отношении на дом больше похожа его фотография,   а в  другом — план? 
    2.   Пусть   С — прямая   линия,  рассматриваемая как множество точек; D — множество (всех)   действительных чисел. Выбрав   произвольную   точку   прямой в качестве начала отсчета, произвольный отрезок в качестве единицы длины и одно из двух направлений на прямой в качестве направления возрастания, можно сопоставить выбранному началу отсчета число 0, а концу единичного отрезка, отло​женного в направлении возрастания от начала отсчета, чис​ло 1. Определенная таким образом система координат на прямой выражает изоморфизм множеств С и D. Совершенно аналогичным (и столь же общеизвестным)  образом вво​дится   система   координат   в   произвольном   п-мерном   (в частности,  евклидовом)    пространстве,    осуществляющая изоморфизм между множеством точек такого пространства и множеством (упорядоченных) п-ок действительных чисел.
  3.   Поскольку речь идет об   абстрактных   системах объектов, все свойства которых извлекаются из их (полного) формального описания, изоморфизм есть поня​тие «абсолютное» — этим термином мы обозначаем взаим​но-однозначное соответствие между элементами двух аб​страктных множеств, «сохраняющее» все свойства элемен​тов этих систем и в с е отношения между ними. Если, допустим, говорят об изоморфизме двух групп, то имеется в виду такое взаимно-однозначное соот​ветствие между ними, что единице одной группы соот​ветствует единица другой и для любых двух пар соот​ветствующих друг другу элементов а и b, а′ и b' из этих групп соответствовать друг другу будут также обратные элементы а-1 и (а')-1 и произведения аb = с и а'b' = с'.
   Может, однако, оказаться, что операции (свойства, от​ношения), определенные для элементов двух множеств, являющихся в некотором (интуитивном) смысле «изоморф​ными», различным образом интерпретируются. Возьмем, например, множество N целых положи​тельных чисел 1, 2, 3,... и множество N- целых отри​цательных чисел         —1, —2, —3,..., рассматриваемые как упорядоченные множества (никаких других свойств целых чисел и операций над ними принимать во внимание не будем). Взаимно-однозначное соответствие между N и N- установить очень просто, сопоставив друг другу числа п и —п; но если считать, что на обоих множествах опре​делено одно и то же отношение > («больше»), то они не будут изоморфными, так как большему элементу первого соответствует меньший элемент второго. Если же рассматривать множество N с отношением «больше», а множество N- с отношением «меньше» (или наоборот) и считать именно э т и (а не одноименные!) отношения «соот​ветствующими», то N и N-, конечно, изоморфны.
   Представим себе теперь, что на тех же множествах N и N- введены обычные арифметические операции сложения и умножения. Тогда, очевидно, относительно сложения они будут изоморфны (независимо от предшествующих соглашений об «основных» упорядочивающих отношениях), а относительно умножения неизоморфны, что видно хотя бы из того, что произведение элементов N также входит в N, а произведение элементов из N- в N- не входит. Если, однако,  в N- «умножением»  называть умножение  абсолютных   величин   (то   есть   полагать     по   определению [image: image12.png]


 для    любых   п   и   т),   то относительно   этой  операции N и N- тривиальным об​разом  изоморфны.
    Приведенных примеров достаточно, чтобы уяснить необходимость рассмотрения изоморфизма как «относи​тельного» отношения между системами объектов: фраза «классы А и В изоморфны» становится осмысленной (а тем самым истинной или ложной) лишь при добавлении «относи​тельно таких-то и таких-то свойств, операций и (или) отно​шений». Тем самым сразу решается вопрос о «степени сходства» изоморфных систем; чем задумываться над псев​допроблемой «что более похоже на дом: фотография или чертеж», мы просто скажем, что первая изоморфна дому (или его изображению на сетчатке) относительно взаим​ного расположения (на некоторых плоскостях проекций) всех видимых деталей, а второй — относительно «важ​нейших» (т. е. таких, которые мы сочли «заслужи​вающими» изображения на чертеже) деталей, в том числе и не видимых снаружи.
   4. Иногда приходится (и бывает очень удобно в мето​дологическом отношении) говорить не о парах, а о сово​купностях ( в том числе и о бесконечных) изоморфных систем. Сравним, например, сле​дующие три теории: исчисление высказываний (понимае​мое именно как исчисление, т. е. как некоторая формальная система, логику высказываний (понимаемую как содержательная теория о высказываниях и формах высказываний) и теорию контактных электрических схем. Известно, что выражения логики высказываний и контакт​ные схемы можно поставить в такое взаимно-однозначное соответствие, что тождественно-истинным формулам будут соответствовать схемы, проводящие ток при любых рас​пределениях состояний своих контактов, выполнимым формулам — схемы, проводящие ток при некоторых на​борах состояний контактов, а невыполнимым (тождест​венно-ложным) — схемы, не пропускающие ток ни при одном наборе состояний  контактов.  При этом образованию логических выражений при помощи оператора дизъ​юнкции соответствует параллельное соединение контак​тов схемы, соответствующих дизъюнктивным членам (и то же — с заменой «дизъюнкции» на «конъюнкцию», «па​раллельное» на «последовательное» и «дизъюнктивных» на «конъюнктивных»).
    В то же время совокупности выражений логики вы​сказываний, с одной стороны, и теории контактных схем, с другой — можно рассматривать в качестве конкретных интерпретаций (представлений, моделей, реализаций) исчисления высказываний, получаемых в результате при​писываний «бессодержательным» формулам исчисления высказываний некоторого «смысла»: в первом случае в терминах высказывания (предложений, суждений, утверждений) и форм высказываний, во втором — в тер​минах контактных электрических схем.
     Наконец, для каждой из трех рассматриваемых систем можно предложить арифметическую интерпретацию, в которой каждой формуле исчисления (выражению логики высказываний) ставится в соответствие некоторая ариф​метическая «булевская функция», аргументы которой, так же как и она сама, принимают два значения, обозна​чаемые обычно (хотя вовсе не обязательно) через 0 и 1. Одно из этих значений, например 0, отождествляется с истинностным значением «истина», другое — с истин​ностным значением «ложь». Доказуемой формуле исчи​сления высказываний (соответственно тождественно-истин​ной формуле логики высказываний или «эквивалент​ной» ей в указанном выше смысле электрической схеме) тогда будет соответствовать функция двух аргу​ментов, тождественно равная нулю, а опровержимой (соответственно тождественно-ложной, никогда не про​пускающей ток) — функция, тождественно равная еди​нице. Если А и В — некоторые формулы (высказывания), а А' и В' — соответствующие им функции, то формулам (высказываниям) [image: image13.png]14, A& B, A\/ B



  и  [image: image14.png]A DB



 соответствуют, арифметические функции 1 — А', А'В', А' + В' —А'В' и 1 — А' — А'В1, а дедуктивной эквивалентности формул (содержательной эквивалентности высказываний) А и В — равенство А' = В'. (Что касается электрических схем, то можно было бы описать аналогичные правила ин​терпретации, но, чтобы не загромождать изложение, мы просто сопоставим каждой схеме ту же арифметическую функцию,   которая   сопоставлена   соответствующей   этой схеме логической формуле.)
    Таким образом, мы имеем четыре совершенно различ​ные по своей «природе», но в то же время «одинаково устро​енные» системы объектов: элементами первой являются фор​мулы (т. е. полученные по некоторым чисто формальным правилам «знакосочетания», комбинации символов, элементами второй — высказывания (и формы выска​зываний), третьей — контактные электрические схемы, четвертой — булевские функции. Отношение между каж​дыми двумя из этих четырех систем есть изоморфизм, и каждая из них с равным правом может считаться «мо​делью» для любой из остальных. Плодотворность этого обстоятельства общеизвестна. (Стоит, пожалуй, здесь же указать еще, по крайней мере, на две системы объектов, также могущие находиться в одном из двух состояний (возбуждение — торможение, пропускание — непропускание импульса и т. п.) и естественнейшим обра​зом «кодируемые» в терминах любой из четырех пере​численных изоморфных систем: это система нейронов и синапсов головного мозга или абстрактной «нейронной сети» и разряды ячеек и элементы памяти электронно-вы​числительных машин. Констатация изоморфизма пере​численных здесь систем — это, можно сказать, «резюме» всей кибернетики.)
    5. Уже предыдущий, имеющий исключительное значение для науки (и не только науки!) пример не только нагляднейшим образом поясняет, что такое изоморфизм, но и показывает, что традиционно противопоставляемые подчас друг другу «экспериментальный» и «теоретический» (расчетный) методы научного исследования основаны по существу на одной и той же идее: идее моделирования. Из этого же примера (а в еще большей мере — из добав​ления к нему, сделанного в скобках) ясно и то, что поня​тие изоморфизма может включать в себя не только «тож​дество структуры», но и «тождество функционирования». (Это становится совсем очевидным, как только мы уясним, что «функционирование» системы можно представить как «частный случай» структуры, добавив в описание каждого элемента системы еще один аргумент — время. Впрочем, с содержательной точки зрения, которой мы здесь придер​живаемся, все же естественнее обратное «сведение»: «струк​тура» — это «функционирование» не меняющейся во вре​мени системы.)
   Это обстоятельство особенно просто усматривается из следующего примера, предложенного Эшби, также играющего фундаменталь​ную роль для дальнейшего изложения. Представим себе механическую систему, состоящую из горизонтальной вращающейся на опорах оси, продолжением которой служит пружина, в свою очередь могущая передавать вращение массивному маховику, нижняя часть которого погружена в ванночку с вязкой жидкостью, и жестко свя​занному с маховиком горизонтального вала. Если по​вернуть (скажем, с помощью рукоятки) ось, то система начинает совершать крутильные колебания. Положения «входной» оси и «выходного» маховика могут при этом отмечаться прикрепленными к ним стрелками на верти​кальных шкалах-циферблатах. Рассмотрим теперь систе​му совершенно другой природы — электрическую, «вхо​дом» которой служит потенциометр или какой-либо дру​гой прибор, дозирующий напряжение (указываемое на входной шкале), соединенный последовательно через индуктивность, активное сопротивление и емкость с «вы​ходом» — счетчиком электрической энергии (также снаб​женным шкалой); система эта также представляет собой, очевидно, колебательный контур.
   Если подобрать значения индуктивности, сопротив​ления и емкости так, чтобы они определенным (причем очень простым) образом соответствовали упругости пру​жины, инерции маховика и трению жидкости, то наши системы обнаруживают замечательное функциональное сходство: прилагая к их «входам» одинаковые (численно) последовательности значений, мы увидим, что на «вы​ходах» также зафиксируются равные последовательности показаний! Если теперь закрыть непроницаемыми кожугами центральные части обеих систем, т. е. всё, кроме входных и выходных шкал, то (при условии, что входные значения могут быть заданы соответствующими поворо​тами рукояток) системы окажутся практически неотличи​мыми:  никакая,  сколь угодно длинная серия   испытаний по схеме «вход — выход» («стимул — реакция», как ска​зал бы физиолог) не дает нам возможности установить при​роду «начинки» наших черных ящиков (механическая или электрическая), хотя, конечно, закон функционирования любого из них (а тем самым—посредством «моделирова​ния» — и другого) такими экспериментами установить можно (ведь любое экспериментальное исследование про​ходит именно по такой схеме).
    Наконец  можно отметить, что обе наши изоморфные системы описываются одним и тем же линейным диффе​ренциальным   уравнением   второго   порядка
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с постоянными коэффициентами, так соответствующи​ми параметрам любой из описываемых им систем, что закон зависимости его «выхода» z от «входа» w в точности тот же самый, что в обеих колебательных системах. Каждая из трех изоморфных (или «изофункциональных») систем может играть роль «модели» для остальных: «модели»-уравнения — основное орудие исследования в мате​матическом естествознании; электрические «аналоговые» модели получили большое распространение для модели​рования физических процессов «в натуральном времени».
  6.   Сказанное  позволяет   без  дальнейших комментариев говорить об изоморфизме (относительно не​которых фиксированных наборов  свойств  и отношений) таких разнородных пар, как местность и ее специализи​рованные   (геологические,    метеорологические,    этногра​фические...) карты, симфония и ее запись на грампластин​ке, коллектив предприятия и список анкет всех работаю​щих на нем,  животное и его чучело...
  Особенно важный пример — это соответ​ствие между некоторой областью реальной действитель​ности, описывающей эту область содержательной на​учной теорией, и формальной системой, являющейся ре​зультатом формализации последней.
   7.  Однако именно этот последний «пример» при более внимательном рассмотрении по​буждает говорить не об   одном, а о   двух   различ​ных (причем различных весьма радикальным   образом) отношениях  между двумя различными  же  парами  множеств   предметов.    Первое   из    них — это   соответствие  между реальностью и более или менее полной и точной  совокупностью   образов   этой   реальности,   возникающих  в нашем сознании (иначе говоря: отражением реальности). Второе соответствие — это соответствие между совокуп- ностью   наших   содержательных   представлений   о   Мире и ее описанием в точных терминах.                                    
   Что касается второго соответствия, то, поскольку речь идет о системах существенным образом конечных (хотя, быть может, и очень больших), на которых определены конечные же наборы свойств и отношений, то здесь в принципе можно (а в некотором смысле и должно) рассчитывать на «абсолютный» (относительно всех этих свойств  и отношений) изоморфизм. Более того, такой изоморфизм (адекватность описания Мира) в сущности и является целью каждой естественнонаучной теории.
    Гораздо сложнее обстоит дело с первым из упомянутых соответствий. Предположение о конечности (или даже хотя бы «алгорифмической исчерпаемости») исходной об​ласти заставило бы нас (особенно при допол​нительных гипотезах об изоморфном характере рассмат​риваемого соответствия, но, в общем, и независимо от таких гипотез) принять метафизическую схему типа вит-генштейновской. Поскольку полнота и точность воспроизведения внеш​него мира в человеческом сознании всегда относительны, (а о «взаимной однозначности» вообще не может быть речи), то соответствия между сколько-нибудь обширными совокупностями предметов внешнего мирa и их образами в человеческом сознании никоим образом не могут быть изоморфными (даже относительно самых «скромных» на​боров атрибутов), а должны носить более общий харак​тер.  
2.4. Гомоморфиз​м
    Это более общее, чем изоморфизм, отношение, о кото​ром упоминалось в конце предыдущего параграфа, называ​ется гомоморфизмом. 
   Имея строгое, формальное опредедение понятия изо​морфизма, представляется возможным, несколько изменив условие, полу​чить столь же строгое определение понятия гомоморфиз​ма. (Столь же нетруден и обратный переход.) Поскольку наша цель — не дефиниции (их можно найти в любом учебнике, во всяком случае приме​нительно к интересующим математиков конкретным клас​сам изучаемых ими систем), а, так сказать, выявление всей «подоплеки» понятия, мотивов его введения, содер​жательного смысла, взаимоотношения с родственными (не обязательно математическими!) понятиями, в конечном счете — методологических, гносеологических функций, то мы начнем с эвристических рассмотрений, носящих подчеркнуто содержательный, а потому и нестро​гий характер. «Перевод» этих рассмотрений на строгий язык дефиниций будет далеко не столь очевиден, как в случае изоморфизма. Эта трудность сама по себе чрезвычайно характерна для этого понятия.
    1. Поскольку, как уже только что оговаривалось, содержательные примеры понятия гомоморфизма (если только не требовать от них с самого начала предель​ной детализации, что неминуемо привело бы к известному догматизму изложения) имеют явно «приблизительный» характер, начнем с «мотивационных» рассмотрений.
   Вернемся к изоморфизму. Что это, собст​венно, такое? Как охарактеризовать это понятие на пре​дельно содержательном, интуитивном, «наводящем» уров​не? На это можно было бы ответить примерно следующим образом. Изоморфизм — значит тождество, подобие, «оди​наковость» строения. Такое подобие прежде всего пред​полагает равночисленность, так как если рассматри​ваемые совокупности имеют разное число членов (или составных частей), то уже тем самым они будут иметь су​щественно разное «строение». В самом деле, трудно «проще» охарактеризовать произвольное данное конечное множест​во, чем сказать, что оно состоит из такого-то числа элемен​тов — большей абстракции не придумаешь (и именно так — путем «полного отвлечения от природы» элементов множества — приходят к понятию его количест​венной характеристики: мощности).
Если же описание дает нам какую-либо дополнитель​ную (причем точную) информацию, помимо количествен​ной оценки системы («качественную» ее характеристику), то мы говорим об изоморфизме относительно фиксируе​мых данным описанием ее «качеств» (атрибутов, предика​тов), причем не только различные изоморфные описания (относительно разных «качеств»), вообще говоря, не сов​падают, но и одно и то же описание может оказаться при​менимым для двух «разных» — с точки зрения наблюдателя, претендующего на изоморфизм своих впечатлений дейст​вительности, — ситуаций: более общая характеристика, как известно, охватывает более широкий класс объектов.
    2. Гомоморфизм же, в отличие от точного, «протоколь​ного» изоморфного восприятия — это приблизительное впечатление. Неточно — да. Но все-таки — никакого вранья. Гомоморфизм — это «приблизительный изомор​физм», «изоморфизм с беглого взгляда», «из окна поезда»,, «изоморфизм в сумерках». Чего-то не заметил — очень может быть. Но ничего не придумал. На «гомоморфной» фотографии (т. е. на обычной черно-белой) темно-красное платье можно спутать с черным, а желтое — с белым. Но все-таки — не белое с черным.
   Итак, мы установили, что изоморфные описания — это сочинения натуралистов, гомоморфные — творения реалистов (но не романтиков). А реалисты, позволяя себе пренебрегать «фактиками», фактов придерживаются строго. Значит, никаких выдумок: подробности разве что теряются, но не высасываются из пальца. Ученому (даже биологу) затруднительно  быть натуралис​том, но, будучи ученым, он обязан быть реалистом. Сле​довательно, в частности, в гомоморфном очерке не могут появляться новые   действующие лица. 

    Заключение это может показаться слишком категорич​ным: ведь если на вопрос, сколько народу в очереди, в которой (как выяснилось потом) стоит ровно 63 чело​века, один знакомый отвечает «человек пятьдесят», а другой «человек семьдесят», мы не откажем в доверии не только первому, но и второму (и даже не на том осно​вании, что его оценка точнее). Но никакого противоречия с замечанием об «уменьшении числа действующих лиц» здесь нет: просто оба они «действующими лицами» считали не отдельных людей, а десятки. А семь (как и пять), конечно же, меньше, чем шестьдесят три. Значит, любое округление (по недостатку ли, по избытку ли — все едино) может лишь уменьшить число фиксируемых персонажей, но не увеличить: переход к более крупным разрядам, как и переключение внимания с отдельных судеб на жизнь коллектива, в русле реалистической тради​ции.
    Коротко это важнейшее для понимания дальнейшего обстоятельство можно выразить так: гомоморфный образ содержит не большее число элементов, чем оригинал, но элементами его могут служить классы индивидов, явяющихся элементами прообраза. 
   3. Теперь можно завершить предва​рительный обзор основных понятий.   Основная «методо​логическая функция» гомоморфного преобразования, как мы видели, состоит в том, чтобы «свернуть» всю доступную нам  информацию   об   исследуемых   объектах,   явлениях, процессах   (содержащую,   вообще   говоря,   кроме  дейст​вительно  необходимых  для уяснения сути дела  сведений мaccy второстепенных, мало существенных,  а то и слуайных данных) в гораздо более компактную (но в то же ремя и более «емкую»), удобообозримую и удобообрабаываемую форму.
   Встает вопрос, что считать существенным, а что второстепенным? Каковы должны быть критерии отбора? И есть ли единые критерии такого рода?
   Ясно, что единых рецептов тут быть не может. Философ может разве что выявить и очертить основные методологические принципы, уяснить некоторые «охраительные» правила, нарушение которых может заведомо обесценить аргументацию, применяемую в конкретной области науки. Короче говоря, рекомендации его должны быть сродни не «законам» сорта принципа исключенного третьего (непригодного для использования в конструктивных математических доказательствах), а скорее типа за​кона (не)противоречия или закона достаточного основа​ния.                                                                                        
А «устраивать» конкретные «гомоморфизмы» будут представители конкретных наук. Типичный пример — составление карт. «Идеальная» карта местно​сти, на которой было бы «все» об этой местности, была бы столь загромождена данными, что ею пользоваться было бы невозможно. И вот синоптик оставляет на «контурной» карте лишь свои изобары, изотермы и т. п., геолог — лишь разведанные месторождения, орнитолог — маршруты миграции пернатых...В общем, каждый свое, но с одним общим непременным условием: никаких искажений, любая из этих «рабочих» карт должна быть гомоморфна «исходной» («абстрактной») карте. И так в  каждой  конкретной  науке.
  Перейдем к  строгим дефинициям.

2.5. Некоторые определения
  1. Пусть   А   и   А' — два   произвольные    множеств («произвольные» в том смысле, что нам не понадобятся никакие дополнительные предположения ни о «природа элементов  этих   множеств,   которая a priori может   быт любой, и притом совершенно различной для А и А′, ни мощности множеств А и А', которые, в частности, могу быть как конечными, так  и бесконечными, ни о каких либо свойствах элементов данных множеств или отношениях между ними). Пусть на каждом из множеств A и А' определены некоторые семейства предикатов {Fpn} и {Фqm} (верхний индекс указывает число аргументных мест ее ответствующего предиката, а нижний индекс — номе в некоторой фиксированной для каждого семейства нумерации). Пусть А и А' эквивалентны (равномощны) в обычном теоретико-множественном смысле, т. е. между их   элементами  можно   установить   взаимно-однозначнае соответствие: каждому элементу [image: image16.png]a;EA’



сопоставить один и только один элемент [image: image17.png]ae A



(обозначаемый также через [image: image18.png]


 где φ — знак функции, осуществляющей данное отображение, а равенство нижних индексов i как раз указывает на то, что ими обозначены соответствующие друг другу элементы данных множеств), и обратно, каж​дому элементу [image: image19.png]ge A



поставить в соответствие один и только один  элемент первого множества[image: image20.png]flg) =a;= 4



 (принятие  этих  обозначений подразумевает  автоматиче​ски, что функции φ и f  взаимно обратны, т. е. что для лю​бого[image: image21.png]a; f(o(a;)) = aq;



 и, аналогично,[image: image22.png]Va; (9 (f(a)) = ay),



 так  что [image: image23.png]o =f*



и [image: image24.png]f=o™).




Если, далее, взаимно-однозначное соответствие (ко​торое мы будем по-прежнему для отображения в одну сторону обозначать функциональным символом φ, а в другую — символом f) можно установить и между опре​деленными на множествах А и А' системами предика​тов {F} и {Ф} (как обычно, термины «множество», «класс», «система», «семейство», «совокупность», «собрание», «набор» мы можем, если не ого​ворено противное, считать синонимами и свободно варьировать из стилистических  соображений), причем соответствующие друг другу предикаты F и [image: image25.png]o(F) =0



при этом получают одинаковые индексы (верхние — автоматически, поскольку сопоставля​ются между собой непременно предикаты с равным числом аргументных мест, а нижние — для фиксации того обстоя​тельства, что речь идет о предикатах, соответствующих друг другу в данном соответствии — определяющем, та​ким образом, данные нумерации) и для любых р, q, k и l и     наборов     индексов   [image: image26.png].« ey ip),
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                (т.е.[image: image30.png](¢ (Fi) (@ (a), . .. 9 (a;)



 (содержательный    смысл   понятия   изоморфизма   подсказывает здесь условие  эквивалентности этих предикатов; но эта экви​валентность, как легко видеть, вытекает из приведенного в тексте более слабого условия), а   из  [image: image31.png]®f (ai,, - - - af)



  следует [image: image32.png]Fi(az, - . ., a5), ((F (@) (f (a3, - - -, f(ai))),



то такие множества А и А' называют изоморфными (или находящимися в отношении изоморфизма) относительно данных множеств предикатов {F} и {Ф}.  Каждое из множеств А и А' называют в этом случае изоморфным образом  другого (вообще  для   любого   преобразования[image: image33.png]Qp:4 -4



 мы,   следуя теоретико-функциональной традиции, множество А' и каждый из его элементов будем называть образом множества А или сответствующего его элемента; множество же А и его элемент будут именоваться  прообразами своих  образов).

   Изоморфизмом часто называют также не только отношение с описанными здесь свойствами, но и каждую   из   взаимно   обратных   функций   (отображений)[image: image34.png]p:A—~> A4



 и [image: image35.png]f: A — A,



                                       
  Если, в частности, множества А и А' совпадают, то изоморфизм — идет ли речь о рефлексивном отношении между «двумя экземплярами» одного и того же множества, или же о функции[image: image36.png]p: A

— A



— называют   автоморфизмом. Если при автоморфизме множества А на себя каждый элемент этого множества переходит сам в себя, то такой автоморфизм называют тождественным; при рассмотрении группы всех автоморфизмов произвольного множества роль групповой операции умножения в которой, как и во всякой группе преобразований, играет композиция, т. е. последовательное применение двух преобразований, тождественный автоморфизм играет роль единицы этой группы.                                                                                   
  2. Пусть теперь в данном выше определении изоморфизма требование взаимной   однозначности отображения [image: image37.png]@

A—> A4



ослаблено — заменено   условием   его однозначности лишь в  о д н у  сторону, т. е. теперь предполагается  лишь,   что  каждому  элементу [image: image38.png]acc A



  соответствует единственный «образ» [image: image39.png]¢o{a) =a € A4,



 единственность   же   «прообразов»   для   произвольного  [image: image40.png]



не предполагается. В таком случае (все остальные пунктн определения изоморфизма остаются неизменными)  говорят, что А' есть гомоморфный образ множества А (как и выше — относительно данных семейств предикатов) или, что А' находится в отношении гомоморфизма к А. Как термин «изоморфизм», термин «гомоморфизм» употребляют часто  и  для  наименования  самой  функции[image: image41.png]p:A—>4



 (конечно, в данном случае уже именно этой функции, а не «обратной функции» [image: image42.png]pt:A"—> A4,



 которая, как нетрудно понять, здесь вообще может быть «многозначной»).         
    Гомоморфизм некоторого множества в себя (относительно каких-либо двух равномощных наборов определенных на нем предикатов)  называют эндоморфизмом. (Тождественный автоморфизм является единицей и для полугруппы всех эндоморфизмов произвольной группы.) Эндоморфиз​мами являются, очевидно, все автоморфизмы, а также все изоморфизмы произвольного множества на его подмно​жества, равно как и все гомоморфизмы произвольного множества  на   себя    (т.   е.     гомоморфные   отображения[image: image43.png]p: 4

— A



 при которых каждый элемент А есть образ не​которого — вообще говоря, не единственного — элемента этого  же множества).
   3. Перечислим несколько следствий из определений пп. 1 и 2, неоднократно используемых в дальнейшем. Прежде всего, упомянем тот (по существу уже использовавшийся выше) факт, что произведение (т. е. последовательное применение двух преобразований, на​зываемое иначе их композицией, или суперпозицией) двух изоморфизмов есть изоморфизм, а произведение гомомор​физмов — гомоморфизм (и то же относится, в частности, к  автоморфизмам  и вообще  эндоморфизмам).
Далее, отношение гомоморфизма рефлексивно (любое множество гомоморфно самому себе относительно произ​вольной определенной на нем системы предикатов; таким гомоморфизмом является, очевидно, тождественный авто​морфизм) и транзитивно (если [image: image44.png]A—> B



и[image: image45.png]Yv:B—>C



 суть   гомоморфизмы   относительно   наборов   предикатов [image: image46.png]{Fa} m {Fp}



 в первом случае и [image: image47.png]{FB} m {Fc}



 во  втором, то их произведение [image: image48.png]$yp:A4—->C



 есть гомоморфизм относительно наборов  предикатов [image: image49.png]{Fa} m {Fc}).



 Отношение изоморфизма,    сверх    того,     симметрично    (т. е.    если [image: image50.png]f:A—~B



 есть изоморфизм относительно некоторых набо​ров  предикатов,  определенных на множествах   А   и В, то    существует   и    обратное    отображение   f-1,   причем[image: image51.png]f—l .

B> A



 также является изоморфизмом относительно тех же наборов предикатов); для произвольного же гомо​морфизма симметричность, вообще говоря, не имеет места.  Можно,   наконец,   доказать,   что   если [image: image52.png]Vv:A—- B



 и
[image: image53.png]p: B> A4



 суть гомоморфизмы относительно одних и тех же наборов предикатов, то 1) как ψ, так и φ суть изо​морфизмы относительно тех же наборов предикатов и 2) [image: image54.png]pp:A—>A



 и [image: image55.png]Yo : B —> B



— автоморфизмы    (хотя, вообще говоря, и не тождественные, чему нетрудно  при​вести  примеры).
     Резюмируя сказанное в этом пункте, можно сказать, что гомоморфизмы можно  интерпретировать как отношения (частичного) порядка на классах однотипных алгебр, а изоморфизмы — как отношения эквивалентности на таких классах, индуцирующие их разбиения на классы эквивалентных (изоморфных) алгебр, в свою очереди являющиеся элементами факторкласса таких алгебр пo данному отношению эквивалентности (см. ниже), называемыми свободными алгебрами соответствующих типов.
   4. В определениях, сформулированных в пп. 1 и 2, наборы предикатов, определен​ных на рассматриваемых множествах, предполагались эквивалентными. Более того, подразумевалось, что эти множества являются однотипными универсальными ал​гебрами, т. е. что между определенными на них набо​рами предикатов   (напоминаем,  что  понятия  операции  (функции)  и  константы, по естественным причинам различимые в чисто алгебраических контекстах, мы здесь всюду рассматриваем как частные случаи общего понятия предиката) можно установить такое взаимно​однозначное соответствие, при котором сопоставленные друг другу предикаты непременно имеют одно и то же число аргументных  мест.
   Последнее ограничение, впрочем, очень уж естествен​но, и мы, по крайней мере пока, не будем и пытаться от него отказываться. Что же касается первого условия (в со​четании со вторым, без которого оно попросту не имеет ясного смысла), то оно означает по существу то,
что соответствующие друг другу предикаты [image: image56.png]


и [image: image57.png]


— это, так сказать, «разные названия одного и того же предиката», обозначаемого различными сим​волами в зависимости от того, из какого множества берутся его аргументы А и А'. Такая характеристика на самом деле может считаться и не метафориче​ской; если множества А и А' не пересекаются, то можно без каких   бы то ни было специальных оговорок просто говорить об одном предикате [image: image58.png]


или [image: image59.png]


— безраз​лично), определенном на объединении множеств А и А', понимая эквивалентности и равенства (при избранных нами формулировках — импликации), фигурирующие в определениях понятий изоморфизма и гомоморфизма, как совпадения значений некоторых предикатов для не​которых различных (и притом непересекающихся) наборов их аргументов. В алгебре обычно именно та​кой терминологии и придерживаются; скажем, утвер​ждение об изоморфизме каких-либо групп G и Н  подразумевает, что речь идет именно об изоморфизме относительно определенных на G и Н  групповых бинарных операций умножения. Т. е. дело обстоит так, как будто каждый из наборов {F} и {Ф} состоит  из   одного-единственного   трехместного   предиката;   на самом  деле в   соответствующий   набор   («сигнатуру») для каждой группы входит еще по  одной унарной   операции (двуместному предикату) взятия обратного элемента и по одной «нульарной  операции»   (одноместному  предикату) — константе единице; но для   изоморфизма групп (относительно обеих сиг​натур) достаточно постулировать изоморфизм относительно ум​ножения.  Более того, чаще говорят даже не о двух «различных» операциях умножения, а просто об «одной и той же» операции, не оговаривая специально, что это («одно и то же») умножение определено лишь для таких пар из объединения рассматриваемых групп, для которых оба элемента из каждой нары принадлежат не​пременно одной и той же группе.   Наши определения можно, впрочем, сформулировать и таким образом, чтобы надобность в каких бы то ни было «естественно подразумеваемых»  соглашениях  устранялась  с  самого  начала радикальнейшим   образом.   Назовем,   например,   как   обычно, декартовым квадратом множества X множество X2 (всех)  упо​рядоченных пар элементов этого множества.  Тогда   бинарную операцию, определенную на X, можно определить как отобра​жение [image: image60.png]f:Xz-—>X.



Если теперь рассматривать изоморфизм мно​жеств X и Y относительно двух «одноименных» бинарных опе​раций, одна из которых (f) определена на    X, а другая (φ) — на Y (случай одноэлементной сигнатуры взят здесь лишь для простоты изложения), то мы можем вместо этих двух операций говорить об одной (обозначаемой через[image: image61.png]5L



или еще как   угодно)[image: image62.png]X2
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совпадающей   для   элементов из X (из Y) с ранее определенной операцией f (соответственно φ).  Объединяя таким образом области определения и области значений исходных функций f и φ,  мы можем вполне строго говорить об изоморфизме X и Y относительно одной новой опе​рации. Этот достаточно тривиальный пример (настолько триви​альный, что в обычных определениях понятия изоморфизма, его даже не считают нужным приводить, ограничиваясь замечанием о возможности «отождест​вления» операций, относительно которых рассматриваемые мно​жества изоморфны) приведен здесь лишь для того, чтобы показать возможность вполне корректного сведения рассмотрения двух семейств предикатов, относительно которых устанавливается изоморфизм множеств, на которых они заданы, к одной, «общей»
сигнатуре, предикаты которой определены на объединении из декартовых квадратов. В дальнейшем изложении мы будей довольствоваться самой по себе принципиальной возможностью такого формального сведения и придерживаться более содер​жательной (и естественно интерпретируемой) терминологии, варьирующей определения настоящего параграфа). Таким образом, это объединение даже не фигурирует явным образом ни в каких утверждениях как некий новый «объект рассмо​трения», и «введение» этого «объекта» является чисто но​минальным (если не проводить, конечно, последовательной реконструкции определений в духе предыдущего примечания, что, как уже говорилось, представляется ненужным именно ввиду «непринципиального» характера такой реконструкции (существенного расширения выразительных средств мы при помощи таких легко элиминируемых пополнений языка не получаем, но заметно теряем в удобствах, присущих «естественному» словоупотреб-лению).                                                                                        
     Если же рассматриваемые множества пересекаются (в частных случаях включают одно другое или даже совпадают, как, например, при эндоморфизмах), то отождествить предикаты, определенные на этих множествах, можноо лишь ценой мало естественных дефинициональных ухищрений, чреватых опасностью двусмысленности.
   Но действительная причина, по которой мы не стали в общем случае отождествлять предикаты, определенные на множествах, находящихся между собой в отношении изоморфизма (или гомоморфизма), состоит даже не столько в том, что эти носящие весьма общий, «естественнонауч​ный» характер понятия пришлось бы эксплицировать несколько неестественным, вычурным образом, а в том, что этот путь не дал бы нам возможности обсудить неко​торые напрашивающиеся обобщения введенных понятий. Предварительному (содержательному) обсуждению этих возможных обобщений и будет посвящен излагаемый ниже материал. 
2.6. Последовательные усложнения схемы

     Обратимся вновь к содержательным представлениям экспликациями которых явились описанные выше понятия.                                               
    Рассмотрим прежде всего картину coответствия, послужившую в известном смысле исходной для формирования этих представлений,— соответствия между некоторым множеством предметов и их совместным изображением на фотографии. На этом примере — в за​висимости от некоторых дополнительных предположений относительно фотографируемого объекта и способа фото​графирования, которые мы каждый раз будем специально оговаривать,— можно проследить реализации и уже уточ​ненных понятий изоморфизма и гомоморфизма, и их даль​нейших обобщений.
    1. Пусть для начала фотографируемый объект сам представляет собой плоскую графическую схему, состоя​щую из совокупности черных «фигур» на белом фоне. Спо​соб изготовления этого «оригинала» для нас совершенно несуществен (это может быть в свою очередь фо​тография, для которой какой-то другой рисунок, чертеж или текст играл роль «оригинала»), так же как и материал «фона». Не интересует нас и «природа» подлежащих фото​графированию «фигур»; каждая из них воспринимается не как «множество точек» (что само по себе было бы продуктом далеко идущей абстрак​ции), а именно как единый нерасчлененный и нерасчленяемый «объект» — «элемент системы». Таким образом, никаких «составных частей» ни одна из этих «фигур» сейчас для нас не содержит; скажем, «фигура», графически тождественная с буквой «Р», вовсе не воспринимается как «часть» «фигуры» «В» — это два разные знака, только и всего. Конечно, среди наших «фигур» могут оказаться и конгруэнтные, но мы их не только не будем пока отождест​влять ни в каком из смыслов этого слова (считая «разными экземплярами» одной и той же «фигуры»), но, вообще говоря, не обязаны считать этот вид «равенства» в каком-либо смысле «основным» (по сравнению с другими рефлек​сивными, симметричными и транзитивными отношениями). (Можно вообще не говорить в этом и подобном ему случаях ни о каких двуместных предикатах эквива​лентности, ограничиваясь рассмотрением некоторой сис​темы попарно несовместимых одноместных предикатов, вроде «быть круглым», «быть треугольным», «иметь форму трехгорбого верблюда» и т. п., относительно кото​рых можно затем было бы говорить и об изоморфизме и гомоморфизме.) Мы абстрагируемся сейчас (как и во всех аналогичных случаях) от таких факторов, как отсутствие четко локализованных «границ» у наших «фигур», неоднородности краски и бумаги, факти​ческая неодинаковость написания номинально одинаковых символов и т. п., короче говоря, не претендуем на «анализ» структуры самих по себе «фигур», такт как сами по​стулировали их «неанализируемость».
    Сравним сейчас наш «оригинал» с его контактным (т. е. в натуральную величину) отпечатком на фотобума​ге — отпечатком, все детали которого (с точностью до погрешностей установки, неоднородностей эмульсии и т. п. «микроскопических» факторов) конгруэнтны со сво​ими прообразами (т. е. совпадают с ними при наложении, результатом которого они и являются). Что можно сказать об этой паре «оригинал»—«модель»? Ясно, что относительно любых чисто геометрических предикатов, определенных (или хотя бы могущих быть определенными) на рассматриваемых «картинках», эти «картинки» изо​морфны. (Понятно, что к таким «геометрическим преди​катам» никоим образом не относится положение самой «картинки»: для него (положения) «картинка» является не  областью  определения,   а   аргументом!)
   Можно было, казалось бы, к сказанному добавить, что «картинки» наши еще изоморфны относительно цветов своих (черных) элементов, поскольку «фон» на обеих бе​лый. Но такое утверждение, как нетрудно видеть, совер​шенно бессодержательно. Ведь «фон» вообще не является «элементом» ни одной из «картинок» (играя в них, по сути дела, ту же роль, что отводилась в прежних электро​магнитных теориях «эфиру» — роль, которая ныне с не​меньшим успехом отводится «пустоте») —не считаем же мы доску, на которой выписываем символы какого-либо ло​гического исчисления, самостоятельным «символом» этого исчисления, а бумагу, на которой напечатана книга, частью ее текста (все дело здесь в том, что мы заранее умеем отличать «элементы» от «фона». Для перцептрона или любого другого читающего устройства это различие, если и верно, то отнюдь не тривиально, и, скажем, запись нор​мального алгоритма должна предусматривать, в слу​чае необходимости, операции над «пустым словом» (то есть именно над тем, что мы до сих пор считали просто «фоном»).)  Так что говорить здесь о «цветовом изоморфизме» примерно столь же (хотя и не в меньшей мере) осмысленно, как, скажем, о том, что дети млекопи​тающих   наследуют   от   своих   родителей   трехмерность. Цвет одноцветных значков, трехмерность детенышей мле​копитающих (так же как, по всей вероятности, и земно​водных) — все это примеры свойств, выполняемых для всех элементов рассматриваемых предметных областей, и относительно любого такого тождественно-истинного предиката 48 понятие изоморфизма просто совпадает с понятием взаимно-однозначного соответствия: «удовлетворять предикату, истинному для всех элементов данного множества» есть, по определению, свойство, имеющее место для всех элементов данного мно​жества, и именно к подобным трюизмам сводится содер​жание любого утверждения об изоморфизме относительно пары каких-либо тождественно-истинных на рассматривае​мых множествах предикатов.

(В качестве одноместного предиката, тождественно-истинного на произвольной области, часто выбирают «самотождественность» [image: image63.png]


) «Усложнение» рассматриваемой ситуации за счет того, что «модель» печатается каким-нибудь одним цветом, от​личным от цвета «оригинала» (но по-прежнему в одну краску) также, очевидно, оказывается чисто номинальным: «краснота красного», например, столь же тождественно-истинна, как, скажем, «чернота черного». (Несуществен​ность изменения цвета одного или обоих «фонов» вряд ли нуждается в дополнительном комментировании.)
    2. Представим теперь себе некоторое усложнение вида «оригиналов». Пусть, скажем, составляющие его и подле​жащие фотографированию символы (мы пока по-прежнему считаем их одноцветными) расположены на нескольких прозрачных плоских пластинах, параллельных друг другу и плоскости изображения и перпендикулярных парал​лельному пучку проектирующих лучей. Изображения по-прежнему будут конгруэнтны своим прообразам, и по-прежнему каждый элемент получит единственное изобра​жение. Но теперь, вообще говоря, уже нельзя утверждать, что каждый элемент фотографии есть изображение неко​торого единственного прообраза — взаимная однознач​ность отображения нарушается, так как две или более конгруэнтных фигуры могут оказаться сечениями одного и того же прямого цилиндра, перпендикулярного плоско​стям проекций.
     Имея в виду, как и в п. 1, лишь двумерные геометрические соотношения между элементами «оригинала» (т. е. объединения проектируемых плоскостей) и «модели» (иначе говоря, не принимая в расчет расстояния прообразов от плоскости изображения), мы увидим, что относительно этих соотношений изображение есть гомоморфный образ «оригинала». («Классическую» вариацию описанной здесь картины представляет собой понятие «небесного свода», которое можно мыслить, например, как результат цен​трального проектирования всех видимых для данного на​блюдателя звезд, расположенных, вообще говоря, на раз​личных концентрических сферах, в общем центре которых находится наблюдатель, на любую сферическую поверх​ность  с  тем  же  центром. ( В том числе, конечно, и на любую из тех сфер, на которых рас​положены сами звезды. Это же замечание полностью относится и к примерам, описанным в пп. 1 и 2: в первом случае мы имели бы тождественный автоморфизм, во втором (допустив проектиро​вание двумя встречными пучками) — эндоморфизм, переводящий «фигуры», изображенные на различных пластинах, на одну из пластин.

   3.   Непосредственным обобщением предыдущей ситуа​ции можно считать картину, получаемую при фотографи​ровании произвольных объемных (но все еще пока одноцвет​ных) объектов:   изображение  на  пленке или фотографии есть в этом случае проекция   бесконечного (континуаль​ного, если, конечно, отвлечься от молекулярной структу​ры «оригинала», не говоря уже о пределах разрешающей силы фотографирующего устройства и еще более грубых ограничениях, связанных с зернистостью фотоэмульсии) множества «мысленных   плоских сачений» изображаемой совокупности объектов, причем, как и в случае, разби​равшемся в п. 2, отображение будет однозначным лишь в одну сторону, так как «задние» «сечения» будут на сним​ке,  как  правило,  «заслоняться» «передними».
   Итак, снова гомоморфизм (относительно примерно такого же, как и в случае п. 2, набора «геометрических» свойств, не связанных непосредственно с наличием «треть​его измерения»: изображаются-то по сути дела вовсе не тела,  а  их  поверхности).
4.   Но уже предыдущий случай можно трактовать не​сколько иным образом, считая (что, пожалуй, даже боль​ше соответствует обычной интуиции, чем «абстрактно-гео​метрическая» схема «проектирования»,  зафиксированная  в п. 2), что «невидимые» для «наблюдателя» элементы «оригинала» просто не имеют никаких об​разов.
    Сам по себе результат проектирования от такой «униформизации» проектируемого множества (со​стоящей в замене пространственных объектов их «ниж​ними», т. е. ближайшими к плоскости проекции, поверхно​стями, и соответственно для двумерного случая: замене плоских «фигур» кривыми, образующими «нижние» части их контуров) не меняется. Поэтому не следовало бы спешить с заменой рассмотрения однозначных отобра​жений множеств в множества (частными случаями которых являются изоморфизмы и, более обще, гомоморфизмы) рассмотрением отображений некоторых подмножеств ис​ходных множеств (коль скоро именно эти «исходные» множества, а не их фактически отображаемые при подоб​ной трактовке подмножества, нам по каким-либо сооб​ражениям представляется более разумным считать «про​образами» получаемых «изображений»). Или, что то же самое, частичных (неполных, не всюду определенных на номинальной области задания) отображений. Однако сам факт эквивалентности этих двух трактовок подсказывает нам возможность обратного (в естественном смысле слова) перехода от частичных отображений ко всюду определен​ным как раз в тех случаях, когда, казалось бы, отображе​ние по самому существу дела является частичным, так что его, на первый взгляд, не удается подвести ни под одну из рассмотренных до сих пор категорий. А между тем подобные ситуации представляют (для теории позна​ния) значительный интерес.
Что может быть естественнее, например, для проводи​мого здесь анализа, чем рассмотрение случая, когда (вследствие ли недостаточной разрешающей способности воспринимающего устройства или же из-за какого-либо еще из сознательно отбрасывавшихся нами до сих пор «микроскопических» факторов) на фотографии мы не на​ходим некоторых деталей изображаемой картины, отнюдь не загороженных другими предметами, находящимися в поле зрения? (Простой пример: фотоснимок слона с сидя​щей на его хоботе мухой в 1 : 200 натуральной величины, на котором удается рассмотреть не всех изображаемых персонажей.) Можно даже сказать, что при любом «моделировании» (в любом разумном смысле этого слова) мы всегда отбрасываем какие-то детали, иначе незачем было бы и «модель» придумывать. Насколько точной ни была бы, например, географическая карта, претендующая на «адекватное» изображение какого-либо участка земной поверхности, всегда можно указать детали ландшафта, никак не отображенные на ней, причем дело здесь, как нетрудно понять, не только в масштабе (определяющем «разрешающую способность» изображения), но и в некото​рых априорных (во всяком случае, не обусловленных чисто техническими возможностями изготовления карты) кри​териях отбора «существенных» характеристик земного рельефа, признаваемых нами «достойными» изображения. Процессы идеализации, неотъемлемым образом связан​ные с построением естественнонаучных теорий, обуслов​ливают выбор «существенных» атрибутов Мира, совокуп​ность которых «моделирует» концептуальная схема дан​ной теории. Все остальное, признанное «несущественным»,  остается  за  ее  бортом.
Конечно, здесь можно было бы сказать, что «сущест​венность» и «несущественность» признаков — понятия от​носительные, что водораздел между ними в каждом кон​кретном случае определяется конкретными потребностя​ми, стимулирующими развитие данной конкретной тео​рии, что то же самое можно сказать о степени детализации теории (так сказать, «масштабе ее выполнения»), что, наконец, и классификация признаков, и степень подроб​ности их перечисления и описания могут быть более или менее удачными, причем представления об «удачности» теории опять-таки должны носить конкретный характер и зависеть от конкретных условий. Все это, однако, весь​ма общие места, не становящиеся более плодотворными от порторения слова «конкретный» (кстати, одного из самых абстрактных терминов научного лексикона). Что и говорить, единых и единообразных гарантий «адекват​ности»  у ученых  нет.
Но предметом данного обсуждения и не являются срав​нительные  достоинства   различных   теорий  и   критерии, лежащие в основе их формирования (эмпирические, дедук​тивные, методологические, всякого рода смешанные). Речь пока идет лишь о констатации действительно уни​версального факта: ни к одной научной теории, ни к одной фотографии (если не считать «вырожденных» предельных случаев, вроде описанного в п. 1), ни к одной карте поня​тие гомоморфизма как таковое (вспомним, что го​моморфизм определялся до сих пор как некоторое всюду определенное однозначное соответствие) не при​менимо. А ведь именно эти понятия и всевозможные их модификации являются эвристическим источником для привлечения понятия гомоморфизма (и, конечно, его част​ного случая — изоморфизма) в целях пополнения и уточнения  категориального  аппарата  теории познания.
    Для математика (во всяком случае, пока он выступает только как математик) проблемы здесь нет. Говоря на языке теории множеств (почитаемой до сих пор громад​ным большинством математиков в качестве теоретической и даже подчас «логической» базы своей науки), математик скажет, что в случае не всюду определенного отображения какого-либо множества А в некоторое множество В по​нятие гомоморфизма совершенно незачем привлекать уже хотя бы потому, что такое отображение вообще не являет​ся отображением А в В, так что следовало бы говорить об отображении из А в В и исследовать, если это представ​ляет интерес, вопрос о характере отображения в В мно​жества всех прообразов элементов B, to есть отображения некоторого подмножества множества А в множество В (и это-то отображение может, в частности, оказаться гомо​морфным). Алгебраист мог бы добавить к сказанному, что на самом деле свойства множества, «объемлющего» область определения рассматриваемого отображения («из» которого, собственно, и имеет место данное отображение), могут быть совсем не безразличны для характеристики данного отображения,— и даже привел бы соответствую​щие  примеры.
     Сказанное может показаться странным: ясно ведь, что любое множество можно бесчисленным множеством спо​собов пополнять до объемлющих его множеств самой раз​личной природы, причем ничего более существенного об этих «потенциальных пополнениях», исходя из рассмо​трения самого «пополняемого» множества, конечно, не скажешь. Дело, однако, в том, что, говоря о «подмножествах» и «надмножествах», алгебраисты (в том числе логики, занимающиеся теорией моделей) имеют, как правило, в виду  отнюдь  не  произвольные  множества,   связанные  с данным   множеством   лишь   отношением   включения,    а подалгебры   (и   «надалгебры»)   рассматриваемой   алгебры.! (Рассмотрение же общего случая, как   принято об этом говорить, «неинтересно» — в том смысле, что для него не удается доказать новых теорем.) Если же вдобавок (что подразумевается не всегда) подал​гебра,    являющаяся   областью   определения   некоторого гомоморфного   отображения, сама   гомоморфна    исходной алгебре, то гомоморфный  образ  этой подалгебры оказы​вается в то же время и гомоморфным образом всей «объем​лющей» (исходной) алгебры:   композиция   (произведение) гомоморфизмов есть  гомоморфизм.
  И именно эта, «тривиальная» с алгебраической точки зрения, возможность подсказывает нам руководящий прин​цип, которому (хотя бы в идеале) разумно было бы следо​вать для осуществления цели, явно напрашивающейся уже в ходе предыдущих рассмотрений: доопределить гомоморфизм, определенный на некотором подмножестве некоторого («моделируемого») множества, таким образом, чтобы получить гомоморфизм, определенный уже на всем исходном множестве, причем результаты применения его к элементам, принадлежащим первоначальной области определения, были бы те же, что и до расширения. Такого рода «принципы перманентности», чрезвычайно характер​ные для подхода математики к проблеме расширения предметных областей и введения на расширенных облас​тях различных операций и отношений, определенных на исходных предметных областях, сами по себе не таят в себе никаких рецептов, согласно которым такие расширения можно было бы производить в некотором смысле единообразно, механически, «а лгорифмически». И странно было бы, если проблемы, по всей вероятности не имеющие общего решения в (относительно) ограниченной и очищенной от всяческих «патологий» математической сфере, поддавались бы попыткам такого общего решения в столь деликатной области, как теория познания. Так что единственная практическая ценность таких принципов состоит в данном случае в их эвристи​ческой роли, в достижении хотя бы минимальной ясности, в каком же, собственно., направлении имеет смысл (пусть не наверняка, но хотя бы с некоторой разумной долей уверенности в успехе) развивать и модифицировать об​суждаемые логико-методологические категории, чтобы они действительно способствовали некоторому прояснению пестрой и прихотливой картины, развертываю​щейся перед исследователем, интересующимся структурой познавательной деятельности. (Не лишне подчеркнуть еще раз, что предметом настоящей работы является обсу​ждение главным образом «формальных», структурных ас​пектов гносеологии, не в большей мере заменяющее обсу​ждение ее проблем по существу, чем правописание исчер​пывает проблемы литературные; но ведь и литература не всегда   может  игнорировать  нормы  правописания.)
   Но эта «единственная ценность» — отнюдь не безделица. Если «стратегия пополнения» и не гарантирует нам успеха в каждом конкретном случае, то она зато настолько проста по своей идее, что поиск оказывается весьма целенаправ​ленным. По сути дела, задача «пополнения» (расширения, доопределения) частично определенного отображения до гомоморфизма сводится к тому, что для некоторых данных алгебр (т. е. множеств с наборами определенных на них предикатов) А и В таких, что задано некоторое отобра​жение из А и В, требуется найти хотя бы одно такое мно​жество С, что С есть гомоморфный образ А, а В есть гомо​морфный образ С.
    Рассмотрим следующий пример. Пусть А — это участок земной поверхности, скажем территории какого-либо государства вместе со всеми населенными пунктами этого государства. (Поверхность Земли можно считать для простоты плоской, а населенные пункты мыслить в виде точек, отмеченных на этом куске плоскости в геометриче​ских центрах тяжести плоских фигур, контурами которых служат границы этих населенных пунктов.) Пусть, далее, В — это карта данного государства, на которой отмечена лишь часть его городов. (Имеется в виду административная карта, на которую вообще ничего не наносится, кроме государственных — и, быть может, внутригосударствен​ных — границ и населенных пунктов.) В каком отношении находятся А и В? Хотелось бы считать, конечно, что от​ношение это — гомоморфизм. Но совершенно очевидно, что при буквальном понимании этого термина он абсолютно неприменим к данному случаю по той простой причине, что рассматриваемое соответствие не определено для произвольного элемента А: это отображение из А в В, но  не  отображение   А  в В.
   Нельзя ли, однако (в полном соответствии с интуицией, которая подсказывает нам, хоть и нарушая при этом нормы ясности выражения, рекомендуемые «Логико-фи​лософским трактатом», все эвристические идеи, экспли​цируемые уже затем «по ведомству логической кодифи​кации»), попытаться найти (хотя бы одно) такое множество С, чтобы С оказалось гомоморфным образом А относитель​но некоторого набора предикатов, а В — гомоморфным образом С относительно того же набора, так что в результа​те отображение А и В (определенное для всех элементов А), являющееся произведением гомоморфизмов [image: image64.png]f:A—>C
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 само   было   бы   гомоморфным?
    Можно,  и  даже  не  единственным  образом.
   Вопрос стоит - каким же именно образом получена карта В? Можно например, считать, что вначале была составлена (быть может, лишь мысленно — значения этого не играет) «полная» карта С, на которой были от​мечены все имеющиеся в А города и села, а потом уже на С были вычеркнуты некоторые, сочтенные «лишними», детали, в результате чего и получилась В. То же получится в результате мысленного «вычеркивания» «несуществен​ных» населенных пунктов непосредственно из самого мно​жества А; при этом мы получаем «упрощенное» (неполное) «государство» D, точной картой, которого уже в свою очередь является В. В каждом из описанных вариантов одно из указанных соответствий, а именно, соответствие между государством («полным» А или «упрощенным» D) и его точной картой (соответственно С или В) является изоморфизмом: оно взаимно-однозначно и со​храняет все геометрические соотношения 51 между эле​ментами «оригиналов» (кроме самих по себе расстояний — карта в натуральную величину не слишком удобна; но отношения лю​бой пары отрезков из А или D и их образов из С или В остаются постоянными: А и С (или D и В) подобны в сбычном геометри​ческом смысле). Второе же преобразование («вы​черкивание») никак (вследствие своей «неполноты») гомоморфизмом не назовешь. Но нельзя ли здесь что-нибудь   «подправить»?
    Чтобы ответить на этот вопрос, следует уяснить, по какому принципу производилось (в обоих случаях они тождественны) «вычеркивание»? Если этот «принцип» был произволен (т. е., иными словами, не было никакого принципа, «вычерки​вание» производилось «наугад»), то дополнить такое пре​образование до гомоморфизма в этом «общем» случае не удается. Но реальные карты не получаются в результате такого «беспорядочного» вычеркивания де​талей. На всех множествах, о которых сейчас идет речь, определены некоторые отношения, и именно, эти отношения лежат в основе всех производимых при изго​товлении карт упрощений, идеализаций («вычер​киваний»).  Так как речь идет о политико-администра​тивных картах, можно говорить, по крайней мере, о двух парах отношений. Первые два — это отношения эквива​лентности. Как мы знаем, на картах изображаются различ​ной величины кружками (или значками разной формы) города, имеющие различное число жителей. При этом, хотя, быть может, в пределах интересующей нас области и не найдется двух городов со строго равным населением, мы не изобретаем специального значка для обозначения каждого города, а обходимся одним значком для изобра​жения городов, население которых лежит в некоторых определенных границах. Скажем, Москва, Новосибирск, Токио и Лос-Анджелес обозначаются прямоугольниками или произвольными многоугольниками (свыше 1000 000 жителей), Тула, Зальцбург, Иерусалим и Ад​дис-Абеба — черными кружками (от 100 000 до 1 000 000), Конотоп, Тарту, оба Кембриджа — кружками с точками (от 10 000 до 100 000), а Старый Крым, Суздаль, Монако, Берлин (штат Нью-Хэмпшир) и Ганнибал — светлыми кружочками (до 10 000 жителей). Города, обозначенные одинаково, можно считать в определенном смысле экви​валентными (принадлежность общему классу эквивалент​ности есть бинарный рефлексивный, симме​тричный и транзитивный предикат). Заметим (это замечание понадобится нам в одном из дальнейших пунктов этого параграфа), что описанное разбиение на клас​сы можно трактовать двояким об​разом: 1) как наличие в множестве объектов четырех различных родов (скажем, называемых соответственно «городище», «город», «городок» и «городишко») и 2) как введение в нашу систему четырех постоянных одноместных предикатов («быть громадным городом», «большим городом», «небольшим» и «маленьким»).
    Другое отношение эквивалентности и связанное с ним разбиение обусловлены различным статусом изображае​мых на карте городов. Можно, например, обозначить по-разному (пользуясь для описания названий различ​ными шрифтами) столицы государств, столицы республик при федеральной структуре государства (или же главные города провинций, штатов, департаментов, земель), ад​министративные центры областей (губерний, графств) и центры районов (уездов, округов) 
    Разумеется, ска​занное выше о возможности понимания такого разбиения как наличия четырех «сортов» объектов или выделения четырех индивидуальных одноместных предикатов пол​ностью относится и к этому случаю. Не нуждается в ком​ментариях то очевидное обстоятельство, что разбиения, производимые обоими указанными отношениями экви​валентности,  вообще говоря,  не совпадают.
   Два других (также бинарных) отношения, естествен​ным образом определяемые на рассматриваемых множест​вах, индуцированы отношениями первой пары (хотя можно было бы ввести их в качестве исходных, посту​лировав, в случае надобности, связь между отношениями из обеих пар),— это отношения (частичного) порядка. Из предыдущего ясно, что примером цепочки, члены ко​торой упорядочены отношением, индуцированным первым из упомянутых выше отношений эквивалентности, может служить Шанхай — Тель-Авив — Бахчисарай — Вадуц. Второе упорядочение можно определить двумя различ​ными способами, согласно первому из которых Париж «главнее» и Марселя, и Бердичева, а согласно второму — только Марселя; если принять первый из этих способов упорядочения (более сильный), то примером упорядочен​ной цепочки может служить Вадуц — Шанхай — Псков — Гатчина — Лос-Анджелес.
     Заметим теперь, что мы могли бы «чисто формальным образом» считать, что все не изображенные на какой-либо карте города (равно как и другие населенные пункты) «изображены» на ней, но только «белыми кружками на белом фоне», и по этой причине «плохо заметны» на карте. Такими «белыми кружками» естественно считать в случае карты, отображающей политико-административный статус и подчинение городов, всякого рода «прочие» города, вовсе не имеющие специального административного ста​туса или же такие, что их статус «не подлежит» отобра​жению на данной карте (скажем, районные центры на политической карте мира). Да и в «субординации» городов по числу жителей в них мы неяв​ным образом подразумевали возможность наличия на кар​те «белых» точек, «изображающих» кое-какие «прочие» населенные пункты: такая расплывчатая харак​теристика «до 10 000» номинально относится и к Суздалю, насчитывающему около семи тысяч жителей, и к хутору из трех домов, обозначенному разве что на километро​вой карте; но в отличие от «дискретного» случая «адми​нистративных» характеристик здесь было бы чрезвычайно затруднительно с самого начала четко и недвусмысленно указывать такую «границу», которая отделяла бы все наносимые на данную карту населенные пункты от всех не наносимых.
Сказанное позволяет нам трактовать «неполные» ото​бражения карт, связанные с «вычеркиванием» элементов, имеющих наинизший в смысле любого из определенных на исходном множестве отношений порядка ранг, как гомоморфные отображения некоторых их расширений, получаемых присоединением к исходному множеству и к результату некоторого «вычеркивающего» его преобразо​вания некоторого неопределенного (но такого, что после пополнения исходное множество и результат применения к нему рассматриваемого отображения ока​зываются равночисленными) числа «фиктивных» элемен​тов, которым по определению приписывается минимальный ранг. Отображения эти являются гомоморфизмами, переводящими каждую пару элементов исходного множества А, связанных отношением порядка, в пару элементов множества В, связанных теперь уже от​ношением нестрогого порядка: оба отношения порядка транзитивны, но в то время как исходное упорядочение (на множестве А) иррефлексивно, упорядочение на ре​зультате отображения (на множестве В) рефлексивно. 
     Конечно, такая замена отношения строгого порядка на отношение нестрогого порядка происходит в связи с каждым из двух упорядочений исходных множеств, о которых говорилось выше, и, более того, могла бы проис​ходить в связи с любым другим упорядочением элементов исходного множества. (В разбираемом нами примере было бы нелегко указать еще хоть одно «естественное» упорядочение — разве что упорядочение городов по за​нимаемой ими площади или по «возрасту»; но в принципе можно говорить о любом числе существенно различных упорядочений рассматриваемых множеств, и в содержа​тельных естественнонаучных теориях, являющихся для нас основным источником «подразумеваемых» интерпре​таций всех обсуждаемых понятий, в ряде случаев прихо​дится рассматривать большое число разнообразных  упорядочений понятий, составляющих концептуальные системы этих теорий, причем упорядочения эти, вообще говоря,  могут  быть никак не связаны между собой.)
    Но полученный гомоморфизм относительно упорядоче​ний оказывается автоматически и гомоморфизмом отно​сительно эквивалентностей: не только «большим» городам соответствуют «не меньшие» кружки, но эквивалентные в исходной области элементы переходят в эквивалентные (в смысле, определенном для результирующего множества) образы. Таким образом, коль скоро мы ограничиваемся рассмотрением двуместных предикатов, определенных на исходных множествах и их «упрощенных» образах («кар​тах»), такого рода «упрощения» самым простым и естест​венным образом укладываются в схему «гомоморфного отображения». Прежде чем перейти к анализу неизбежного в связи с подобными преобразованиями концептуальных схем вопроса о соответствии между одноместными пре​дикатами, определенных на исходных и преобразованных множествах, отметим, что возникшая в ходе настоящих рассмотрений концепция «отображения, продолжаемого до гомоморфизма» допускает еще по крайней мере две не зависящие (во всяком случае непосредственно) от этих рас​смотрений трактовки, которые можно условно охаракте​ризовать  как  «алгебраическую»  и  «топологическую».
    Заметим прежде всего, что соответствие между «пол​ной» и «упрощенной» картами, пополненными указанным выше образом «фиктивными» («белыми») элементами, явля​ется гомоморфизмом (как по отношениям порядка, так и по отношениям эквивалентности)  отнюдь не только как отображение этих «несобственных» элементов. Если, ска​жем, для простоты рассмотрений интересоваться только количеством жителей в изображаемых на карте городах, то упрощенная карта может отличаться от ис​ходной не только отсутствием ряда кружков, изображаю​щих малые города; на ней, например, вместо употребляе​мых ранее четырех различных родов обозначений может остаться, допустим, всего два: «большие» (более миллиона жителей) и «малые» (до миллиона). Кроме того, если общее число черных кружков на упрощенной карте меньше числа черных кружков (всех видов) на исходной карте, то   по крайней мере  на одной из них (а именно, на упрощенной) «подразумевается» наличие «белых кружков»   в количест​ве, нужном для  (взаимной)   однозначности   соответствия между элементами (как черными, так и «белыми»)   обеих карт.   (Характеристики   типа   «до   миллиона»    не слишком однозначны; но претензии на точное указание нижней границы численности населения «заслуживающих упоминания»   городов   все   равно   неосуществимы.   Неиз​бежный произвол в «обозначении» близких по численности городов малыми черными и «белыми» кружками весьма удобен,  свидетельствуя,  в частности,   о  гибкости  («мягкости») языка, которым пользуются люди (в том числе и философы) в отличие от машин. 
      Наконец (с учетом только что сделанных оговорок), можно допустить, что на упро​щенную карту, как правило, наносятся города, имеющие не менее 50 000 жителей, в то время как для исходной карты эта (приблизительная) граница была бы около 5—7 тысяч, и уж на второй карте не появилось ни одного нового  (черного) кружка. Варьируя разумным образом   соглашения,  отно​сящиеся к упоминавшимся только что нижним границам численности отмечаемых на карте городов (так сказать, к ее разрешающей силе),  легко получить отображение, переводящее первую карту во вторую, прямоугольники — в большие черные кружки, черные сплошные кружки с точками — в малые кружки, а светлые кружки (и фиктивные «белые»)  — в «белые». Изменив  «границу» между понятиями «большого» и «малого» горо​да с миллиона на сто тысяч населения, мы получим другой вариант карты, на котором в большие кружки будут переходить уже и прямоугольники, и сплошные кружки, и все остальные явно изображаемые на карте города будут изображаться малыми кружками, и т. п. Вариаций тут может быть много, но во всех случаях сохраняе​тся гомоморфный характер отображения: эквивалентные пары элементов переходят в эквивалентные, а упорядочен​ные — в упорядоченные (причем, больший член пары, — в больший)  или эквивалентные.
    Под эту схему не подпадает случай, когда в упрощенной карте появляется новая, по сравнению с исходной, «граница»; например, вместо прежних четырех «границ» 10 000—50 000 — 100 000—1 000 000 появляют​ся две: 10 000 и 500 000. В таких случаях умес​тен прием, напоминающий уже рассматривавшееся выше «пополнение»: от исходной карты мы переходим, вводя новую границу 500 000, к более «дробной», гомоморфным образом которой служит исходная, а затем уже с помощью другого гомоморфизма к упрощенной, в числе границ которой имеется 500 000. Подробнее такого рода «под​разбиения» и «укрупнения» всякого рода «карт» мы обсу​дим  в  следующем параграфе.
2.7. Факторизация

    1. Принципиально иной подход к трактовке процесса «выкидывания несущественных деталей» как гомоморф​ного преобразования исходной «сложной системы» связан с чисто алгебраической идеей «факторизации» исходного множества. Напомним, что каждое отношение эквивалент​ности индуцирует на множестве, на котором оно опреде​лено, разбиение на классы эквивалент​ности (элементы, эквивалентные в смысле данного отно​шения, составляют один класс эквивалентности). По​скольку каждый класс эквивалентности определяется (порождается) любым из своих членов, множество клас​сов эквивалентности есть множество различ​ных «типов эквивалентности» данного множества. Его называют фактормножествам исходного множества по данному отношению эквивалентности.
      Особый интерес и важность среди отношений эквива​лентности (которые, напоминаем, по определению суть произвольные рефлексивные, симметричные и транзитив​ные отношения) представляют так называемые конгруэнции, т. е. такие отношения эквивалентности π, что для любой определенной на рассматриваемом множестве п-местной  операции  ω  и  любых  двух наборов из п элементов[image: image66.png]>
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 Иначе говоря, конгруэнция — это отношение эквивалентности, «подстановочное» для любой определенной на данном множестве операции. Такие отношения эквивалент​ности представляются в некотором смысле наиболее «естест​венными»: они (в отличие от произвольных отношений эквивалентности, введенных, быть может, каким-либо «искусственным» образом) позволяют ввести на фактор​множестве по данной конгруэнции все те операции, ко​торые были определены на исходном множестве. А имен​но, пусть А есть универсальная алгебра (т. е. множество с некоторой системой операций), а φ — конгруэнция на этой алгебре. Тогда для любой                     п-местной операции ω на А на фактормножестве (множестве классов эквивалент​ности) [image: image70.png]Alg



 можно определить п-местную опера​цию ω, полагая [image: image71.png]o (lad, ..., la, ) =loay, ..., apl
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 (причем определение это, в силу сказанного выше, от выбора конкретных «представителей» aі из каждого класса[image: image73.png][ai]



совершенно  не зависит).
    Таким образом, разбиение на классы эквивалентности, индуцируемое конгруэнцией, в самом естественном смыс​ле слова «сохраняет структуру» множества, «факторизуемоего» данной конгруэнцией, позволяя в применении к получаемому фактормножеству говорить обо всех опера​циях, «одноименных» операциям, определенным на исход​ном множестве. Больше того, мы можем в этом случае считать, что на фактормножестве определены просто те же самые операции и ана​логично рассматривать для классов эквивалентности, яв​ляющихся элементами фактормножества, те же самые отношения и свойства. Иначе говоря, индуцируемое кон​груэнцией разбиение определяет не просто фактормножест​во исходного множества, но и его факторалгебру: фактор​множество группы есть группа, фактормножество кольца есть кольцо (называемое соответственно факторгруппой и факторкольцом)  и т. п.
     Такого рода «факторизация» множеств с операциями по отношениям  конгруэнции играет большую роль как инструмент исследования  самых  различных  алгебраиче​ских систем; роль эта определяется тем фундаментальным обстоятельством,   что любое   отображение   произвольной (универсальной)   алгебры   на   любую   факторалгебру  по отношению конгруэнции,   при котором каждый элемент исходной   алгебры  переходит  в   класс   эквивалентности, которому он принадлежит, а операции определяются, как было указано в предыдущих абзацах, оказывается непре​менно   гомоморфизмом.   Устанавливающие   этот     факт так называемые теоремы о гомоморфизмах будут ниже предметом специального анализа. Здесь мы ограничимся рассмотрением пары примеров, показы​вающих, как в «факторизационную» схему просто и естест​венно укладываются и частные ситуации, избранные выше при   выявлении   природы   всякого   рода   «упрощающих» отображений множеств на свои «карты», и вообще любые обладающие свойством «сохранения структуры» упроще​ния   концептуальных   схем.   (Правомерность такой претензии основана на произвольном характере примеров; пере​ход от «произвольного» утверждения к универсальному есть содержательный аналог известного правила исчисления преди​катов [image: image74.png]A(t) = V24 ().



)
    3. Обратимся вновь к карте с «немногочисленными под​робностями», которую мы выше трактовали как результат гомоморфного преобразования  «идеальной карты» лишь ценой введения «несобственных» (фиктивных) элементов  («белых кружков на белом фоне»).  При всей технической простоте и чисто  логической неуязвимости такого   представления,   оно   носит      искусственный характер.  А поскольку   эпистемологические интерпрета​ции алгебраических конструкций нас интересуют больше их логической непротиворечивости (не представ​ляющей сколько-нибудь выжной самостоятель​ной  проблемы),  отказ  от  рассмотрения  альтернативных подходов к этой же ситуации был бы совершенно не оправдан. Теперь же, пользуясь только что введенными алгебраическими концепциями, мы будем рассматривать лю​бую «упрощенную» карту как итог факторизации «идеаль​ной». Разбиение на классы эквивалентности мо​жет быть индуцировано не только конгруэнцией, но и произвольным отношением эквивалентности, так что и в этом общем случае имеет смысл говорить о фактормножест​ве, порожденном данным отношением эквивалентности. И рассчитывать на гомоморфизм произвольного фактормно​жества (по произвольному отношению эквивалентности) исходному («факторизуемому») множеству было бы, по меньшей мере странно. Но (в этом-то, в част​ности, и состоит значение теорем о гомоморфизмах) если «отождествление» и «склеивание» элементов в классы эк​вивалентности происходит не «как попало», а с сохра​нением предикатов, определенных на исходном множестве, т. е. если данное отношение эквивалентности является конгруэнцией, то тогда гомоморфизм налицо.
     Такой результат и следовало ожидать: вы​черкивая на карте кружочки если и не наугад, то на осно​вании какого-либо произвольного критерия объединения в классы (например, оставляя лишь по одному городу с назва​нием, начинающимся на каждую из букв алфавита, или по одному кружочку на каждый квадратный сантиметр поверхности карты), мы, как правило, будем получать карты с довольно странно отобранными деталями и соответствующей информативной ценностью; получен​ная «факторкарта» может оказаться гомоморфным образом исходной карты (относительно какого-либо фиксирован​ного набора предикатов на исходной карте) разве что случайно. Но если процедура вычеркивания подчинена какому-либо разумному принципу, то остающиеся детали могут оказаться достаточно «представительными», чтобы по ним можно было бы судить и о структуре исходной карты и ее прообраза — изображаемого участка земной поверхности. Но что такое «разумный принцип» отождест​вления? И здесь-то как нельзя более кстати оказывается готовое понятие из алгебраического арсенала: отождествле​ние, сохраняющее между отобранными «представителями» (или же «представляемыми» ими классами — разница лишь в способе выражения) отношения, существовавшие между элементами рассматриваемой системы до отождествления, есть не что иное, как конгруэнция! И именно эта инвариантность относительно интересующих нас предика​тов является одновременно и руководящим правилом, по которому производится отождествление (и, следовательно, связанное с ним разбиение), и критерием правильности уже произведенного отождествления (разбиения). Напри​мер, вычеркивая с карты США названия всех городов, кроме столиц штатов (и федерального округа), мы совер​шаем гомоморфное преобразование исходной карты, яв​ляющееся суперпозицией гомоморфизма этой карты на ее факторкарту, получающуюся в результате отождествления всех городов одного штата (т. е. просто на карту штатов, на которой вообще нет никаких названий городов), и изоморфного преобразования этой «промежуточной» кар​ты, состоящего в замене названия каждого штата на (во​обще говоря) на совпадающее с ним название ето столицы. Конечно, это лишь один из многочисленных возможных примеров такой «картографической факторизации», и любое объединение в классы эквивалентности, позволяю​щее перенести на эти классы некоторые предикаты, опре​деленные на объединяемых в них элементах (т. е. конгру​энция), связано с некоторым гомоморфным отображением исходной карты на соответствующую факторкарту. (Представление о «естественности» факторизации, свя​занной с разбиением, порожденным конгруэнцией,— в содержательном смысле этого слова — получило отраже​ние в традиционной алгебраической терминологии, со​гласно которой отображения произвольной универсаль​ной алгебры на ее факторалгебры по отношениям конгру​энции именуются естественными.) Например, когда масштаб карты не позволяет нанести на нее некоторые города, которые по всем своим «параметрам» должны бы быть на ней представлены, часть кружков на такой карте, номинально изображающих один город, фактически слу​жит изображением пар (а подчас и нескольких) городов. Если, например, рядом с кружком с надписью «Тирасполь» вы не найдете кружка с надписью «Бендеры», то знайте, что на самом деле второй просто не поместился на карту (города разделяет мост через Днестр), так что фактически кружок этот есть изображение «класса эквивалентности», состоящего минимум из двух  этих городов (близких по населению и имеющих равный административный ста​тут). Почти аналогичная ситуация имеет место с парой городов Миннеаполис и Сент-Пол (если приходится изображать лишь один из этих городов, то выбирают пер​вый: он больше и является официальным центром штата). Если на карте Европейской части СССР есть районные центры с населением, превосходящим 50 000 человек, но нет города Мытищи, то это значит, что функции изобра​жения «передоверены» кружку с надписью «Москва», и т. п.
    4. Выше нам так часто пришлось в различных вариациях повторять слово «карта», что легко было забыть о том, что исходным для всех последующих примеров был несколько другой образ: «фотография». С «фотографией» мы всегда связываем интуитивное пред​ставление как о чем-то в высшей степени «объективном», в то время как «карта»— особенно с учетом всевозможных «факторизации», упрощений и идеализации — представ​ляется в значительной степени продуктом нашей актив​ной абстрагирующей деятельности.
   Однако это «очевидное» различие оказывается в зна​чительной мере фикцией, живучесть которой восходит, по-видимому, еще к аристотелевской традиции, согласно которой «дискретные» (а мы бы сейчас добавили: «моделирующие») функции сознания (мышления) проти​вопоставляются «непрерывной» объективности внешнего мира. Нимало не отрицая естественности мотивов этого противопоставления (но и не переоценивая их,что было бы неразумно, хотя бы в свете развития кванто​вых представлений), заметим сразу же, что в ряде случаев оно становится чисто номинальным. Так прежде всего обстоит дело в той «предельно простой» ситуации, с рас​смотрения которой был начат предыдущий параграф, где речь шла о воспроизведении (посредством контактной фото​графии)   «оригинала»,   представляющего   собой   совокупность (конечного числа) дискретных, однородных, нерасчленяемых «символов» на однородном же «фоне»: ясно, что если эти «символы» мы действительно склонны счи​тать «нерасчленяемыми», то совершенно безразлично, «перерисовываем» ли мы их (привнося тем самым, казалось бы, «субъективный элемент») или же перефотографируем (что, напротив, должно было бы служить гарантией пол​ной объективности). Все дело здесь в  «нерасчленяемости» символов: раз уж нас действи​тельно не интересует, как каждый конкретный символ «устроен», раз нам достаточно самого по себе умения раз​личать различные (и отождествлять одинаковые) символы, то невольные (да и вольные) «технические различия в выполнении» номинально «одинаковых» символов мы полностью игнорируем (как игнорируем — если уж вообще замечаем — неизбежные микроскопические различия в различных экземплярах одной и той же буквы на одной и той же странице кни​ги,   т. е. пользуемся по отношению к ним так называемой абстрак​цией отождествления. Короче говоря, в отличие от известной ситуации, описанной в свое время Козьмой Прутковым, мы готовы — конечно, при известных условиях,— считать «слоном» любое животное, на клетке которого написано «слон»— и только эта странная на поверхностный взгляд готов​ность позволяет Человеку заниматься Науками. Более того, мы вынуждены признать, что без нее мы не могли бы — поскольку не имели бы возможности воспринимать ничего, кроме единичных предметов! — ни употреблять на​рицательных имен существительных, ни вообще го​ворить (скажем, глаголы в инфинитиве (так сказать, «нарицательные») в отличие от «собственных» глагольных обортов типа «Он-сейчас-идет-домой»— суть такие же  абстракции,  как имена классов). 

 (Сказанное  в полной мере относится и к возможности образования условных рефлексов, не говоря уже о «целенаправленной» деятельности, не укладывающейся в рефлекторную схему: ведь отождествлять всякий раз приходится ситуации, которые в принципе не могут быть «абсолютно» тождественными.)
     5. Буквально то же самое можно сказать и о другом крайнем случае, когда понятия «карты» и «фотогра​фии» совпадают, а именно, о случае «документально точной карты», полученной посредством аэрофотосъемки: как в первом случае «условный» характер «картографической проекции» не приводил ни к какой потере информации ввиду дискретности и строго ограниченного объема этой самой информации, так и теперь «адекватность» обеспе​чивается самим по себе «объективным» характером «кар​тографирования». (С оговорками, в равной мере относи​мыми ко всякой фотографии, результат аэрофотосъемки можно рассматривать, очевидно, как ту самую «идеально полную карту», о которой шла речь в п. 4 предыдущего параграфа.)
    Казалось бы, в рассмотренных только что случаях понятия «карты» и «фотографии» совпадали именно потому, что это были «предельные», «вырожденные» случаи: в первом скудность «моделирующих» средств оправдывалась простотой «оригинала», во втором ни одна деталь сложного оригинала не ускользала от всевидящего ока фотоаппара​та. Но является ли фотоаппара​т всевидящим оком ?! А как  обстоит дело при фотографировании любого объекта, независимо от цели фотографирования? Видимо,  точно так же, как в первом случае, а второй есть лишь абстрактное приближение к неосуществимому идеалу: дискретную картинку мы можем точно перефотографи​ровать, но для этого не нужна и фотография (как мы виде​ли, вполне достаточной оказывалась и условная «рисованая» схема), а вот фотография континуальной картины всегда есть лишь «факторкопия»! Ведь раз​решающая способность аппарата, с одной стороны, и размер зерен фотоэмульсии, с другой, всегда фатальным образом «квантуют» любую фотографию. И то, что так оче​видно для телевизионного изображения на растре, которое, как известно, есть всего лишь (конечное) «слово» в двоич​ном (черно-белом) коде, полностью относится и к любой фотографии; на этом, кстати, основан и фототелеграф, принцип которого (как, конечно, и телевидения) по су​ществу варьирует известную технику увеличения портретов, в основе которой лежит разделение увеличиваемой фотографии на квадратные клеточки и пропорциональное, по возможности точное увеличение содержимого каждой клеточки; вся разница в том, что при двоичном фотокодировании содержимое каждого ква​дратика может получить лишь одну из двух оценок: чер​ное или белое. И именно эта полная ликвидация субъек​тивного начала в оценке элементарных актов восприятия и воспроизведения прекрасного (двоичная кодировка может быть поручена фотоэлементу) обусловливает бездуховность фотографического процесса и знаменует принципиальный водораздел между ним и массовым про​изводством художественных портретов, «фотографичность» которого,   таким  образом, есть домысел  эстетов.
   Придя к выводу, что фотографирование любого беско​нечно делимого, но пространственно ограниченного объек​та есть не взаимно-однозначное отображение, а гомомор​физм на некоторое фактормножество оригинала, нам нетрудно будет убедиться в том, что для всевидя​щего ока, если таковое и возможно, не подходит и сет​чатка глаза человека (и любого другого смертного сущест​ва). Ее колбочки и палочки, подобно зернам фотоэмульсии или ячейкам телевизионного растра, воспринимают не «точки», из которых гипотетически «состоят» видимые предметы, а составленные из таких точек «фигуры», так что в процессе зрительного восприятия мы, как и во всех упомянутых выше случаях, осуществляем «факторизацию» внешнего мира. Расчеты же на «адекватность» этой факто​ризации основаны на убеждении в гомоморфном характере соответствия между фрагментами внешнего мира и их «факторобразами»— отпечатками на сетчатке. Конечно, a priori не исключена возможность «тривиальной» факто​ризации, т. е. тождественного отображения не​которого плоского объекта на множество составляющих его одноэлементных «классов эквивалентности», и в этом случае упомянутый гомоморфизм был бы и изоморфизмом; но это и на самом деле возможно лишь в тривиальных слу​чаях восприятия нерасчленяемых сигналов, простейшим из   которых   является,   очевидно,   выбор    состояния   издвухэлементной системы «мрак — свет». Можно было бы заметить также, что зрение наше — если говорить не о сумеречном зрении — есть аналог не черно-белой, а цвет​ной фотографии, так что разговоры о его «двоичности» основаны на несомненной идеализации, а тем самым и дополнительной «факторизации» действительных «обстояний»; но поскольку в этом случае код если и не двоичен, то во всяком случае конечен, то усложнение оказывается чисто номинальным.
   6. Но, возможно, взаимная однозначность (и даже изоморфизм) процесса отражения действи​тельности есть разумная (более того, правильная) харак​теристика его как процесса мыслительного? Такая воз​можность, вообще говоря, предыдущими рассмотрениями не исключается, хотя и кажется весьма маловероятным, чтобы «наложение»  конечного числа заведомо неизоморф​ных отображений могло быть эквивалентно некоторому изоморфизму. Не будем, однако, предрешать выводы. Прежде всего заметим, что в довольно-таки широком клас​се ситуаций все же можно говорить об изоморфизме между системой «входов» («стимулов», если придерживаться тра​диционной «рефлекторно-бихевиористской» термино​логии)—сигналов, поступающих в организм (или мозг) из внешнего, мира, и множеством «выходов» («реакций») — их образов в сознании. Так именно и обстоит дело всякий раз, когда входное множество имеет доста​точно простую и «доступную пониманию» структуру. (Для этого оно с необходимостью должно быть конечным; да и в каком вообще смысле о бесконечном множестве сигналов можно говорить как о множестве входов конечного автомата за конечное время?) Скажем, для того чтобы зафиксировать ежесуточную смену дня и ночи, нужно устройство с настолько скромным числом состояний, что возможностей мозга хватает  за  глаза.
    Но такими «тривиальными» примерами и исчерпываются,   по существу,   все   мыслимые  случаи такого   рода «концептуального изоморфизма». В каждом из таких случаев фактически   речь идет не столько об изоморфизме «простого фрагмента  действительности» и его описания, сколько  об  изоморфизме  двух    разных    описаний действительности: первое из них носит подсознательный, интуитивный, неформализованный характер (эта, так ска​зать, «протомодель» действительности представляет собой нечто   вроде   первичного   набора   ощущений,    впечатле​ний, восприятий и т. п.; конечно же, «первичность» та​кого рода наборов  есть  не  более чем fagon de parler (кажется очень уместным в связи с этой темой вспомнить весьма ироническое отношение Рассела  к претензиям Юма на последовательный скептицизм; уже само по себе пользование термином «впечатление», как справедливо отмечает Рассел, таит в себе неустранимое свидетельство при​знания объективности «причины» любого «впечатления», которое, (как и вообще любой знак), таким образом, всегда играет роль   не только «входа» некоторой «системы», но и «выхода» (некоторой другой) «системы»), второе же есть, грубо говоря, перевод первого на формаль​ный язык (его «экспликация»). Таким образом, этот изоморфизм есть всего навсего следствие того, что мы с самого начала подменили   некоторый «фрагмент Мира» его (пусть мысленным, интуитивным, нечетким — дела это не меняет)   гомоморфным   образом. Стоит ли после этого поражаться возможности изоморфного перекодирования  (т. е.   фактически  просто  перевода  на более удобный для нас, по каким-либо соображениям, язык этой, уже упрощенной, картинки.  Если для опи- сания куска нашей жизни нам хватает слова «день» (или «ночь»), то не в «примитивности» жизни тут дело, а в том, что в тот момент нас просто больше ничего в ней не интересует. И когда мы, например, читаем, что состояние некоторой сложной динамической системы   характеризуется   среди   прочих   параметров   значениями «ступенчатой функции», то «ступенчатость» (т. е. попросту конечно-значность) этой функции есть не «внутренне присущий» атрибут   описываемой   системы,    а   лишь   определенное свидетельство об избранном нами способе описа​ния   этой системы.
   Никто, скажем, не сомневается (во всяком случае, оставаясь на позициях общежитейской интуиции), что температура любого предмета, в частности человеческого тела, может принимать любые действительные значения из некоторого числового интервала (то обстоятельство, что при этом мы говорим что-нибудь вроде «тридцать шесть и девять», свидетельствует лишь о том, что мы зара​нее готовы округлить до одной десятой градуса «истин​ную» температуру, которую и готовы считать подлинной характеристикой ситуации). Между тем на вопрос о том, какова температура больного, мы готовы удовлетвориться ответом «нормальная», зная, что возможно в сущности лишь еще два ответа: «повышенная» или «пониженная». (К ним можно было бы для полноты картины, присовокупить еще одно «значение»: «летальная», относя к такой характеристике любую температуру, меньшую +34° С и большую +42° С.)
    Так сколько же значений может принимать функция, характеризующая температуру тела «в действительности»: континуум (как следовало бы из чисто умозрительных соображений), счетное множество (с учетом конечной, но в принципе произвольной точности измерений), конечное число (равное просто числу делений шкалы обычного ме​дицинского термометра) или же вовсе три или четыре (упо​мянутые выше «нормальная», «пониженная» и «повышен​ная»; добавление четвертого значения зависит, разуме​ется, от того, хотим ли мы считать труп человеческим те​лом)? Ответ на этот вопрос, как следует из всех приведен​ных нами рассмотрений, зависит прежде всего от того, что, собственно, в данной ситуации мы хотим называть темпе​ратурой тела: некоторое его объективное свойство или же наш, «человеческий» способ характеристики этого свойства. Первый ответ оставляет первые две из упомянутых аль​тернатив, второй — все, кроме первой. Оставляя (пока) в стороне вопрос о континуальности или  дискретности температуры как «объективного атрибута» (анализ этой про​блемы, к которой мы перейдем несколько позже, тесно свя​зан, как мы увидим, с общей постановкой вопроса об изоморфности или гомоморфности произвольных концепту​альных    описаний    описываемым    ими   объектам),   мы немедленно приходим к выводу, что «температура во втором смысле» есть гомоморфное описание «температуры в пер​вом смысле». Какую же именно шкалу возможных зна​чений этого (как и любого другого) физического параметра мы выберем в качестве основной, зависит в конечном сче​те только от того, насколько обширны по объему множества значений этого параметра (понимаемого как абстрактная, объективная характеристика рассматриваемой системы), объединяемые в классы эквивалентности, постулируемые нами в качестве элементов индуцируемого соответствую​щим разбиением фактормножества результатов измере​ния.
     Какой бы аналогичный по характеру пример мы ни взяли, всякий раз мы столкнемся по существу с одной и той же — причем уже знакомой — картиной: «дробность» распределения значений функции зависит в первую очередь от тех допущений об отождествлении, которые мы налагаем на интересующую нас задачу. Именно эти до- пущения (соглашения) и определяют «концептуальную схему» рассматриваемого нами комплекса явлений, и повторяя, не задумываясь, привычную формулировку, coгласно которой любая такая концептуальная схема «определяется самой сутью дела», мы подчас забываем, что эта «суть дела» есть не только неко​торое «обстояние», но и способ рассмотрения этого «обстояния». Это обстоятельство не в большей мере противоречит объективности описываемых обстояний, чем возможность описывать их на различ- ных естественных языках, имеющих к тому же различный синтаксис.                                                                            
   Представления об «объективной» однозначной определенности язы-ковых описаний описываемыми ими ситуациями, если проводить их последовательно, вырождаются в нечто такое, что как будто не должно бы импонировать приверженцам тезиса о такого рода «однозначном отражении» (хотя «однозначность» эту очень соблазнительно отождествить с правильностью, адекватностью и т. п.) — а именно, в разновидность витгенштейновского логического атомизма, провозгла- шающего изоморфизм (причем даже тождественный, что  не так уж существенно) «Мира» и «Языка». Гораздо более разумной видимо представляется концепция (восходящая по существу — хотя и не по форме — к Н, А. Бернштейну и М. Л. Цетлину), согласно которой любое (языковое) описание Мира есть гомоморфизм, не являющийся изоморфизмом. Ей нисколько не противоречит признание принципиальной возможности перевода любого текста, написанного на любом (естественном, удовлетворяющем некоторым естественным ми​нимальным требованиям) языке, на любой другой язык: рефлексивное и транзитивное отношение между такими перево​дами, индуцирующее разбиение совокупности всех мыслимых разноязычных текстов на классы эквивалентности, есть не изо​морфизм, а «взаимная моделируемость».
 7. На первый взгляд эта «существенная неизоморфность» любых теоретических (в частности, словесных) описаний Мира могла бы быть истолкована в агностицистском смысле — вот если бы класс выражений Языка был хотя бы «в идеале», в пределе, с привлечением абстракции потенциальной осуществимости (допущение в этом случае «более просто решающей вопрос» абстракции ак​туальной бесконечности имеет слишком явно выражен​ный платонистский характер) изоморфен описываемому им Миру, то было бы все прекрасно. Однако, следует признать, что в некотором смысле дело обстоит как раз наоборот: ограничительные тенденции обнаруживаются именно в «смелой» гипотезе об актуальном изоморфизме Мира и Языка. Дело в том, что гипотеза эта утверждает не   столько   богатство   Языка,   сколько   бедность   Мира!
   В самом деле, обсуждаемая ситуация обнаруживает по​разительное сходство с так называемым парадоксом Скулема, относящимся к аксиоматической теории множеств  и состоящим, грубо говоря, в допущении «адекватности» описания содержательных представлений о несчетных множествах (во всяком случае, континуума) средствами формального языка, содержащего заведомо лишь счетное множество формул.
   При этом предполагается, что речь идет о языке с не более чем счетным алфавитом и конечными словами. Но, во-первых, при допущении языков с несчет​ным множеством формул все равно будут иметь место аналогичные «парадоксальные» ситуации, поскольку мощ​ность множества формул мы так или иначе считаем фик​сированной, шкала же «содержательно понимаемых» мощ​ностей неограниченна. Во-вторых же,— и это главное —для упомянутых здесь «несчетных» языков трудно предложить сколько-нибудь естественные интерпретации, не базирующиеся на далеко идущих допущениях явно платонистского толка, так что внутри самой математической логики их рассматривают лишь в полностью игнорирую​щих антиплатонистскую критику разделах теории моде​лей. Что же касается интересу​ющих нас сейчас вопросов методологии и теории познания, то в применении к ним уж заведомо имеет смысл заранее ограничиться лишь рассмотрением языков типа естест​венных, объем класса слов и выражений в которых не превосходит мощность класса формул узкого исчисления предикатов. (В буквальном смысле слова такие языки вообще состоят из конечного множества слов; если же допускать в принципе употребление слов и фраз любой длины, то их множество следовало бы охарактеризовать как потенциально счетное.)
    Допущение об изоморфизме Мира и Языка, если понимать его буквально, неизбежно при​водит к пониманию этого самого Мира как множества карнаповских «описаний состояния» или множества «фактов» в духе логического атомизма раннего Витгенштейна. Не повторяя доста​точно общеизвестных аргументов, выдвигаемых против этих концепций, следует заметить лишь, что отсюда сразу же следу​ет представление о счетности Системы, именуемой нами в таком случае «Миром».
     Парадоксальность такого вывода могла бы быть, оче​видно, преодолена с помощью различного рода дополни​тельных гипотез о «квантовании Мира». При всей серьезности доводов, могущих быть выдвинутыми для обоснования такого рода гипотез, хотелось бы все же постараться найти разрешение этого «парадокса», не зависящее от них, хотя бы еще и потому, что подобный же «парадокс» возникает фактически всякий раз, когда мы говорим о счетных системах объектов: ведь любой, в том числе и претендующий на «адекватность» описания, текст состоит из конечного множества слов! Здесь «ру​ководящую идею» до известной степени может подсказать известное заключение, к которому приводит аналкз «парадокса» Скулема, состоящее в том, что понятия счетности и несчетности представляются лишь с «наивной» канторовской точки зрения  «абсолютными», или «объек​тивными», присущими, так сказать, самой природе вещей. На самом же деле они «относительны» в том смысле, что зависят самым жестким образом от употребляемого (или — при неформализованном или полуформализованном изло​жении — подразумеваемого) языка. Поэтому, например, несчетность какого-либо множества, описываемого сред​ствами какой-нибудь конкретной системы, в этой самой системе означает просто невозможность осуществить сред​ствами этой системы взаимно-однозначное отображение данного множества на натуральный ряд (конечно, в предположении, что последний выразим в данной системе), и не более. Не желая переносить эту аргументацию на интересующий нас случай буквально, утверждая полный релятивизм описываемых языковыми средствами фактов и явлений внешнего мира, мы можем, однако, не вступая в конфликт с онтологической ориентацией познания, ис​кать причину видимого «парадокса» в относительном ха​рактере самих по себе языковых средств и представлений о том, что, собственно, означает утверждение об «адекват​ности» языкового описания действительности. И самым простым и естественным представляется считать «адек​ватным» описание, обладающее в некотором (поясняемом ниже) смысле «требуемой» степенью гомоморфизма. Сте​пень эта может быть в принципе охарактеризована за​ранее,   а критерии ее наличия заданы эффективно.
    8. Сказанное можно проиллюстрировать двумя приме​рами-аналогиями, носящими, как всякие примеры,   отчасти  метафорический   характер, но   при   этом весьма точно характеризующими суть дела. Первый пример относится к давным-давно известной проблеме измерения площадей (равно как и любых других физических характеристик   любых   объектов).   Мы   привыкли   думать   co школьной (или уж во всяком случае с университетской) скамьи, что «точные» значения площадей произвольных фигур  (или «реальных» участков)  выражаются действийтельными  (вообще  говоря,   иррациональными)  числами, рациональные же числа — это всего лишь   «суррогаты», предназначенные для приближенных измерений. В известном смысле (в каком именно — сказано в любом учебнике  геометрии  или  математического  анализа)  это действительно так. И вместе с тем физик прекрасно понимает,  что  «точное»  значение  площади,   выраженное «произвольным»  действительным  числом,   есть  не  более чем удобная фикция,   результаты же конкретных изме​рений, полученные при помощи реальных приборов, вы​ражаются именно  рациональными числами.  Бо​лее того,  точность,  якобы присущая «объективной»  ха​рактеристике площади, задаваемой в виде произвольного (т. е., вообще говоря, не вычисляемого посредством неко​торого  алгоритма (это следует хотя бы из соображений мощности: множество дейст​вительных чисел из любого интервала имеет мощность конти​нуума, множества же «конструктивных» действительных чисел не   более  чем  счетны) действительного  числа, иллюзорна, поскольку  «произвольное» действительное   число   может быть названо, но отнюдь не вычислено. Что же  касается приближенных значений данной величины, вы​раженных   рациональными  числами,   то   их-то   точность как раз не ограничена ничем, кроме разрешающей спо​собности применяемого прибора.
     Нечего и говорить, что в случае заведомо квантован​ных характеристик объектов или явлений (типа энергии, электрического заряда и т. п.) результаты их измерений вообще могут быть выражены абсолютно точно, причем не только рациональными, но и просто целыми числами. Однако отсутствие бесспорных указаний на то, что такая  дискретность присуща любым физическим параметрам (и пока совершенно не ясно, какой природы должны бы быть аргументы, обосновывающие подобные универсаль​ные утверждения), побуждает нас считать квантование параметров всего лишь «частным случаем» и придержи​ваться «презумпции непрерывности». Впрочем, вывод о возможности выражения результатов любого физическо​го измерения с любой наперед заданной точностью с по​мощью всего лишь потенциально счетного (а практичес​ки, коль речь идет о параметрах, изменяющихся в пределах некоторого ограниченного интервала, даже ко​нечного) набора чисел (скажем, десятичных дробей с заданным заранее числом «надежных» десятичных знаков) совершенно не зависит от каких бы то ни было онтологи​ческих гипотез о дискретности или непрерывности (здесь отметим лишь, что в отличие от точно опреде​ленного и вполне конструктивного смысла, в каком употребля​ются термины типа «континуальные модели управляющих систем» метафоры вроде «химического континуума мозга как механизма отражения действительности» вообще не поддаются непротиворечивому истолкованию).

   По сути дела, речь идет о модификации хорошо известного метода покрытия плоскости системой прямых,   образующих   «ε-сеть»,   при  котором  площадью фигуры, по определению, называется число (сумма)    ε-квадратов, целиком (или, в другом варианте, хотя бы частично (состоя​щих, из точек данной фигуры (т. е.  те самые величины, которые являются  приближениями по избытку или соот​ветственно по недостатку для «настоящей» площади). Если развить эту идею несколько дальше, то, выражаясь мета​форически, наш тезис сведется к тому, что человеческое мышление, понимаемое как «познающий механизм», имеет потенциально счетное (но не континуальное) множество «состояний», причем размеры ячеек «концептуальной ε-сети», определяемые этой «разрешающей способностью моз​га», в свою очередь определяют осуществляемые в актах познания «гомоморфизмы бытия в мышление», причем эти гомоморфизмы никоим образом не являются изоморфизмами.
   9. Второй пример (варьирующий ту же идею) относится к сравнению двух подходов к моделированию физических процессов: на аналоговых (непрерывного действия) и цифровых (дискретного действия) вычислитель​ных машинах. Аналоговое моделирующее устройство в буквальном смысле имитирует исследуемый физи​ческий процесс, осуществляя, казалось бы (поскольку такое воспроизведение основано на изоморфизме двух процессов различной природы, описываемых одним и тем  же дифференциальным уравнением; ср. «основной при​зер» из § 3, п. 5), идеал моделирования. Дискретное же множество состояний цифровой электронно-вычислитель​ной машины уже в силу своей счетности  (и то, разумеется, потенциальной; конкретные же множества состояний вообще конечны, хотя, понятно, и не ограничены в совокупности никакой константой) может быть разве лишь гомоморфным образом континуального (во всяком случае с точки зрения интуитивных пространствен​но-временных представлений) «оригинала».
    Но на самом деле точность именно аналогового моде​лирования принципиально ограничена параметрами мо​делирующего устройства (определяющими его «разрешаю​щую способность» и «инерционные» свойства), в то время как физическая природа цифрового автомата вообще не имеет никакого значения для оценки возможной точности моделирования, которая определяется не случайными ко​лебаниями и флуктуациями «объективных» физических параметров и точностью их измерения (как в аналоговых машинах), а количеством разрядов в изображении число​вых величин, причем выделение нужного количества раз​рядов находится в исключительной компетенции вычис​лителя.
    Это принципиальное различие между возможнос​тями аналоговых и дискретных вычислительных (мо​делирующих) устройств становится особенно наглядным, если представить в качестве «абстрактного прототипа» произвольного аналогового устройства логарифмическую линейку: точность выполнения расчетов на ней (для простоты достаточно говорить об умножении чисел) огра​ничена, при данных размерах линейки, погрешностями в толщине штрихов ее шкалы и промежутков между ними. «Прототипом» же цифровой машины можно считать обыч​ные конторские счеты, точность изготовления и стан​дартность деталей которых вообще не играет никакой роли,   а  для  получения  нужного  количества   надежных значащих цифр в  результате достаточно  взять  соответ​ствующее количество спиц с костяшками. (Возможности пользоваться любым наперед заданным числом ячеек для записи данных и результатов в электронно-вычисли​тельной машине соответствует, очевидно, представление о по​тенциальной неограниченности числа спиц на наших «абстракт​ных  счетах»).
   Вряд ли требует пояснений, что под схему «факто​ризации» подпадает любой из упомянутых (равно как и не упомянутых) конкретных примеров «моделирования» (здесь не исключается и тривиальный случай «копи​рования»  (т. е.   тождественного  изоморфизма)) — как «аналогового», так и «дискретного». (Ниже будут обсуждены доводы, в силу которых «дис​кретный» случай естественно в некотором разумном смыс​ле считать более общим.)
     10. Прежде чем перейти к рассмотрению других воз​можных обобщений и модификаций понятия гомоморфиз​ма, возникающих при анализе теоретико-познавательных процессов, остановимся коротко еще на одной (тесно свя​занной с предыдущей — настолько тесно, что взаимные переводы, как будет сейчас видно, получаются совершен​но автоматически) интерпретации «неполных гомоморфиз​мов». Имеется в виду уже анонсированная выше топо​логическая интерпретация такого рода отобра​жений, базирующуяся на понятии «близости». Как из​вестно, топология какого-либо пространства (т. е. система его открытых множеств — так называемых окрестностей) может быть проще всего задана посредством некоторой метрики, удовлетворяющей обычным аксиомам (неотрицательность, симметричность, аксиома треугольника); впрочем, можно говорить и о топологических неметризованных пространствах, в ко​торых понятие «близости», наоборот, производно и опре​деляется как «принадлежность одной и той же окрест​ности» и т. п.
   Так вот, если некоторая концептуальная система со​держит группы понятий, о которых в известном смысле можно говорить, что они «близки» между собой (причем отношение «близости» не обязательно соответствует при​вычным интуитивным представлениям; скажем, латвийский город Валка и эстонский город Валга в некотором смысле «дальше» друг от друга, чем первый  от Риги, а второй от Нарвы), то самым   естественным   «упрощением»   такой   системы   является результат отождествления этих близких понятий, т. е. то, что получится в результате ее факторизации по отношению «близости». Но ведь и исход​ная система может быть представлена как результат не​которой предшествующей идеализирующей абстракции, если, конечно, не иметь в виду тривиальный случай, когда объемом каждого из рассматриваемых понятий слу​жит  некоторый   единичный (одноэлементный) класс.
     То обстоятельство, что точка обычного евклидова пространства не является открытым множеством, так что результат такого «сжатия окрестностей в точки» если и будет топологическим пространством, то уж во всяком случае с другой топологией, не играет ни малейшей роли в интересующем нас случае конечных (хотя и очень обширных) систем «точек»-понятий: ведь каждый их элемент (как и каждая часть) с равным осно​ванием может считаться и открытым, и замкнутым (т. е. дополнением к открытому) множеством. Кроме того, идет ли речь о «склеивании» изображений малых предметов в «точки»— элементы фотографии, или же о «мысленном склеивании» понятий — в любом случае (не считая разве что тривиального отображения многоэлементного мно​жества в одноэлементное) идет речь не столько о переходе окрестностей в точки, сколько одних («мелких») окрест​ностей в другие («крупные»).
   Вообще следует сказать, что «топологическая» интерпретация (или, вернее сказать, терминология) не вносит решительно ничего нового по сравнению с обсуждавшейся выше идеей «факторизации». Эта манера выражаться идет от давнишней традиции придерживаться как можно более «наглядных» терминов. Заметим по этому поводу, что «наглядность», подчас выдвигаемая чуть ли не в качестве критерия «релевантности» модельных по​строений, фактически есть что-то вроде привычности, и не более того. Скажем, объяснение термодинамических или электродинамических эффектов в механических терминах кажется школьнику, знакомяще​муся с кинетической теорией газов или представлением о токе как о «потоке электронов», очень «наглядным», «понятным» и все «объясняющим», хотя в сущности меха​низм упругого соударения твердых шариков ничуть не менее загадочен, чем явления, которые он призван объ​яснить.   И  то же можно сказать о любой системе семантических правил: понятность родного языка есть, конеч​но, его прагматическая  характеристика, а отнюдь не некий объективный атрибут.
   При фотографировании или изготовлении карт, как и при любом «геометрическом гомоморфизме», нагляд​ность, конечно, налицо; в других случаях (в том числе и в наиболее занимающей нас ситуации «концептуального гомоморфизма») наглядность столь же иллюзорна, как в привычных для математика «зрительных» образах, свя​занных с изложением дескриптивной теории множеств, введением всякого рода «фазовых пространств» или «про​странств рецепторов» в работах по проблеме узнавания. Но эта иллюзорность наглядности отнюдь не обес​ценивает такой манеры разговора, которая подчас ока​зывается очень даже удобной и полезной. Хорошая мина еще вовсе не свидетельствует о плохой игре. Особенно если игрок — ученый.

2.8. Обобщенные гомоморфизмы
1. Для выявления других возможных направлений обобщения понятия гомоморфизма обратимся вновь к у исходному примеру с фотографией. Вспомним, что при введении понятий изоморфизма и гомомор​физма мы рассматривали два множества А и В и их сигна​туры, т. е. множества определенных на А и В предикатов: {FА} и {FВ}. В случае изоморфизма А и В относительно {FА} и {FВ} имеет место взаимно-однозначное соответст​вие как между А и В, так и между {FА} и {FВ}; гомомор​физм же есть однозначное (быть может, много-одно​значное) соответствие между А и В — при сохранении взаимной однозначности соответствия между {FА} и {FВ}. Больше того, элементы наборов {FА} и {FВ} предполагались всякий раз имеющими один и тот же ранг (число аргументных мест и, в случае их неравноправия, способ их заполнения аргументами различных типов. Иными словами, во всех
рассмотренных до сих пор случаях имелось в виду, что А и В — это однотипные алгебры.
    Но уже из чисто умозрительных соображений можно было бы задаться целью рассмотреть отображения А в В, при которых и отображение сигнатуры {Fa} в сигнатуру {Fb} также лишь однозначно (не предполагая его обрати​мости или даже предполагая существенную необрати​мость). Не вдаваясь пока в вопрос, насколько существенным с чисто алгебраической точки зрения яви​лось бы такое расширение понятия (мы вернемся к этому вопросу в § 10), приведем пару примеров, показывающих, что возникает оно не только из чисто умозрительных соображений, а естественным с содержательной точ​ки зрения образом. 
    Наиболее простой случай, с которым нам отчасти уже пришлось столкнуться (см. выше), — это отображение множеств, сигнатура каждого из которых состоит только из одноместных предикатов. В нашей «классической» ситуации с фотографией это случай черно-белого фотографирования многоцветных объек​тов. Черный цвет оригинала изображается черным же цветом на фотографии, так же как и белый — белым; но черным же изображается и достаточно интен​сивный красный цвет, а белым — голубой. Увидев на фотографии женщину в светлом платье, мы можем лишь гадать, какому именно цвету — зеленому, светло-синему или, скажем, песочному — соответствует этот оттенок свет​ло-серого. И то же, конечно, относится (если не пользо​ваться другими, хотя бы и подсознательными, источни​ками информации) к вопросу о подлинном цвете любого изображенного на такой фотографии предмета.
  Желая умножить примеры такого сорта, первое, что вспоминаешь,— это, конечно, сумеречное зрение или дальтонизм. И сама очевидность этих аналогий наводит на мысль, что на самом деле рассматриваемый случай не содержит решительно ничего принципиально нового по сравнению со знакомой уже схемой «обычного» гомоморфизма — при совпадении сигнатур: объеди​нение   нескольких   классов   эквивалентности,   элементы каждого из которых удовлетворяют какому-либо одному (своему для  каждого  класса)   одноместному  предикату, в один класс (элементы которого удовлетворяют опять-таки некоторому одному свойству) есть та самая «факто​ризация», которая оказалась столь удобной универсаль​ной схемой для трактовки «неполных гомоморфизмов». Конечно, само по себе это совсем не удивитель​но: тот факт, что исчисление одноместных предикатов не только изоморфно (во вполне традиционном смысле) ис​числению   высказываний,   но   и   является   его   наиболее естественной «экстенсиональной» интерпретацией (как ис​числение классов), не только хорошо известен, но и имеет ряд важнейших следствий (в первую очередь разрешимость этого  исчисления),   свидетельствующих   о  «несуществен​ности» введения в рассмотрение одноместных предикатов (свойств). Таким образом, никакого нетривиального обоб​щения понятия гомоморфизма одним только допущением необратимых   отображений   сигнатур   мы   не   получим. Правда,  с чисто содержательной точки зрения это все-таки не то же самое, что «склеивание» элементов; скорее можно говорить, что отождествление различных одно​местных предикатов есть не что иное, как «дополнитель​ная   факторизация»,   обусловленная   объединением   соот​ветствующих классов   эквивалентности,   откуда  следует, что действительного обобщения понятия гомомор​физма нечего и ожидать, если к одноместным предикатам в  сигнатурах   рассматриваемых  множеств  присоединить в  качестве  единственных  двуместных  предикатов   отно​шения эквивалентности.
     2. Каким же образом несколько многоместных (хотя бы и двуместных, но не являющихся отношениями экви​валентности) предикатов могут при некотором «естест​венно интерпретируемом» отображении перейти в один предикат? (Для определенности мы ниже (до тех пор, пока не будет огово​рено противное) будем предполагать, что все исходные предикаты и предикат, являющийся их общим «образом», имеют один и тот же ранг, т. е. одно и то же число аргументных мест, заме​щаемых аргументами одних и тех же (для каждого места — быть может,   своих)  типов). Первое,   что   приходит   здесь   в   голову — это постараться в некотором смысле минимальным обра​зом изменить «запрещенные» ситуации, постараясь из​влечь максимум аналогий с ними. Идя этим путем, мы вместо «самых хороших» двуместных  предикатов, т. е. отношений эквивалентности, возьмем предикаты «чуть по​хуже», а именно, отношения частичного порядка: бинар​ные транзитивные и антисимметричные отношения, яв​ляющиеся при этом либо (нестрогий порядок) рефлексив​ными, либо (строгий порядок) антирефлексивными. Наиболее напрашивающиеся приме​ры такого рода — это вариации на тему «упрощения оценок».
Речь идет о следующей часто встречающейся в при​ложениях ситуации. Представьте себе несколько не пе​ресекающихся между собой  рядов параметров, внутри каждого из которых введено отношение порядка. Пусть для наглядности, «параметры» наши — это произведения искусства различных жанров, а упорядочение внутри каждого жанра достигается с помощью некоторых чис​то формальных эстетических критериев; скажем, произведения архитектуры оцениваются в зависимости от степени соответствия функциональному назначению, сим​фонии — по количеству баллов в анкете, заполненной ста «лучшими дирижерами мира», а цирковые репризы, не мудрствуя лукаво, построчно. Не размышляя на тему о том, что мог бы значить вопрос о преимуществах данной сонаты над данным сонетом или наоборот, мы можем ввес​ти на объединении всех рассматриваемых предметных областей двуместный предикат «лучше чем», полагая, по определению, «лучшим» опус, оцененный выше по первоначальной «шкале прекрасного».
    Поскольку новый предикат вводится на объединении первоначальных предметных областей, речь идет об отображении этого объединения на себя; более того, отображение это — тождественное взаимно-однозначное преобразование. Но оно уже не является автоморфизмом в смысле § 5: вновь определенный преди​кат можно считать «образом» каждого из исходных упорядочений, так что здесь мы имеем дело с однознач​ным, но не взаимно-однозначным соответствием между сигнатурами. Можно было бы рассмотреть и слу​чай, когда не только отображение сигнатур, но и отобра​жение предметных областей однозначно, не будучи взаим​но-однозначным; и именно этот случай было бы естест​венно назвать обобщенным гомоморфизмом, в то время как рассмотренный в предыдущем абзаце — обобщенным изоморфизмом. Не имея, однако, надобности в специаль​ном их различении (подобном тому, что проводилось для «обычных» изоморфизмов и гомоморфизмов в п. 2.5) и за  отсутствием закрепленного термина для такого рода отоб​ражений, будем называть их метаморфизмами.
   «Метаморфизмы», не выделяемые в качестве специаль​ных объектов рассмотрения в алгебре, вполне естествен​но возникают при анализе теоретико-познавательных за​дач, являясь в той же мере более общим их атрибутом, нежели гомоморфизмы, в какой гомоморфизмы служат обобщениями изоморфизмов. Не ставя своей целью обо​зрение как можно большего количества соответствующих примеров, отметим, что неоднократно обыгрывавшийся уже выше эффект «огрубления при фотогра​фировании», описанный нами в терминах объединения классов эквивалентности («дополнительной факторизации»), может быть трактован и как метаморфизм, «склеивающий» в одно бинарное отношение различные отношения порядка: пары «крас​ный — желтый», «синий — голубой», «коричневый —желтый», «зеленый — голубой», «красный — оранжевый» и т. п. переходят (каждая) в пару «темный — светлый» (точнее, «более темный, чем...»). Не нуждается в особых комментариях тот очевидный факт, что в этом примере ограничение о непересечении исходных предметных областей уже недействительно, чем и достигается обещанное обобщение. Ясно и то, что не каждый набор предикатов может быть непротиворечивым образом отображен в не​который предикат с тем же числом аргументных мест (точнее, того же ранга); но сущность ограничений, необ​ходимых для избежания такого рода коллизий, интуитив​но столь очевидна, а корректная формулировка их, напротив, столь громоздка, что мы не будем пытаться приводить их здесь.
    Идея предыдущего примера легко может быть развита и в применении к трехместным предикатам. Пусть на множестве прообразов некоторого однозначного отобра​жения (быть может, хотя и необязательно, взаимно​однозначного) определено т (т≥2) трехместных преди​катов Pi (х, у, z), каждый из которых может быть со​держательно интерпретирован как «у лежит между х и z» (любой такой предикат может быть охарактеризован акси​оматически при помощи аксиом второй группы гильбертовской аксиоматики для евклидовой геометрии. На множестве образов каждый из них может непротиворечивым образом переходить в один и тот же трехместный предикат (удовлетворяющий тем же аксиомам). От достаточно очевидной интерпрета​ции такого рода отображений и дальнейшей детализации примеров нам придется воздержаться.
    Возможна, конечно, и другая точка зрения на взаимо​отношение рассматриваемых понятий, связанная с пред​ставлением о предикатах как «объектах второго типа» (или «уровня», «ступени»). С такой точки зрения гомоморфизм можно понимать как однозначное отображение совокупности объектов первого типа, «устойчивое» (или «стабильное», «инвариантное») по отношению к тождест​венному автоморфизму совокупности объектов второго типа; в случае метаморфизма вместо тождественного авто​морфизма следует говорить также об однозначном отоб​ражении, инвариантном относительно истинностных значений («истина» и «ложь»).
    Но в таком случае нельзя не упомянуть и возможность обобщения понятий гомомор​физма (и, конечно, метаморфизма) для совокупностей предикатов произвольной ступени (относительно преди​катов высших ступеней, в частности ступени, ровно на единицу высшей, чем данная). 
    Еще одно замечание относительно «метаморфизмов». Если не считать тривиального (хотя и не раз использован​ного выше для иллюстраций) случая, когда предикат-образ есть просто объединение (или, что по существу то же самое, изоморфный образ объединения) предикатов-прообразов, произвольный метаморфизм некоторой систе​мы А на систему В индуцирует на В некоторое отношение между предикатами (предикат второго порядка). Это отношение, по аналогии с соответствующим отношением, индуцируемым произвольным гомоморфизмом, можно было бы назвать ядер​ной эквивалентностью, или ядерной конгруэнцией, пре​дикатов из А, имеющих один и тот же образ в В (быть может, для определенности стоило бы говорить об «обоб​щенной ядерной эквивалентности» или об «эквивалент ности второго порядка» и т. п.). Если бы условия ста​бильности (или согласованности), определяющие данный метаморфизм, имели вид эквивалентностей, то значения исходных предика​тов, находящихся между собой в описанном отношении, должны были бы просто совпадать для всех наборов аргу​ментов, для которых они совместно определены (в против​ном случае условия, определяющие данный метаморфизм, были бы несовместимы), так что вместо обобщенной ядер​ной эквивалентности можно было бы говорить с тем же успехом (и более определенно) о самой обычной логиче​ской эквивалентности, а понижение мощности сигнатуры оказалось бы чисто номинальным. Но раз  мы предпочли при определении гомоморфизма избрать более обычный путь, при котором условия стабильности имеют вид импликаций, то совершенно тривиаль​ным образом оказывается возможным указать предикаты, ядерно эквивалентные в указанном выше смысле, но логически не эквивалентные. Таким образом, понятие метаморфизма действительно оказывается шире понятия гомоморфизма.
    3. Отказ от взаимной однозначности изоморфного отоб​ражения приводит к понятию гомоморфизма; отказ от взаимной однозначности соответствия между сигнатура​ми, при соблюдении условия совпадения рангов предикатов-прообразов и предикатов-образов, означает переход к еще более общему понятию отображения, кото​рое выше было названо метаморфизмом. Нельзя ли еще более обобщить это понятие, отказавшись теперь от по​следней взаимной однозначности между наборами аргу​ментных мест (с фиксированными типами аргументов)? Никаких априорных запретов на этот счет во всяком слу​чае не видно. Если же мы захотим (следуя общей схеме изложения в настоящем параграфе) указать пример си​туации, для описания которой подобного рода «параморфизм» оказался бы подходящим орудием, то сделать это даже легче, чем в случае метаморфизма. Описанием пары таких примеров мы и закончим содержа​тельные рассмотрения настоящего параграфа, чтобы вернуться к соответствующим   точным определениям и проанализировать их с различных точек зрения в п.п. 2. 9 и 2.10.
    Наиболее типичными ситуациями такого рода пред​ставляются всевозможные «упрощения оценок», происхо​дящие с теми или иными вариациями по следующей схеме.
    Представим себе предприятие, выпускающее продукцию нескольких наименований, цена которой определяется рядом различных, вообще говоря, не зависящих друг от друга (во всяком случае, явным образом) факторов: стоимостью материалов, амортизацией оборудования, за​работной платой рабочих, сметно-проектировочными рас​ходами, износом инструментов, потреблением электроэнер​гии, стоимостью ремонтных, вспомогательных (по обслу​живанию) и непроизводственных работ и т. д. Вне зави​симости от того, насколько разумно выбраны и учтены эти факторы и насколько совершенна методика их сбора, оценки и последующей обработки, задача максимального упрощения всей этой методики уж заведомо разумна. Примером такого упрощения (сведения) техники ценооб​разования (вопрос о практической «научности» которого нас в данном случае сам по себе не интересует) может служить практика, согласно которой цена готового изде​лия определяется всего тремя факторами: стоимостью материалов, заработной платой и «накладными расходами» (причем отнесение факторов из первоначального перечня к одной из этих трех «рубрик» определяется дополнитель​ными соглашениями и может варьироваться).
   Конечно, математик (да и физик) скажет в таком случае, что здесь мы имеем дело со «сложной» функцией: три переменные, являющиеся ее аргументами, в свою очередь являются функциями других величин (часть ко​торых может, вообще говоря, служить аргументами более чем одной «промежуточной» переменной), так что называя нашу функцию (цену) «функцией трех переменных», мы просто употребляем «сокращенный способ выражения». На это можно было бы, однако, ответить прежде всего, что всякий «способ выражения» является «сокращенным», а что же касается вообще того или иного способа выраже​ния, то он уж во всяком случае определяется субъектив​ными соображениями исследователя не в меньшей сте​пени, нежели какими бы то ни было объективными фак​торами.
    Впрочем, и с чисто формальной математической точки зрения «склеивание» аргументов того типа, как в только что приведенном примере, не сводится к тавтологическо​му переобозначению, приводящему к появлению «скрытых» аргументов функции. Дело в том, что простое переимено​вание переменных (даже если оно сопровождается их частичной «маскировкой») всегда предполагает возмож​ность «декодирования», позволяющего вернуться к исход​ному представлению функции; иными словами, если посредством такого преобразования удается «сократить» некоторое «сообщение» (не существенно, какова природа факта, описываемого данным «сообщением»), то механизм этого «сокращения» таков, что всегда можно восстановить и исходное «сообщение». Но для анализа процесса познания и для конкретных наук такая роскошь ни к чему: если из краткого сообщения можно извлечь всю интересующую нас информацию о некотором фрагменте действительно​сти, то тем лучше, и не все ли равно, какими менее совер​шенными (более многословными) способами можно было бы добиться той же цели. Коперниковская космология не нуждается в алгоритме перевода ее в птолемеевскую; молекулярно-кинетической теорией может пользоваться че​ловек, не подозревающий о существовании термина «фло​гистон».
    Между аргументами любого предиката, переходящими (в результате некоторого параморфизма) в один и тот же аргумент некоторого предиката меньшего, чем исходный, ранга (и служащего его образом при этом отображении), индуцируется (этим же отображением) определенное от​ношение, вполне аналогичное отношениям, индуцируе​мым между элементами смежных классов, т. е. классов эквивалентности, при гомоморфизмах и между предиката​ми, имеющими общий образ, при метаморфизмах: будучи, очевидно, рефлексивным, симметричным и транзитивным, оно является отношением эквивалентности, и связанные им объекты для «наблюдателя», черпающего «информацию» только из «редуцированных» описаний, оказываются не​различимыми  (потому-то естественные (канонические) отображения произ​вольных алгебр на свои факторалгебры и называют часто «отождествлениями»). Последнюю фразу, впрочем, не следует понимать как утверждение о некоем «объективном равноправии» этих «отождествляемых» аргументов — в общем случае ника​кого «равноправия» их, кроме неразличимости при данном описании, нет, хотя иногда они становятся равноправными и по существу. Скажем, утверждение о равенстве координат двух точек в трехмерном евклидовом пространстве, зависящее от шести переменных, может быть без всякой «потери информации» заменено векторным равенством (двуместным предикатом); но уже в более общем выражении для расстояния между двумя точками (когда это расстояние не равно нулю) из векторного соот​ношения, являющегося результатом однозначного преоб​разования совокупности трех координатных соотношений, нельзя  получить  ни  одного  из  исходных  соотношений.
   В ряде случаев (хотя и не всегда) одни и те же (в содержательно-концептуальном смысле) опера​ции могут быть описаны с привлечением различных язы​ковых средств: в терминах гомоморфизма, метаморфизма или параморфизма. Наиболее подходящими для иллюст​рации этого предположения представляются примеры, связанные с упрощенным (плоским, черно-белым, дальтонистским, сма​зывающим мелкие детали и т. п.) зрительным или фото​графическим «моделированием» реальных пространствен​ных предметов, окрашенных в разные цвета и имеющих, вообще говоря, весьма сложное строение. Поскольку никакие конкретные утверждения относительно условий такого рода «переводимости описаний» ниже не понадобятся, мы не будем пытаться развивать здесь даль​ше эту тему.
    4. Целью настоящего параграфа было прежде всего показать, что понятие гомоморфизма допускает ряд естест​венных обобщений, легко интерпретируемых в терминах теоретико-познавательных задач. 
     Из сказанного выше не следует делать вывод о возможности полного сведения части вновь введенных понятий к понятию гомоморфизма (хотя в частных слу​чаях возможность такой редукции бросается в глаза); но не будем торопиться и с формулировкой противопо​ложного заключения. Пока мы можем лишь отметить, что независимо от гипотетической взаимной зависимости или независимости упомянутых понятий они, рассматривае​мые как гносеологические (а не только как логические) категории, появляются в ходе анализа методологических проблем совершенно независимо друг от друга.
  Еще одна оговорка. Речь идет о том последовательном переборе различных логи​ческих возможностей обобщения понятия гомоморфизма, который мог создать впечатление некоей претензии на исчерпывающую полноту учета всех случаев, представляю​щих интерес для гносеологической проблематики. На де​ле же есть серьезные основания полагать, что едва ли не самые интересные примеры «моделирования» (в доста​точно разумном понимании этого термина) как раз не укладываются в схему каких бы то ни было обобщений понятия гомоморфизма.
2.9. Дополнительные определения
    Частью из эксплицируемых ниже поня​тий и терминов мы уже широко пользовались, довольст​вуясь интуитивными представлениями о них, пояснения​ми, даваемыми по ходу дела, или ссылками на соответ​ствующую специальную литературу. При дальнейшем изложении метериала ссылки на интуицию и «естественность» терминологии будут не облегчать, а, напротив, загромож​дать изложение, поэтому введем дополнительные определения. 
  1. Упорядоченную   тройку [image: image75.png]Y = <A» QFa QP>’



  где А — произвольное множество, [image: image76.png]


— набор определенных на А операций, а [image: image77.png]


— набор определенных на А преди​катов, принято называть алгебраической системой. Под n-арной операцией на А понимается функция, областью определения которой служит множество (всех) упорядо​ченных п-ок элементов А,  а областью значений — само А;              п-арным (или п-местным — это, как и для операций, просто синоним) предикатом на А называют функцию, областью определения которой служит множество упо​рядоченных п-ок элементов А, а областью значений — произвольное двухэлементное множество (элементы кото​рого обозначаются с помощью любых совершенно произ​вольных символов; традиционное, хотя отнюдь не «обя​зательное», обозначение их через 1 и 0, t и f или И и Л связано, как легко понять, с интерпретацией их как «значений истинности»: «истина» и «ложь» соответствен​но (   в     соответствии     с     такой     интерпретацией     часто   вообще вместо   «Р (х1, . . ., хп) = 1»   пишут   просто   «Р (х1, . . . хп)» и  говорят,    что     Р (х1,    . . ., хп)    «имеет    место»,   а   вместо
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 (Р (х1, . . ., хп) «не име​ет места»). Иными словами, операции — это операции («дей​ствия») в самом обычном (для элементарной математики) смысле, предикаты же — это (п-местные) отношения.
   Алгебраическую систему с пустым множеством пре​дикатов называют обычно алгеброй (или универсальной алгеброй (  «универсальной»— значит   «с   произвольными   операциями»   (в отличие от конкретных операций, характерных для конкретных классов алгебраических систем)), а систему с пустым множеством операций — моделью (или реляционной системой). Термином «мо​дель» в этом (единственном до конца четком!) смыс​ле мы пользоваться не будем, а термины «алгебраическая система» и «алгебра» будем употреблять просто как синоним в любом из трех упомянутых только что смыслов. Мы можем позволить себе такие терминоло​гические вольности благодаря тому, что с точностью до свойств алгебраических систем, не существенных для интересующих нас здесь целей, каждую операцию можно заменить предикатом; точнее, каждую п-местную опера​цию[image: image79.png]


 можно заменить (п+1)-местным пре​дикатом [image: image80.png]P (xl’ ooy Tpy $n+1),



 полагая, по определению,
[image: image81.png]P(xy, ..., Tny Tpy) = Tpag = F (T, -« .+, Tn).



 Алгебраист
назвал бы получающийся (в результате замены всех операций данной системы предикатов) объект «мо​делью», но мы как раз этим термином по понятным при​чинам пользоваться не будем, а воспользуемся, как гово​рилось,  любым  из освободившихся.
     Множество операций и предикатов, определенных на некоторой алгебраической системе, называют ее сигнату​рой. В соответствии со сказанным в предыдущем абзаце мы, заменяя каждую алгебраическую систему «представ​ляющей» ее моделью, в сигнатуру которой не входят ни​какие операции, можем вообще в дальнейшем ограни​читься рассмотрением алгебр (систем), сигнатуры которых состоят исключительно из предикатов.
2.  Пусть теперь [image: image82.png]U = <As QA>



и [image: image83.png]B = <B7 QB)



— алгеб​раические   системы   (А   и В — их  основные  множества, [image: image84.png];Q_A " QB



 — сигнатуры, которые, в силу сказанного выше, мы будем считать состоящими только из предикатов). Однозначное (но отнюдь не обязательно взаимно-одно​значное) отображение[image: image85.png]¢:%—>B (4> B, Qs — Qp)



 та​кое, что  для  любого    предиката Ра   из  Ωa его   образ[image: image86.png](P(PA)=PB



 имеет   тот же ранг,   а   для   произвольных[image: image87.png].’L'l, s e ey anA



 и [image: image88.png]


 из   Ωa имеет   место[image: image89.png]Pﬁ (xp ..
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 мы будем называть метаморфным (относительно сигнатур [image: image91.png]Qa4



 и [image: image92.png]93)7



 или просто метаморфизмом, а[image: image93.png]


— метаморфным образом системы[image: image94.png]


 Очевидно, что каждый гомоморфизм  яв​ляется метаморфизмом, но, вообще говоря, не обратно. Однако метаморфизм, как и любой гомоморфизм, есть реф​лексивное и транзитивное (вообще говоря, не симметри​чное)   отношение.
    3.  Если  в определении из п.  2 условие равенства рангов   соответствующих   друг  другу   предикатов   заме​нить 1) требованием невозрастания ранга предикатов при отображении и 2)   условием «согласованности» отдельных частей определения (т. е.  их совместимости,   корректности, то мы получаем понятие параморфизма, более общее, чем метаморфизм, но также обладающее свойст​вами рефлексивности и транзитивности. Таким образом, и это отношение частично упорядочивает класс алгебраи​ческих систем, причем на сей раз даже не однотипных, а, так сказать, «всех мыслимых». Конечно, не может быть и речи об определенности такого упорядочения для произ​вольной пары алгебраических систем.
   Громоздкость предполагаемых «условий со​гласованности» мешает естественной интерпретации вве​денного понятия, а в совокупности все входящие в эти условия ограничения должны быть столь сильны, что боль​шого выигрыша в общности при введении рассматривае​мого отношения (по сравнению с отношением метаморфиз​ма, во всяком случае) мы не получаем. Поэтому подроб​нее обсуждать этот вопрос мы пока не станем.

2.10. Схема «отражения» в алгебраических терминах
    Введенных выше понятий уже вполне достаточно для того, чтобы сформулировать анонсированное в начале ра​боты описание формально-структурных закономерностей «отражения бытия сознанием» в чисто алгебраических терминах.
   1. Если представить себе интересующий исследова​теля фрагмент окружающего мира как некоторую алгебраическую систему, то «идеальной» «моделью» этого фраг​мента была бы некоторая другая алгебраическая система, изоморфная исследуемой относительно полного набора оп​ределенных на ней предикатов. Но представление о «сиг​натуре Мира» как о некотором точно описанном или хотя бы «наличествующем» в реальности и потому в принципе поддающемся изоморфному описанию набора «атрибутов» базировалось бы на посылках, которым при всем желании не придать конструктивного характера. Дело даже не в том, что предположение об «обозримости» этой сигнатуры имеет явственный платонистский оттенок — совершенно не ясно, какими (исключая разве что сверхчувственные) методами можно было бы рассчитывать «реализовать» (т. е. «предъявить» в явном виде) такое изоморфное опи​сание. Поэтому следует признать, что «абсолютно изоморф​ная» модель действительности есть лишь далеко идущая идеализация.
   2.   Но даже если говорить о каких-либо фиксированных наборах исследуемых свойств и отношений между пред​метами внешнего мира, то и для их описания вовсе не необходимо требование  изоморфности описания  как  га​рантии его «адекватности». Поскольку, вопреки букваль​ному  пониманию   общего   определения   понятия   модели (см. п.2.1, пп. 2 и 5), мы согласны допустить некоторое «не​равноправие»  «оригиналов»  и их «моделей»:   нам доста​точно требовать не «эквивалентности» их (т. е. изоморфиз​ма),   а   лишь   гомоморфизма   модели   оригиналу. К тому же сам по себе акт выделения интересующей нас «подсигнатуры»  из  «полного  набора   атрибутов»— и  это чрезвычайно    существенно! — является     гомоморф​ным преобразованием исходной «полной сигнатуры».
3.   Уже говорилось (все в том же п.2.1), что «модель» может не быть гомоморфным образом самой «реальности», а включать в себя некоторые «идеальные» элементы, не имеющие прямых прообразов в реальном мире.  Но и в этом  случае  совокупность   всех  ее  «собственных»   (т. е. имеющих реальные прообразы) элементов можно считать гомоморфным образом подлинной реальности.
   4. Необоснованные и ненужные претензии на непре​менный изоморфизм концептуальных схем описываемым им фрагментам Мира  имели одним из подсознательных источников традиционное убеж-дение в том, что все модели «по настоящему хороших» формальных теорий (в первую очередь математических) непременно изоморфны между собой, иными словами, что такие аксиоматические системы категоричны; не​категоричность претендующих на «полноту» систем ак​сиом (в первую очередь этоотносится к формаль​ной арифметике) представлялась весьма мало ве​роятной. Тем замечательнее то, что, как следует, с одной стороны, из теоремы Лёвенгейма — Скулема о существо​вании моделей произвольной мощности для непротиворе​чивых систем аксиом, а с другой — из теоремы Гёделя о неполноте аксиоматической арифмети​ки, категоричность является не правилом, а лишь исключением, и притом не слишком важным: она возможна лишь для систем с конечными моделями. 
    5.   Еще более гибкой и удобной для описания «отобра​жений бытия в сознание» представляется схема, использую​щая описанное выше обобщение понятия гомоморфизма: отношение метаморфизма.   Следует  при  этом  заметить, что, не предрешая точных алгебраических формулировок на этот счет, можно мыслить метаморфизм также в тер​минах  гомоморфизма,   однако  уже  «многоступенчатого», включающего в себя отображение (однозначное, но, вооб​ще говоря, не взаимно-однозначное) не только основных множеств (предметных областей) сопоставляемых систем, но и их сигнатур. В отличие от «классического» понятия гомоморфизма,   отношение   метаморфизма   должно   уже, строго говоря, вводиться для систем, для которых фик​сируются  не только  выразительные,   но  и де​дуктивные средства: условия «сохранения предика​тов» для высших ступеней индивидов (т. е. для предика​тов), аналогичные импликациям, фигурирующим в опре​делении отношения гомоморфизма, носят теперь характер «определяющих соотношений» для таких «многоосновных» систем, т. е. являются по су​ществу их аксиомами.
    6.   Уже в п. 5 (и выше) высказывалось предположение о принципиальной возможности понимания метаморфиз​ма как гомоморфизма для   алгебраических  систем с не​сколькими сортами объектов, между которыми установлены отношения теоретико-типового характера. Имею​щиеся по этому поводу концепции и результаты делают правдоподобной гипотезу о такого рода «элимина​ции» понятия метаморфизма. 
2.11. Теоремы о гомоморфизмах

     1. Для различных разделов математики и отдельных ее дисциплин характерно стремление к получению резуль​татов, заключающих в себе в некотором смысле «полное описание» класса объектов, являющихся основным предме​том изучения в данном разделе. Обычно такие результаты формулируются в виде критериев, дающих необходимые и достаточные условия принадлежности рассматриваемо​му классу объектов. Скажем, известный критерий Коши дает необходимое и достаточное условие принадлежности бесконечной последовательности действительных чисел классу сходящихся последовательностей: последователь​ность сходится (т. е. имеет предел) тогда и только тогда, когда она фундаментальна (или, как говорят, сходится в себе), т. е. когда для произвольного сколь угодно малого положительного числа ε найдется такое зависящее от это​го ε натуральное число N, что разность любых двух чле​нов последовательности, номера которых больше N, по абсолютной величине не  превосходит ε.
     К сожалению, подобного рода характеристи​чески ε (т. е. дающие необходимые и достаточные усло​вия принадлежности данному классу) признаки носят обычно неконструктивный (неэффективный) ха​рактер: решение вопроса (для конкретной последователь​ности) о сходимости в себе ничуть не легче, вообще гово​ря, исходного вопроса о существовании  предела. Да это и понятно: характеристический признак дает по существу просто альтернативное определение рас​сматриваемого понятия, эквивалентное исход​ному, и, представляя собой подчас весьма ценное орудие теоретического исследования, не дает именно в силу своей характеристичности никаких указаний конструктивного характера, более эффективных, чем само исходное опреде​ление. Поэтому при решении практических вопросов о принадлежности или непринадлежности объекта классу пользуются более слабыми признаками: достаточными (выполнение которых зато уже гарантирует принадлеж​ность объекта классу) и необходимыми (невыполнение которых соответственно исключает эту принадлежность).
     Однако в алгебраических теориях (в отличие от ана​лиза и теории функций) часто удается находить критерии принадлежности классу рассматриваемых алгебраических систем, которые, будучи характеристическими (т. е. необ​ходимыми и достаточными), в то же время являются в не​котором смысле эффективными — во всяком случае, бо​лее эффективными, чем само определение соответствую​щей алгебраической системы. Дело в том, что алгебраи​ческая система считается определенной, коль скоро она определена «с точностью до изоморфизма». Иными слова​ми, изоморфные системы, рассматриваемые как объекты абстрактной алгебры — и поскольку нас интересуют имен​но свойства систем, а не само по себе изоморфное отобра​жение между ними — с точки зрения алгебры неразли​чимы, в том смысле, что их можно воспринимать как «представления» (т. е. интерпретации, реализации) одной и той же абстрактной  («свободной»)  системы.
    Таким образом, в принципе всегда открыта возмож​ность (во всяком случае до тех пор, пока не доказано про​тивное) свести вопрос об изучении какого-либо класса абстрактных алгебраических систем (например,  конечных групп) к изучению какого-либо более «простого» в каком-нибудь отношении класса (продолжая выбранный пример, можно указать на класс групп линейных матриц). «Простота» эта может, например, состоять в наглядности и естественности связанных с дан​ными «представлениями» интуитивных образов или, что, конечно, важнее для математика, в разработанности и простоте соответствующего   формального  аппарата.
    Особый интерес представляют собой резуль​таты, в силу которых удается представить в «знакомых» терминах не все гомоморфные образы интересующего нас класса объектов, а лишь изоморфные, получив, таким образом, в некотором смысле «конструктивный эквива​лент» определения такого объекта. Хорошо известным при​мером такой «теоремы о представлении» в узком смысле слова служит теорема М. Стоуна, согласно которой лю​бая (конечная или бесконечная) булева алгебра изоморф​на алгебре всех подмножеств некоторого множества. В более метафорической, но зато более выразительной формулировке результат этот означает, что «по существу» (т. е. с точностью до изоморфизма) никаких других буле​вых алгебр, кроме алгебр подмножеств, «не бывает». Именно этот «онтологический привкус»            («. . . не бывает»!) данной формулировки (а не сам по себе упоминаемый ре​зультат, прямого отношения к теме настоящего рассмот​рения не имеющий) и важен для осмысления интересую​щей нас проблематики.
   2. В упоминавшихся до сих пор случаях представле​ниями абстрактных алгебраических систем служили в некотором роде «стандартные», «типичные» представите​ли данного класса систем: матричные группы как гомо​морфные образы произвольных конечных групп и булевы алгебры подмножеств как цзоморфные образы произволь​ных булевых алгебр. Но кроме такого рода «общих стан​дартов»    для  произвольной    алгебраической   системы (во всяком случае  для такой, что для нее  определено понятие гомоморфизма;   но   его-то, как  мы  знаем (см.  выше, п.п. 2.4 и 2.5), действительно можно определить для любого рода совокупностей, в том числе и для таких, для которых «по недосмотру» его и не определили явным образом) имеются, так сказать, «персональные» стандарты: это не что иное, как ее собственные факторсистемы по произ​вольным определенным на ней отношениям эквивалент​ности (или же, если мы хотим иметь дело с «более похо​жими на оригинал» представлениями, по произвольным конгруэнциям). Дело в том, что «по существу» (с точ​ностью до изоморфизма — ср. п. 1) никаких других го​моморфизмов, кроме гомоморфизмов на собственные фак​тормножества, вообще «не бывает»! Подчеркнуто навяз​чивая метафоричность этой формулировки вызвана жела​нием еще раз подчеркнуть тот «онтологический привкус», который явственно ощущается в теоремах о представле​ниях, под каким бы алгебраическим соусом они ни пре​подносились. А раз так, то все гомоморфизмы — это (опять-таки «по существу», т. е. с точностью до изоморфиз​ма) естественные (канонические) гомоморфизмы.
    Именно в этом и состоит смысл замечательного (при всей простоте доказательства) утверждения, справедли​вого (при соответствующей формулировке) для любого класса алгебраических систем и известного под именем «теоремы о гомоморфизмах» (или «теоремы о гомоморфиз​ме»). Если сформулировать это предложение для про​извольной универсальной алгебраической системы, то оно будет звучать следующим образом:
     Для любого гомоморфизма универсальной алгебраиче​ской системы А в универсальную алгебраическую систему В можно указать такое отношение конгруэнтности ρ на А, что В изоморфна факторалгебре (факторсистеме) A/ρ = [A].
    Теоремы о гомоморфизмах можно, как уже отмечалось выше, квалифицировать в качестве «теорем о представле​ниях». Однако смысл этого термина, имея несомненное родство с обоими упомянутыми в п. 1 его значениями, не совпадает в то же время ни с одним из них. С одной сто​роны, речь идет обо всех гомоморфизмах ис​ходной алгебры А, а не только ее изоморфизмах, и в этом отношении смысл термина «представление» совпадает ско​рее с первым («слабым», «нехарактеристическим») из упо​мянутых выше его значений. С другой же стороны, для алгебры В (алгебры-«образа») упоминаемые в формулиров​ке теоремы факторалгебры А/ρ служат как раз изоморф​ными факторалгебрами (т. е. «сильными», «ха​рактеристическими») «представлениями». Но в то время как любое из предыдущих прочтений термина «представ​ление» базировалось на допущении (пусть и неявном) о большей (по сравнению с исходной, «представляемой» алгеброй) «эффективности» («осязаемости», «конкретности» или хотя бы «допустимости» для исследователя) алгебры-«представления», то здесь уже ни о какой «эффективности» представления не может быть и речи. В самом деле, рас​считывать на «уяснение сущности» рассматриваемой ал​гебры только посредством сведения ее к (более простой) факторалгебре не более разумно, чем ожидать, что «Гамлет», переведенный на Basic English, окажется «понятнее» русскому читателю, не знающему ни одного английского слова, нежели оригинальный шекспировский текст.
   3. Что и говорить: для прочтения «Hamlet»a нам не обойтись без английского — языка ли зрителей «Глобу​са», в объеме ли Оксфордского словаря или же, на худой конец, Basic — но, так или иначе, английского. Но что касается «прагматически настроенного» англичанина, ин​тересующегося лишь «запасом сведений», «сообщае​мых» в шекспировской трагедии, то его-то как раз вполне устроит «комикс» с комментариями на Basic English. И не будем торопиться иронизировать над ограниченностью этого воображаемого персонажа. Тем более, что он вполне реален! В самом деле, ведь это не кто иной, как Ученый, который (в отличие от Поэта с его почтенными, но ко мно​гому обязывающими претензиями) избрал своей специаль​ностью как раз составление (или хотя бы штудирование) комиксов по Книге Природы. Конечно, он (во всяком слу​чае, в служебное время) может не оценить лунного сия​ния, да, пожалуй, и самой-то луны не заметит, но что тут удивительного:   он   занят   изучением   Луны.   И при всей очевидной ущербности, односторонности и не​полноценности позиции такого физика, занятого расчетом траектории корабля, направляющегося к Морю Спокой​ствия, лирик великодушно оценит его труд, особенно если не понадобится дополнительной коррекции (и даже быть может, напишет — уже в  с в о е служебное время — поэ​му о нем).
    А другой персонаж в той же роли — это как раз ал​гебраист, усматривающий самостоятельную ценность не только в теореме о гомоморфизмах и ее следствиях, но и во многих других предложениях своей науки, не испы​тывающий ни малейшей потребности в какой бы то ни было внеалгебраической семантике для истолкования своих (и чужих) результатов и столь же умеренно сочувст​вующий с трудом понимающему его нематематику, как русский интеллигент — англичанину, знакомому с «Оне​гиным» лишь по переводу Набокова, а то и вовсе Линдсея.
     4. И, наконец,— философ, занимающийся методологией науки. Резонно полагая, что анализ содержания комиксов-гомоморфизмов, адаптирующих уже упомянутую Книгу Природы, есть обязанность представителей конкретных наук (тем более, что он все равно знает ее принципиальную неисчерпаемость такого рода гомоморфизмами, если, ко​нечно, не рассматривать всю их совокупность как постоян​ное периодическое научное издание), он сосредоточивает свое внимание на максимально полном учете возможных гомоморфизмов и классификации их форм.
    И здесь-то и обнаруживается фундаментальная мето​дологическая функция теоремы о гомоморфизмах.
   Если считать, что каждая научная теория (или любой относительно замкнутый фрагмент теории) представляет собой гомоморфный образ описываемого ею фрагмента действительности, то получается, что такая теория есть изоморфный образ некоторой «фактордействительности», т. е. совокупность классов (в том числе, быть может, и одноэлементных классов)   отождествляемых (в резуль​тате некоторых абстракций) объектов, иначе говоря, со​вокупность абстрактных понятий, между которыми вво​дятся соотношения, индуцируемые отношениями, имею​щими место между исходными объектами. Другими сло​вами, сколь бы разнообразны ни были гомоморфные модели Мира (фактически частей Мира), все они так или иначе в некотором смысле не только «предопределены» объективными атрибутами этого Мира, но и содержатся в множестве всех его подмножеств.
     Таким образом, любое «разумное» описание действи​тельности, как и следовало бы ожидать, исходя из «естест​венных» интуитивных представлений о ее адекватном от​ражении в процессе познания, по​тенциально «содержится» в самой этой действительности. Констатируя невозможность описаний Мира, которые бы​ли бы «правильными», но в то же время «посторонними» по отношению к нему (т. е. были бы, так сказать, почерп​нутыми из некоторого лежащего вне его рамок умозри​тельного источника), теорема о гомоморфизмах выражает своего рода принцип адекватности научных моделей.
    Конечно, ни теорема о гомоморфизмах, ни какой бы то ни было иной умозрительный тезис не может претен​довать на роль критерия, являющегося в каком угодно сла​бом смысле достаточным условием адекватности теорети​ческого моделирования. Но признаком необходи​мым, невыполнение которого свидетельствует о заведомой неадекватности моделирования, условие, фигури​рующее в утверждении теоремы о гомоморфизмах, безус​ловно является. В самом деле, что, собственно, значит, что теория не соответствует описываемой ею области? что принципиально верифицируемое синтетическое суж​дение неверно? наконец, что понятие «образовано не​корректно»? Во всех этих случаях (для ясности полезно начать рассмотрение с последнего, к которому последова​тельно сводятся второй и первый) мы сталкиваемся с од​ной и той же ситуацией: некоторое отношение эквивалентности (вводимое, быть может, апри​орно, а быть может из соображений умозрительных или эмпирических, или и тех, и других вместе) не являет​ся конгруэнцией относительно отношений, свя​зывающих отождествляемые этим отношением объекты. Если обратиться вновь к не раз использовавшемуся выше примеру,   то   из   подробной   карты  (о которой предполагается лишь, что она как-то «правильно» устроена - а как именно, не существенно) можно изготовить большое количество «правильно устроенных» подкарт (факторкарт) простым вычеркиванием некоторых деталей, но все же такое вычеркивание должно быть не совершенно произвольным.
   Таким образом, хотя теорема о гомоморфизмах при​способлена для извлечения из нее конкретных естест​веннонаучных следствий не в большей степени, чем, на​пример, принцип достаточного основания, она (подобно, кста​ти, этому принципу) служит «щитом», ограждающим наши претендующие на (сколь угодно опосредованное) адек​ватное отражение Мира умственные конструкции от про​никновения в них бесплодных и бессодержательных спе​куляций. Конечно, установить, является ли какое-ли​бо конкретное отношение эквивалентности конгруэнцией, ничуть, вообще говоря, не легче (хотя и не труднее), чем решить вопрос о том, является ли некоторое отображение гомоморфизмом (это тривиальным образом следует из факта совпадения «условий стабильности» в определениях понятий конгруэнции и гомо​морфизма). Роль, которую играет теорема о го​моморфизмах для рассматриваемой нами области, во многих отношениях аналогична роли «основной теоремы алгебры» о существовании корней алгебраических уравнений (не дающей, как известно, никаких способов практического нахождения этих корней) или «основной теоремы арифме​тики» о существовании и единственности разложения произвольного натурального числа на простые сомножи​тели (из которой также не извлекается алгоритм такого разложения, сам по себе, впрочем, очень простой): фик​сируется не конструкция, а связь между основными по​нятиями теории. Поэтому мы рискнем присвоить этой тео​реме (с неизбежными оговорками, которым будут посвя​щены п.п. 2.12 и 2.16) наименование «Основной теоремы». Пользуясь лингвистической терминологией, эту Основную теорему можно выразить следующим образом:
    Точность любого описания — это точность соглашения о неразличении отождествляемого.
2.12. О формуле Байеса
    Термин «Основная теорема» употреблен выше  с достаточно ясным пониманием вкла​дываемой в него меры условности. Насколько важным в действи​тельности оказывается значение теоремы о го​моморфизмах, как и всей развиваемой концепции в це​лом, станет ясным из обсуждения вопроса о границах их применимости (п.2.16). Но уже сейчас, во избежание недоразу​мений, придется сказать по этому поводу несколько слов.
    Дело в том, что даже если согласиться, что теория познания действительно есть «теория» в том смыс​ле, в каком термин «(дедуктивная) теория» понимается в логике и методологии науки, и что в такой «теории» действительно есть некая «Основная теорема», то на этот почетный титул с не меньшим основанием, чем теорема о гомоморфизмах, могло бы претендовать еще одно предло​жение, относящееся к совсем другому аспекту познания. Имеется  в виду так называемую формулу Байеса (или теорему Байеса), связывающую вероятность некоторого события с его априорной вероятностью и устанавливаемой в ходе серии опытов относительной частотой наступления этого события:
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 — априорные вероятности «гипотез» Ні (взаимоисключающих событий, составляющих в совокупности «полный набор событий»[image: image97.png]2 P(H)=1),



 каждая из которых могла бы претендовать на «объяснение» некоторого достовер​ного, т. е. имеющего в пределах данной серии испытаний единичную вероятность, события А, [image: image98.png]P(A]H)



— экспериментально определяемые условные вероятности (отно​сительные частоты) события А при выполнении соответст​вующих гипотез (условий) Ні, [image: image99.png]P(H;] A



— условная вероятность гипотезы Hі при условии наступле​ния события А, т. е. степень достоверности, могущая быть приписанной именно гипотезе Hі в качестве объяснения события А.
     Именно формула Байеса позволяет не только дать точную количественную оценку каждому утверждению вида «опыт А подтверждает теоретическое предположение В», но и, что еще существеннее, понять подлинный смысл лю​бого такого утверждения. Ведь никакая, сколь угодно длинная, серия экспериментов, независимо от степени их «совпадения» (всегда лишь относительного), не может ни в какой мере «подкрепить» (не говоря уже о «подтвержде​нии») какую бы то ни было гипотезу до того, как эта гипотеза в явном виде сформулиро​вана!
     Скажем, серия из пяти пар значений показаний вольт​метра и амперметра, отношения четырех из которых рав​ны друг другу, а пятое имеет какое-то иное значение, лишь тогда сможет рассматриваться в качестве основания для принятия закона Ома, когда будет в явном виде сформу​лирована гипотеза «А не пропорционален ли ток при посто​янном сопротивлении разности потенциалов между кон​цами цепи?»— ведь если мы заранее не «вооружились идеей пропорциональности», у нас нет еще никакого ре​зона   называть   данные   пары   чисел   «отношениями»! Иначе говоря, выработка абстрактного понятия «пропорцио​нальности» (т. е. некоторый акт «отождествления», ср. выше, п.п. 2.2 и 2.6) должна предшествовать интерпретации опыта. Здесь умест​но напомнить о не раз уже отмечавшемся выше обстоятельстве, состоящем в том, что любая эмпирически полученная последо​вательность данных может быть «объяснена» бесконечным мно​жеством «законов». 
    Конечно, при допущении о равновероятности возмож​ных «объяснений» (даже если одно из них, как в данном примере, состоит в отказе от претензии на объяснение), к которому нас обязывает непредвзятый подход к данным опыта, формула Байеса даст для вероятности закона Ома то же значение, которое мы получили бы из непосредствен​ного применения классического определения вероятности (т. е. считая вероятности обеих возможных в принципе «гипотез» — «пропорциональности» и «отсутствия пропор​циональности» — равными[image: image100.png]
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Представим себе, однако, что мы затем провели еще пять измерений и получили такие же результаты. Теперь уже формула Байеса позволяет нам не просто рассматри​вать серию из десяти опытов (истолкование которой при​вело бы, очевидно, к тому же значению искомой вероят​ности [image: image102.png]


а ввести новые «априорные» ( термином этим именуются не вероятности, вообще не зависящие от опыта, но лишь такие, значения кото​рых принимаются за известные до начала данного опыта) вероятности подтверждения и неподтверждения закона Ома: соответст​венно[image: image103.png]4/5 n 1/5.



Тогда «уточненное» значение нашей основ​ной гипотезы, согласно той же формуле Байеса, окажется уже равным
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Аналогично, третья серия опытов с теми же исходны​ми приведет нас уже к значению 256/257.
   Что же касается «конкурирующей ситуации», которая могла бы возникнуть в связи с предыдущим обсуждением вопроса о том, эпистемологическая интерпретация какого из упомянутых предложений более достойна носить ти​тул «Основной теоремы», то эта проблема разрешается сравнительно просто. Как отмечалось раньше, нас будет интересовать сейчас не столь​ко процесс познания в целом, сколько некоторые «чисто, технические» аспекты этого процесса, связанные с взаимо​действием Мира и «отражающего» его сознания. Точнее говоря, нас интересует здесь даже не сам этот процесс, а непосредственно предшествующие ему (и следующие за ним) чисто умозрительные конструкции, имеющие дело не с Миром как таковым, а лишь с некоторыми его (гомоморфными?) заместителями.
    В соответствии с этим индуктивные построения, «об​служивающие» такие «глубинные» аспекты познания, вообще не являются предметом нашего внимания, а тем более — исследования. Но именно для этого «индуктив​ного аспекта» изучения познания Основной теоремой служит формула Байеса. Еще лучше было бы сказать, что сам этот аспект дедуктивен (во всяком случае, высту​пает в качестве такового); индуктивно же лишь то, о чем он трактует. Мы же здесь анализируем как раз тот «де​дуктивно-подобный» фрагмент теории структурных за​кономерностей, для которого теорема о гомоморфизмах служит Основной теоремой.
    Что же касается возможности сформулировать «Ос​новную теорему» применительно к познанию в целом, то она более чем сомнительна, равно как и принципиаль​ная формализуемость диалектики отображения бытия сознанием.
2.13. Последующие обобщения
   Вернемся теперь к теореме о гомомор​физмах. Точнее, к ее аналогам и (гипотетическим) обоб​щениям.
    Сама по себе возможность перенесения теоремы о го​моморфизмах на случаи, в связи с которыми выше (в п.п. 2.6 и 2.7) были введены понятия метаморфизма и параморфизма, сомнений не вызывает. Не будем, впрочем, пытаться формулировать здесь соответствующие «теоремы о мета​морфизмах» (и о «параморфизмах»), дабы не затемнять  чрезвычайно ясную общую идею соответствующих «фак​торизации» не идущими к делу техническими подробнос​тями. Отметим лишь, что задаче обобщения теоремы о гомоморфизмах можно придать несколько другую форму, перейдя   от   рассмотрения   алгебраических   систем, описываемых на языке узкого исчисления предикатов, к теориям высших ступеней, сигнатуры которых включают предикаты различных типов. Для таких систем само понятие гомоморфизма приходится формулировать в бо​лее общей форме, заведомо перекрывающей описанное выше понятие метаморфизма. Это обстоятельство, с одной стороны, и известный  результат о возможности «кодирования» теорий высших ступеней на языке узкого исчисления предикатов (быть может, за счет некоторого расширения сигнатуры, с другой — делают достаточно прозрач​ной идею этих обобщений.
    Что же касается перехода от многоместных предикатов к предикатам с меньшим числом аргументных мест, лежа​щего в основе второго из упомянутых в п.п. 2.8 и 2.9 возмож​ных обобщений понятия гомоморфизма, то, например, при​мененная в работах несложная техника «коди​рования» п-местных предикатов одноместными предика​тами от гёделевских номеров соответствующих п-ок аргументов (во всяком случае, для теорий, содержащих арифметические термы) подсказывает возможность сведения и этого понятия к обычному понятию гомоморфизма. (Об использовании идеи, существенно от​личной от такого «гёделевского кодирования»,— идеи разделения параметров на «существенные» и «несущест​венные» в целях большей компактности описаний — будет сказано в п. 4 п. 2.16). Заметим, что интерпретации «обобщенных теорем о гомоморфизмах» в «эпистемологических» терминах были уже по существу намечены при введении соответствующих обобщений в п.2.8.
    В заключение этого параграфа кажется небеспо​лезным привести один любопытный (хотя и очень простой) пример, в весьма наглядной форме демонстрирующий эффект «метаморфизма» и сопутствующее ему «отождествле​ние нетождественных предикатов». Рассмотрим снова ме​ханическую и электрическую системы, описываемые од​ним и тем же уравнением второго порядка
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которые в п.2.3 (п. 5) рассматривались для иллюстрации понятия изоморфизма. Только на этот раз мы будем пред​полагать не только, что в обеих этих системах закрыто от наблюдателя все, кроме входных и выходных шкал, но и что сами системы совмещены: скажем, пружина об​ладает некоторыми согласованными значениями упругости и индуктивности, массивный маховик обладает достаточ​но большим активным сопротивлением, а система махо​вик — жидкость играет ко всему прочему роль конден​сатора. Тогда, как легко понять, на вопрос «что это за система: механическая или электрическая?» оба варианта ответа (равно как и третий: «и то, и другое») с равным ос​нованием могут квалифицироваться как «правильные», а любая из первоначально раздельных систем (или все то же дифференциальное уравнение) может быть охаракте​ризована как результат «метаморфного» преобразования системы совмещенной.
     Предоставляем читателю убедиться, что и этот пример может быть в принципе описан в одних лишь терминах гомоморфизма. Замечание это сохра​няет свою силу и для всех остальных разобранных или упомянутых выше примеров, так что с учетом сделанных (и дальнейших) оговорок «Основной теоремой» развивае​мой теории мы будем считать именно теорему о гомомор​физмах (в любой из приведенных выше формулировок).
2.14. «Огрубление» введенных понятий
    Главное достоинство структурной схемы, выдвинутой в п.п. 2.10 и 2.11 на основе определений п.2.5, это ее простота. Любые же сколько-нибудь содержательные си​туации, гипотетически описываемые в терминах структу​ры познавательной деятельности человека, непремен​но требуют для реализации такого описания расширения и обобщения первоначальной эпистемологической концепции. Фактически мы уже в п.п. 2.6—2.8 приступили к та​ким расширениям и обобщениям, продолженным далее в п.2.13. При этом нам либо удавалось обходиться известны​ми алгебраическими понятиями, либо вводить некоторые их естественные обобщения, также имеющие чисто алгебраический характер.
  В настоящем параграфе мы, следуя традиции, пойдем другим путем. Наши интересы будут сосредоточены теперь не на точных или хотя бы заведомо уточняемых алгебраических концепциях (каковыми во всякой случае являются все результаты дефиниций, введенных или подготовленных изложением п.п. 2.7, 2.8 и 2.13), а на их «нечетких» («расплывчатых», «размытых») аналогах и модификациях. Изменится и стиль изложения: поскольку на смену «диаг​нозам», составившим содержание предыдущих пapaгpaфов, придут в основном прогнозы (с отступлением для «анамнеза» в п.2.17), оно приобретет тезисный характер.
    1. В п. 6 п.2.1 упоминались три возможных в принципе уровня, на которых могли бы строиться обобщения понятия модели. После того как в п.2.5 по​нятие это было определено в терминах понятий изомор​физма и гомоморфизма, в п.п. 2.6, 2.8 и 2.9 был реализован второй из этих уровней. На нем и были получены понятия мета​морфизма и параморфизма. Третий из анонсированных в п.2.1 уровней обобщения предполагал пересмотр и обобще​ние тех логических (и теоретико-множественных) поня​тий, в терминах которых определялись «базисные» отно​шения изоморфизма и гомоморфизма (или дальнейшие их обобщения,  в первую очередь метаморфизм).
   Начиная с 1965 г. получила распространение теория так называемых нечетких множеств, развиваемая преж​де всего Л. Заде. Основная идея Заде состоит в том, что высказывание о принадлежности некото​рого объекта какому-либо множеству, могущее принимать для обычного («четкого», «канторовского») случая два значе​ния: «истина» (или 1) и «ложь» (соответственно 0), для «нечеткого» множества принимает одно из континуума значений: каждое такое высказывание для элемента х и множества  (класса) А  принимает вид [image: image106.png]


где
μ — так называемая функция членства (принадлежности), определяющая «вес» («меру уверенности», или «степень добротности») принадлежности х множеству А. Конечно, как и в клас​сическом двузначном случае, здесь имеется полный па​раллелизм между теоретико-множественной и теоретико-предикатной манерами выражаться: каждое выражение вида[image: image107.png]nre 4)



 можно интерпретировать как расплывчатый (нечеткий или т. п.) одноместный предикат, прини​мающий в качестве «истинностных значений» любые (в каждом фиксированном случае какое-либо одно) дей​ствительные числа из сегмента (интервала)[image: image108.png]


 Наконец, совершенно аналогичным, образом можно ввести и «fuzzy-алгоритмы», в логических условиях которых фигурируют расплывчатые предикаты.
   В предыдущем абзаце при характеристике «функций членства» «расплывчатых множеств» мы избегали терми​на «вероятность» — и не случайно. Дело в том, что вероят​ностная интерпретация «расплывчатых» понятий (в соот​ветствии с той или иной системой правил вероятностной логики, отнюдь не единственна. Две другие возможные интерпретации «fuzzy»-параметров — это упоминаемая самим Заде и его комментаторами  «пороговая» и в некотором смысле двойственная пороговой «мажоритарная» (сред​ствами мажоритарной логики).
     Применение идей и представлений теории расплывча​тых множеств к «расшатыванию» относительно «жестких» конструкций развитой в предыдущих параграфах концеп​туальной схемы представляется тем более естественным и перспективным, что эти представления по самому своему существу в высшей степени «релевантны» теоретико-по​знавательным задачам. Фактически все «житей​ские» понятия расплывчаты.  В этом   легко убедиться, выписывая подряд прилагательные  из любого словаря. На фоне знакомых (и понятных!) каждому заведомо расплывчатых эпитетов вроде «красный», «длинный», «умный», «дорогой», «странный», «мутный», «красивый» и других небольшая кучка порожденных неистощимой людской изобретательностью «четких» предикатов типа «дифференцируемый», «стодвадцатидевятигранный» или «импредикабельный» выглядит очень уж худосоч​ной. (А уж такие привычные философу категории, как «метафизический», «самодостаточный», «адекватный», «трансцендентальный» или «правомерный», — одна другой расплывчатее) И именно этому обстоятельству обязаны люди, специализирующиеся, например, по теории распоз​навания образов, теории принятия решений, «искусст​венному интеллекту», всяческой эвристике, проблемам моделирования, да и вообще в любой хоть сколько-нибудь «гуманитарной» об​ласти.
   2. Бесконечнозначная (даже несчетнозначная) логи​ка Заде, как следует из его результатов, вложима (гомоморфно относительно обычных логических связок) в трехзначную логику Лукасевича, третьим истинностным значением которой наряду с истиной и ложью является неопределенность. Результат этот истолковывается самым простым и естественным обра​зом. Расплывчатое множество можно представить себе «наглядно» как некоторую односвязную область на плос​кости (изображающей весь универсум), граница которой с ее дополнением «размыта» (представьте, если это вам удобно, что по этой границе, нарисованной тушью, «прош​лись», скажем, мокрой кисточкой). Тогда суждение о при​надлежности  множеству   элемента   заведомо   внутренней его области разумно считать истинным, суждение о при​надлежности ему элемента явно внешней области — лож​ным, а элемента «размытой» пограничной зоны («не раз​берешь: то ли отсюда, то ли оттуда») — неопределенным.
    Однако, как установил В. К. Финн, логику Заде можно функционально вложить и в другую трехзначную систему, а именно, в логику Бочвара, третьим истин​ностным значением которой является не неопределен​ность, а бессмыслица (или в другой интерпретации — не-доопределенностъ). Логику Бочвара можно функциональ​но вложить в логику Лукасевича (да простит чита​тель автору невольную скороговорку: доопределив недоопределенности до неопределенностей!), но, очевидно, не обратно.
    Все эти результаты, интересные и сами по себе, проли​вают дополнительный свет на возможность пополнения и обобщения нашей структурной схемы привлечением аппа​рата многозначной логики.
3.   Упомянутая в п. 1 возможность привлечения к тео​рии «нечетких» множеств (понятий, свойств, отношений, операций,   алгоритмов)   аппарата мажоритарной логики может, в свою очередь, потребовать для своего осуществле​ния не только методов, традиционных для такого рода логических систем, но и различных подходов к «мажорированию» отношений, развиваемых в «теоретико-системных»   работах   Ю. А. Шрейдера    (в   том   числе, совместных с Н. Я. Виленкиным).
    4.   Еще более радикальный пересмотр и обобщение по​нятий, положенных в основу «модельно-структурной» концепции, обещает дать привлечение подхода, раз​виваемого тем же Ю. А. Шрейдером в рамках теории от​ношений. Особенно принципиальной   представляется  здесь упомянутая еще в п.2.1 возможность ослабления отно​шения «быть моделью», которое выше всюду предполагалось отношением эквивалентности (рефлексивным, симметричным и транзитивным) или отношением нестрогого по​рядка (рефлексивным и транзитивным): в некотором смыс​ле более естественным является пожелание, чтобы отноше​ние это было лишь отношением толерантности, т. е. реа​лизовало бы идею не тождества, а (всего лишь) подобия, сходства. Привлечение идеи толерантности к обобщению эпистемологической схемы (обобщению заведома нетривиальному, поскольку оно потребует, как было от​мечено еще в § 1, и пересмотра схемы самого нашего опре​деления модели) представляется, быть может, самым перс​пективным направлением среди других возможных путей ее обобщения. 
   5.   Чрезвычайно знаменательным представляет​ся тот факт, что в одной из последних работ Заде по «рас​плывчатым множествам» естественным  образом возникает понятие толерантности. 
   6.   Направлениям обобщения и «огрубления» введен​ных выше понятий не противоречат, очевидно, и упомя​нутые в п.п. 2.6, 2.7 возможности их «топологизации».
  7.   Следует упомянуть еще об одном  пути потенциальных обобщений, связанном с использова​нием различных логик высших ступеней. Если идея «обыг​рывания» теоретико-типовых конструкций в целом пред​ставляется мало естественной и не отвечающей требованиям задачи (ср. начало следующего параграфа об «инфинит-ных» конструкциях вообще),  то,  напротив,  привлечение логики второй ступени обещает, похоже, те же преиму​щества гибкости и богатства выразительных средств, что и привлечение этого аппарата в общей теории алгебраи​ческих систем.
2.15. О «предельных вариантах» схемы
   Идея дать обобщения предложенной выше эпистемоло​гической схемы на бесконечные последовательности морфизмов и воспользоваться для образования соответст​вующих «предельных» понятий алгебраическими понятия​ми прямого и обратного спектров  была впервые высказана Н. Я. Виленкиным. С точки зрения чисто алгебраической обобщения эти настолько естественны, что умолчать о них здесь никак нельзя. В то же время сама по себе идея «выхода в трансфинитное» представляется совершенно чуждой подчеркнуто финитной схеме, излагавшейся в предыдущих параграфах: трансфинитные конструкции если и могут быть интерпретированы, то уж никак не в эпистемологических терминах, в связи с чем ценность такого рода обобще​ний казалась мне чисто «идеальной», а упоминание о них — данью традициям «чистой математики».
    Однако, картина существенно меняется, если мы ограничиваем свои рассмотрения конечными приближениями «предель​ных» понятий. Дело в том, что суперпозиция конечного числа морфизмов любого из рассмотренных выше видов тривиальным образом приводит к объекту по крайней мере столь, же «финитной» природы, что и исходная систе​ма. Менее тривиальным является здесь то обстоятельство, что результат такой конечной суперпозиции может все же не сводиться к результату одного морфизма рассмат​риваемого типа: комбинирование различных мор​физмов может оказаться и не транзитивным.
   Конкретная реализация этих эвристических идей мо​жет потребовать использования ряда алгебраических по​нятий,  важнейшие из которых мы сейчас опишем 
  1.   Если дана возрастающая последовательность под​групп
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некоторой группы G (т. е. такая, что для каждого п=1,2,… [image: image110.png]y v e
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 то теоретико-множественное объеди​нение В этой последовательности само, как легко дока​зать, является подгруппой группы G. Это утверждение без каких-либо изменений переносится на случай произ​вольного (не обязательно счетного) вполне-упорядочен-ного множества подгрупп и, далее, на случай произволь​ного множества подгрупп некоторой группы, упорядочен​ного отношением включения (но не являющегося, вообще говоря, вполне-упорядоченным).
   В ряде случаев результирующая подгруппа исходной группы совпадает с самой этой исходной группой. Слу​чаи эти важны и интересны в алгебраическом отношении. Для наших же целей (а состоят они не в добывании но​вых алгебраических результатов, а в приспособлении идей и результатов общей алгебры к задачам эпистемоло​гическим) гораздо интереснее представляются как раз бо​лее общие ситуации, в которых результат объединения является собственной подгруппой исходной группы.
   2.   Более того, условие, согласно которому группы, яв​ляющиеся элементами нашей конструкции, с самого на​чала предполагаются подгруппами некоторой фиксирован​ной группы, носит явно чужеродный по отношению к на​шим интересам характер. Более перспективной представ​ляется конструкция, позволяющая при выполнении не​которых условий говорить о возрастающей последователь​ности групп, быть может и не являющихся (во всяком слу​чае a priori) подгруппами какой-нибудь заранее фиксиро​ванной группы.
Пусть   даны   группы ( что бы не вступать в противоречие с принятой всюду выше теоре​тико-функциональной символикой, мы жертвуем алгебраиче​ской традицией (принятой, в частности, Курашом) и обозначаем результат применения морфизма φ к объекту а  через   φ(а), а не через аφ.)
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и для каждого п дано изоморфное отображение φп группы Gn в  группу Gn+1 (т. е. на некоторую   подгруппу последней):
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Эти группы и изоморфизмы  позволяют однозначным об​разом построить некоторую новую группу. Осуществляет​ся это при помощи следующей конструкции. Последовательность
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элементов рассматриваемой предметной области называет​ся нитью,  если она   обладает следующими свойствами:
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элементне [image: image116.png]8k



 является
изоморфным   образом   никакого    элемента   группы[image: image117.png]G
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4) [image: image119.png]gn+l



 есть образ элемента gn при
изоморфизме[image: image120.png]Pn: Qn (gn) = &nets



[image: image121.png]n==x, 611 ...



 Легко доказать, что для любых двух нитей
[image: image122.png]’ ’ ’ ’
Y = 8ks Bkity - - oy Bn? o o0




и
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последовательность элементов
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где[image: image126.png]m = max (&, {),



также является нитью, которую называют произведением нитей  [image: image127.png]


и обозначают через [image: image128.png]


 При k = l такая последовательность уже может не быть нитью (поскольку элемент[image: image129.png]Em&m



в этом случае может обладать   прообразом   в   группе [image: image130.png]Gy



  при  изоморфизме[image: image131.png]Pm-1)s



 но может быть дополнена, причем вполне одно​значным образом, до нити присоединением к ее началу не​скольких элементов; результат такого дополнения и назы​вают в этом случае произведением нитей [image: image132.png]



   Ассоциативность определенного таким образом умно​жения нитей немедленно следует из ассоциативности груп​повых операций в группах Gn. Роль единицы при таком умножении играет единичная нить, составленная из еди​ниц соответствующих групп. Также естественно опре​деляется понятие нити, обратной к данной. В результате множество всех нитей оказывается группой, которую и называют предельной группой для исходной последова​тельности групп, или, по-другому, суммой (объединением) возрастающей (в силу изоморфизмов[image: image133.png]Pn)



последовательности групп.
   Понятия эти, подобно упомянутым в предыдущем пунк​те, обобщаются на случаи более сложных, чем обычное на​туральное, полных упорядочений множеств групп, а так​же упорядочений, не являющихся полными упорядоче​ниями.
    3. Понятие возрастающей последовательности групп допускает и дальнейшие обобщения. Пусть І — направленное множество, т. е. такое частично упорядоченное множество, что для любых двух его элементов α и β найдется такой элемент у из І, что [image: image134.png]
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 (в смысле частичного порядка на І). Множество групп [image: image136.png]


 индексированных элементами направленного множества І, называют прямым спектром, если для   любых [image: image137.png]a, eI,
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 задан    гомоморфизм[image: image138.png]Pap : Gg — Gp,



 причем из[image: image139.png]o <<p<<y



следует
[image: image140.png]Pay = Pup - Poy.




Множество а элементов [image: image141.png]


взятых по одному из не​которых (не обязательно из всех!) [image: image142.png]Ga,



 причем такое, что если а содержит некоторый элемент [image: image143.png]G, = Gy,



 то содержит и его образы [image: image144.png]Pup(aa)



для всеха[image: image145.png]B> a,



 также   прообразы [image: image146.png]Rl ()



 для всех тех [image: image147.png]S<a,



 для которых эти прообразы существуют, называют в этом случае нитью. Произ​ведение нитей [image: image148.png]a = (Gy)



и [image: image149.png]b = (bg)



— это, по определению, нить, порождаемая произведением [image: image150.png]aby & Gy



 для любого γ, для которого существуют [image: image151.png]


 и [image: image152.png]


(от выбора γ произве​дение не зависит, а существование хотя бы одного такого γ следует  из  факта  направленности  множества  І).
   В результате множество всех нитей оказывается груп​пой, называемой пределъной группой (или просто преде​лом)  рассматриваемого  прямого спектра.
   Известна также конструкция, в определенном смысле двойственная только что описанной. Множество групп [image: image153.png]Ga,



где α пробегает направленное множество индексов І, называют   обратным спектром, если для   любых [image: image154.png]B,ae=1,
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 задан   гомоморфизм [image: image156.png]Jga © GB g Gou



 называемый проекцией  [image: image157.png]GB B Gy,



 обладающий тем   свойством, что из [image: image158.png]y>p>a



 следует
[image: image159.png]nya = an . nﬂa.




Нитью называют в этом случае множество а элемен​тов [image: image160.png]Ao,



взятых по одному из каждой (в этом отличие от предыдущего определения) [image: image161.png]


обладающее тем свойством, что из
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и [image: image163.png]a‘<‘ﬁ



сле​дует[image: image164.png]Ay = JNgg (G3).



   Произведением  нитей [image: image165.png]a = (ag)
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 называют множество произведений [image: image168.png]a.by = Gy,



 которое также, очевидно, является нитью. Как и в пре​дыдущем случае, множество всех нитей оказывается груп​пой, которую и называют предельной группой (или преде​лом) данного обратного спектра.
    4. Чтобы описанные в пп. 1—3 понятия оказались пригодными для интересующих нас целей «струк​туризации» познавательной деятельности в аспекте, кратко очерченном в начале настоящего параграфа, следует перенести их со сравнительно специальных объек​тов, каковыми являются группы, на алгебраические сис​темы произвольного вида. Возможность такого перенесе​ния представляется достаточно очевидной, а в связи с об​щим характером настоящего изложения более детально обсуждаться пока не будет. Хотелось бы все же отметить, что на самом деле уже групповые (т. е. описанные в пп. 1—3) модификации понятий спектров и предельных ал​гебраических систем обладают довольно-таки значитель​ной степенью общности: любая сколько-нибудь интересная в эпистемологическом отношении сис​тема объектов (точнее здесь, пожалуй, говорить о соот​ветствующих системах абстрактных понятий) скорее «богаче», чем абстрактная группа, нежели «беднее». Трудно представить себе, чтобы в сигнатуре достаточно содержательной по своим свойствам системы «не нашлось места» для  обычной групповой операции.  Но то обстоятельство,   что   интересующие   нас   алгебраические системы  «по  совместительству»  являются  группами,   от​нюдь не избавляет нас от необходимости обобщения тео​ретико-группового   концептуального   аппарата:   ведь   мы хотим говорить о «пределах» последовательностей систем объектов (хотя мы заранее, собственно, и не знаем толком, что же именно нам хочется) не в одном лишь теоретико-групповом аспекте, а, так сказать, «по всей сигнатуре».
   Особенно же интересными для наших целей могут, по-видимому, оказаться конструкции типа «двойных спектров», т. е. последовательности гомоморфных (или метаморфных) образов некоторой системы, одновременно являющиеся прямыми спектрами, если ее описывать в обычных содержательных (предикатных, концептуаль​ных, или, как говорят, интенсиональных) терминах, и обратными спектрами при рассмотрении ее с объемной (теоретико-множественной, экстенсиональ​ной) точки зрения. Такие конструкции, в частности, позволили бы нетривиальным образом интерпретировать в эпистемологических терминах так называемый закон обратного отношения. Впрочем, такая «дуализация» понятия спектра возможна и внутри лю​бого из названных аспектов.
   Практическое выполнение всей этой про​граммы — дело будущего. Теперешняя же ее стадия, как видно из предыдущего изложения, это не более чем ста​дия эвристических соображений.
2.16. О пределах применимости концепции
     В этом параграфе будет представлен как можно пол​ный обзор различных точек зрения, обнаруживающих огра​ниченность концепции, согласно которой процесс и результаты познания могут быть описаны в терминах го​моморфизмов (быть может, обобщенных), и очертить гра​ницы ее применимости.
   1. Первый и очевидный пункт возможных возражений против обрисованной концепции уже указанв п.2.12: концепция эта не то что игнорирует недедуктив​ные аспекты познания, а скорее, не претендует на их рассмотрение. Итак, в настоящем своем виде предлагаемая кон​цепция сознательно оставляет в стороне индуктивный и диалектический аспекты теории познания, сосредоточи​ваясь исключительно на рассмотрении формально-де​дуктивных проблем. Впрочем, об этом уже неоднократ​но говорилось выше.
    2. Представление, согласно которому любая модель (описание или концептуальная система описания) некото​рого фрагмента Мира есть его гомоморфный образ (если даже гомоморфизм частичный) в свою очередь, очевидно, исходит из представления о Мире как об «алгебраической сиетеме». Такое предположение, конечно, было бы на​столько далеко идущей идеализацией, что принятие ее почти полностью обесценило бы любую существенно зависящую от него концепцию.
   Положение, к счастью, радикальным образом меняет​ся, как только мы замечаем, что любой обозреваемый фрагмент реальной действительности можно (и практи​чески без каких бы то ни было принципиальных ограниче​ний) представлять в качестве частичной алгебраической системы, т. е. множества объектов, на подмножествах ко​торого определены некоторые операции и отношения (пре​дикаты).  Для таких частичных систем ничего не стоит ввести понятие гомоморфизма, причем для обобщен​ного таким образом гомоморфизма аналог теоремы о го​моморфизмах также будет справедлив.
    Для интересующих нас целей часто бывает удобнее вместо одной «большой» частичной системы рас​сматривать теоретико-множественное объединение не​скольких «малых», на каждой из которых могут быть оп​ределены свои наборы предикатов. Тогда «гомоморфиз​мом» такого объединения аистем естественно называть его отображение на объединение областей значений каждого из данных гомоморфизмов, подчиненное естественным ус​ловиям «согласованности» (аналогичным  условию   возможности   задания   одной  функции несколькими  аналитическими  выражениями).
   3.   Однако, вводя все эти дополнительные соглаше​ния и ухищрения,  мы не избавляем себя от неловкого чувства — ведь дело тут не только в неполной определенности некоторых «природных» предикатов. Есть две претензии похуже. Первая из них связана с фактором времени. Ведь «сигнатуры» частей Мира все время меня​ются, так что его скорее уж следовало бы уподобить не алгебраической системе, а конечному (но с очень большим числом состояний) автомату. Правда, для автоматов сами по себе понятия изоморфизма и гомоморфизма вводятся со​вершенно естественным образом;  однако перевод свя​занных с ними дальнейших рассуждений на «автоматный язык» отнюдь не автоматичен.
    4.   Второй, и, пожалуй, значительно более глубокий, источник неудовлетворенности,  которую вызывает изла​гаемая концепция, связан, если можно так выра​зиться, с самой природой понятий изоморфизма и гомо​морфизма, причем ссылки на то, что мы заранее ограни​чиваем область приложимости связанных с ними представ​лений к проблемам теории познания, подобные тем, что неоднократно делались выше (и только что в п. 1), здесь не только не снимают проблемы, но даже, можно сказать, усугубляют ее: до сих пор речь шла о том, что концепция слишком скромна, сейчас же —   о том, что она тем не менее слишком много на себя берет.
   Соображения эти основываются на одной очень прос​той, но тем более важной идее, впервые в явном виде вы​сказанной в работах М. Л. Цетлина. Идея эта исходит прежде всего из констатации того обстоятельства, что все традиционные представле​ния   о   «моделировании»   (а   следовательно,— добавим,— и о познании) так или иначе исходят из представления, со​гласно которому «идеальная модель» должна была бы быть изоморфным образом отображаемого ею фрагмента реаль​ной действительности. Поскольку, однако, идеал трудно достижим (если достижим вообще), то мы (постоянно пом​ня о его «наличии») довольствуемся моделями гомоморф​ными. Уже этот «оппортунизм» знаменовал собой чрезвы​чайно важный шаг в понимании возможностей естественно​научного исследования; по существу ведь это был переход от чисто детерминистских моделей типа классической ньютоновской динамики к моделям статистическим, ве​роятностным, стохастическим (в первую очередь в тер​модинамике).
   Но и «динамические», и «термодинамические» модели, при всем их различии, в равной степени строились имен​но как модели «физические»; этот трюизм оправдан, ко​нечно, лишь тем первозданным смыслом, который при​дается в нем последнему эпитету: физика, как известно, есть наука о природе, а физические теории суть изобра​жения этой самой природы. Классические теории — ее изоморфные образы («контактные снимки», изображаю​щие поведение каждого «фотографируемого» тела), ста​тистические теории — гомоморфные образы (точки на этих «фотографиях» служат изображениями коллекти​вов частиц, индивидуальные же различия внутри коллек​тива игнорируются). Но и в том, и в другом случае иссле​дователь, разглядывающий такой снимок, время от вре​мени закрывает глаза, чтобы лучше представить себе ту «подлинную» реальность, изоморфным (или гомоморфным) образом которой этот снимок является.
   Исследователь оказывается в роли человека, держаще​го в руках пластинку с данными рентгеноструктурного ис​следования изучаемого им вещества. Конечно, он может и «рассматривать» свою рентгенограмму, но само по себе это «рассматривание»  (если не принимать,  конечно,  во внимание другие возможные — пусть даже бессознательно учитываемые — источники информации) способно по​мочь ему воссоздать подлинную картину расположения атомов в кристаллической решетке не в большей степени чем рассматривание грампластинки — прочувствовать   индивидуальность   дирижера.  Но всех исследователей интересует иная «реальность», и именно на ней мы сосредоточиваем все наше внимание:  специалист по структурной химии считает свою задачу выполненной, по​лучив структурную формулу (весьма отдаленно «похожую» на «реальный» кристалл), выпускнику факультета эконо​мической кибернетики мало дела до «реального» заводско​го пейзажа, когда он отрабатывает оптимальный техноло​гический режим, неумение читать партитуры не мешает многим  из  нас  слушать  Моцарта.
   Примеры, конечно, достаточно произвольны, да и структура их не идентична (не изоморфна): «первичные» и «вторичные» «реальности» выполняют различные функ​ции. Но всех упомянутых персонажей объединяет нескры​ваемое равнодушие к «подлинной реальности» (куску минерала, цеху номер такой-то, партитуре), коль скоро «не​знание» ее не мешает нам решать свои задачи.
    Можно, правда, заметить, что никому из названных здесь лиц не придет в голову отрицать ни существование «внутренних обстояний», «представлениями» которых мы интересуемся, ни «изначальной» (так сказать, для внеш​него наблюдателя) первичности первых, ни, наконец, го​моморфизма (если не изоморфизма) вторых первым. Но, не будучи солипсистами, не будем торопиться втискивать в свою, «гомоморфную» схему любые проявления деятель​ности, естественно квалифицируемой как «моделирова​ние». Тем более, что в ряде совсем серьезных и реальных ситуаций претензии на изоморфизм (или хотя бы гомомор​физм) «моделей» «оригиналам» выглядели бы фикциями довольно-таки платонистского сорта. И единственное об​стоятельство, на которое хотелось бы обратить здесь вни​мание, состоит в том, что ставшая уже почти традицион​ной схема «математизации знания» (с которой, надо сказать, предшествующее изложение в конфликт не всту​пало): «разберись в основных сущностях, затем составь подходящую концептуальную схему и уж затем присту​пай к ее аккуратному расписыванию, т. е. к собственно мо​делированию»— отнюдь не универсальна и не обязатель​на. В ряде важных, трудных и даже в известном смысле характерных для научной практики ситуа​ций исследователь (причем совсем хороший исследова​тель — как будет видно из дальнейшего, прямо-таки пер​воклассный математик и физик), будучи в здравом уме и полной памяти и даже владея некоторыми «алгоритмами изоморфного моделирования», предпочитает тем не ме​нее «не зная броду, соваться в воду». И весьма небезус​пешно.
  Рассмотрим следующий пример, заимствованный у М. Л. Цетлина. Как известно, широкий класс задач, которые можно характеризовать как «задачи на оп​тимизацию» (источник которых лежит, как правило, не внутри самой математики, а в ее выходах в физику, тех​нологию, экономику, физиологию, метеорологию и др.), может решаться, в результате довольно очевидных по идее редукций, в терминах «поиска (относительных) экстремумов (для определенности, например, минимумов) функций многих действительных переменных». Не менее известен и исчерпывающий (т. е. дающий на выходе опи​сание, изоморфное моделируемой ситуации) теоретиче​ский алгоритм решения подобных задач, состоящий в при​равнивании нулю частных производных данной функции по каждому из ее аргументов и последующем (численном) решении полученной системы п линейных дифференциаль​ных уравнений первого порядка с данными начальными условиями. Казалось бы, все прекрасно (а для настоящего математика задача ввиду своей принципиальной три​виальности становится даже абсолютно неинтересной), если бы не одно (столь же общеизвестное, как и все пре​дыдущее в этом примере) досадное обстоятельство: при большом количестве переменных (а в задачах из области экономики или, например, метеорологии их сотни) объем требующихся вычислений требует непомерно большого машинного времени даже для самых быстродействующих электронно-вычислительных машин, причем в ряде важ​ных случаев (скажем, в той же метеорологии) замена по​следовательного счета параллельным принципиально нео​существима. Как говорится, «погоду на завтра рассчитать можно, но для этого нужен месяц». И все возвращается на круги своя. А что делать теперь физику (или физиологу, ин​женеру, синоптику, экономисту и т. д.)? Естественно, при​ходится снова обращаться к математику (или переквали​фицироваться самому — проблемы остаются те же). А что делает математик? Тут, надо признать, многое зависит от индивидуальной психологии. Совсем хороший («чис​тый») математик ввиду уже упомянутой неинтересности задачи переключает свое внимание, например, на теорию чисел. Но находятся и такие математики (явно менее «чис​тые»), что продолжают интересоваться задачей, но уже не как собственно математики (они даже не пытаются искать лучший теоретический алгоритм — да и то сказать, что уж может быть лучше дифференцирования?!), а, так ска​зать, «чисто по-человечески». И, проникаясь психологией даже не физика (тот ведь тоже не привык без «концепту​альной схемы»), а инженера, начинают экспе​риментировать, говоря попросту, пробовать. История и теория уже довольно многочисленных методов экспериментального поиска ми​нимумов функций многих переменных демонстрируют нам большое разнообразие способов поиска как «слепых» («случайных»), так и систематических. Методы организации поиска в свою очередь основываются на нескольких основных прин​ципах, среди которых важное место занимают вариации прежнего теоретического метода (все они так или иначе основаны на опытном определении градиента в испытуемой точке многомерной поверхности, т. е. направления «наискорейшего спуска»), а кроме того в каком-то виде варьируется идея «обучения» («запоминания» результа​тов предыдущего поиска), например, принцип гомеостата.
       Особенно интересны методы, основанные на комбина​ции нескольких из перечисленных принципов. К таким методам и принадлежит предложенный И. М. Гельфандом и М. Л. Цетлиным метод   оврагов.
   Если допустить для простоты, что мы ищем минимум функции двух переменных, то использование «овраговой тактики» можно наглядно представить себе следующим образом. Из произвольной точки «пересеченной местности» «наощупь» ищется направление максимального уклона (градиент); затем, когда угол спуска уменьшается до не​которой априорно заданной величины, спуск прекра​щается. Что будете вы делать в такой ситуации на реаль​ной местности, когда вам покажется, что спуск привел вас к «руслу оврага»? Очевидно, попытаетесь выяснить, куда же опускается сам овраг? Но поскольку уклон русла обычно значительно меньше уклона боковых склонов ов​рага, то у нас пока нет никаких указаний на то, куда же спускается само русло. Попробуем еще раз наугад («сле​пой поиск»), отойдя от конца предыдущего спуска «вбок» (т. е. по перпендикуляру к нему, но в нужную ли сторону, мы пока не знаем) на некоторое априорно заданное  расстояние — «овражный шаг», откуда начнем новый спуск до прежней величины минимального уклона. Теперь произвол кончился: сравнив уровни концов двух спу​сков, мы продолжаем соединяющий их отрезок по направ​лению вниз  (если  же  уровни  случайно  оказались  равными,   то  в   любую сторону (можно кинуть монету,  а можно, например, всегда в таких  случаях поворачивать  вправо  от предыдущей  траекто​рии и т. п.) на величину овражного шага, оттуда начи​наем новый спуск, за конец которого продолжаем на вели​чину овражного шага отрезок от конца предыдущего спуска, оттуда снова спускаемся по «склону оврага», далее снова идем «вдоль русла», и т. д.
  Конечно, когда переменных несколько (на практике — сотни), наглядность теряется, но суть остается прежней. Верно и то, что для случая «произвольной» функции, не обнаруживающей никаких «правильностей» в располо​жении соседних участков графика, такая тактика совер​шенно бесполезна: график ведь, вообще говоря, вовсе не будет напоминать рельеф реальной местности. Но для функций «хорошо организованных», обнаруживающих определенные (какие именно — затруднительно было бы уточнить) закономерности в расположении «впа​дин», «лощин», «пиков» и «хребтов», овраговая тактика представляется очень естественной. Весьма замечательно то обстоятельство, что те величины, которые выше были охарактеризованы как «априорно заданные», в ходе са​мого экспериментального поиска могут (и должны!) варьи​роваться: овражный шаг надо попробовать удлинить, если рельеф слишком пологий (мала разница уровней между концами соседних спусков), и укоротить, если есть подо​зрение, что мы «перемахиваем через хребты» (разность кон​цевых уровней часто меняет знак); соображения аналогич​ного рода позволяют выбрать разумную величину «шаж​ков по склонам» и минимального учитываемого уклона (опять-таки чтобы не «зацикливаться в воронках», но и не «перебегать» слишком часто на «противоположный склон»).
    Не вдаваясь здесь в поучительные свойства метода оврагов, отметим лишь, что он представляется очень характерным примером метода «моделирования», но только ни в малей​шей степени не претендующего на изоморфизм (да и на гомоморфизм!) «модели» «Миру», но и вообще настолько «непредвзятого», что в основе его лежит единственная «онтологическая» предпосылка: гипотеза о «хорошей ор​ганизации» этого самого Мира. И на познание Сущности элементов Мира претендовать здесь трудновато — какой уж тут гомоморфизм, когда мы даже внятно не можем ска​зать: гомоморфизм чему?!
    5. Связное изложение концепции «инженерной математики, можно найти в книге М. М. Бонгарда — даром, что вся она по существу посвящена про​блеме образования понятий, столь благопо​лучно «решаемой» на уровне изоморфизма и гомоморфизма. 
   6. Скажем теперь коротко еще об одном факторе, вносящем некоторые коррективы в оценки общности приложимости основной концепции. Фактор этот связан с тем смыслом, в котором мы готовы условиться понимать сам термин «модель».
    Если моделью, по определению, называть именно гомо​морфный образ «оригинала», то никаких дополнитель​ных корректив вообще не понадобится. Однако такие соглашения о заведомом неравноправии «оригиналов» и «моделей» часто бывают излишне обременительными (во всяком случае, мало естественными), в связи с чем зна​чительно более удобным может представиться с самого начала определять отношение «быть моделью» как отношение симметричное ( и рефлексив​ное, и транзитивное), в случаях надобности оговаривая не​обходимые для правильного понимания конкретного кон​текста ограничения (именно на такой интуитивной плат​форме мы стояли с самого начала настоящего изложения, хотя в дальнейшем несколько отошли от нее).
   Приняв, однако, такую оговорку, мы неминуемо оказываемся (если не принять меры к против​ному) в явно противоречивой ситуации: с одной стороны, вся наша «эпистемологическая мораль» сводилась по су​ществу к обыгрыванию в угодных нам терминах теоремы о гомоморфизмах, утверждающей строгое неравно​правие «образа» и «прообраза», с другой же — мы хотим говорить о симметричном отношении. Чтобы раз​решить это противоречие, вспомним прежде всего общее определение модели как объекта бинарного симметричного отношения, а затем постараемся понять, какие оговорки придется (если вообще придется) сделать в связи с этим определением по поводу основной концепции.
     Напоминаю, что два множества А и В с заданными на каждом из них наборами предикатов [image: image169.png]QAIZ[QB



 мы называли моделями друг друга (или говорили,   что они (взаимно) моделируют друг друга), если найдутся такие два множе​ства А' и В' с определенными на них наборами предикатов[image: image170.png]
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, что А' есть гомоморфный образ А (относитель​но[image: image172.png]
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 В' есть гомоморфный образ В (относитель​но[image: image174.png]
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а А' и В' изоморфны между собой (относи​тельно[image: image176.png]
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. Из этого определения сразу вытекает, что модели — это непре​менно однотипные алгебраические системы. Если такое условие покажется слишком стеснительным, можно перейти к более общему понятию модели, заменив (с соответствующими изме​нениями) в данном здесь определении термин «гомоморфизм» на «метаморфизм» или даже «параморфизм» (или же рассматри​вать сигнатуры как расширения предметных областей; ср. п.2.8, п.   2). 
   Но если модель теперь уже не просто гомоморфный об​раз оригинала, а некоторое «расширение» гомоморфного образа, то могут в принципе встретиться лишь два слу​чая: 1) элементы модели, не входящие в гомоморфный об​раз оригинала, устранимы (их удаление из модели приво​дит снова к системе, являющейся моделью исходной систе​мы) и 2) такие элементы являются принципиально не​устранимыми членами описания оригинала.
   В первом случае (когда модель «избыточна») достаточно ввести понятие «приведенной модели», которая являлась бы уже гомоморфным образом оригинала и к которой, следовательно, утверждение теоремы о гомоморфизмах относилось  бы  в  полной  мере.
    Что же касается второго случая, то здесь некоторые элементы модели не имеют прообразов в оригинале по существу дела. Типичный пример — «несобственные» («бесконечно удаленные») точки в проективных и тому по​добных моделях физического пространства, введение ко​торых в описание «моделируемой» системы преследует цель построения более компактного дедуктивного (или выразительного) аппарата: предложения, в которые вхо​дят имена «несобственных» (по терминологии Гильберта, изложению которого мы здесь в значительной мере следуем, «идеальных») элементов модели, не интерпрети​руются никакими «обстояниями» моделируемой области, но из этих предложений удается получить более экономич​ным путем «действительные» предложения (о «действи​тельных» элементах модели, которым соответствуют в ка​честве прообразов вполне реальные элементы оригинала). Для  таких случаев «эпистемологическая»  интерпретация теоремы о гомоморфизмах сохраняет силу, если в ее (интерпретации) формулировке вместо «модели» говорить лишь о «собственном ядре модели»   (напрашивающийся термин «собственная подмодель» здесь не подходит: «собственное ядро», вообще говоря, не замкнуто  относительно определенных для его  элементов опе​раций), т. е. о 
теоретико-множественной разности между моделью и множеством всех ее «несобственных» элементов. Здесь приходится считаться с тем обстоятельством, что в число «идеальных» попадают и некоторые важные метатеоремы, относя​щиеся к рассматриваемой теории (в случае проективной геометрии важным примером такого метаутверждения о системе в целом, связывающего «действительные» и «иде​альные» элементы «оригинала», является известный прин​цип двойственности). (Ради  простоты  и  общности  формулировки  которого  и  были, как известно,  введены в проективную геометрию «несобствен​ные»  элементы   (и  соответственно  расширена  аксиоматика).)
   Всеми этими оговорками применимость теоремы о го​моморфизмах к моделям с «несобственными» элементами, конечно, обесценивается. Но если пожертвовать чисто формальным изяществом и превратить «собственное ядро» в «частичную модель», считая все определенные на нем операции просто не определенными для тех наборов ар​гументов, результаты которых «несобственны», то к такой «частичной собственной модели» в значительной мере будет относимо все сказанное выше про обычные «го​моморфные» модели.
2.17. Соотношение рассмотренной схемы с другими концепциями

   1. Решающую роль в формировании концепции сыграла идея структурного изоморфизма самой различной природы воспринятая, в частности, из работ А. К. Гастева. Впоследствии автор концепции смог убедиться, насколько «созвучными» призывам этих работ оказались констатации Винера, говорившего как о чем-то само собой разумеющемся, что «идея программирования на фабрике уже была известна благодаря работам Тейлора и Фрэнка и Лилиан Гилбертов по хронометражу, и она созрела для того, чтобы ее применили к машине; эта про​блема вызывала значительные трудности в деталях, одна​ко больших трудностей в принципе не было». Как это похоже и на «формальный аналиа документов» у Гастева, и особенно на его программу «социальной инженерии» (HOT), где, в частности, он говорит, что «если бы не родился Тейлор с его хронометражем и раз​ложением на элементы,— его надо было бы родить «по заказу...».   Объективность  требует напомнить,  что  очень  близкие мысли можно найти  и  у А. А. Богданова:  «Структурные отношения могут быть обобщены до такой же степени формальной чистоты схемы, как в математике отношения величин». Родственные идеи имеются также во многих работах по так называемым   системным   исследованиям,   системному   подходу, общей теории систем   и  т. п..
   2. Другой круг влияний, без упоминания о котором понимание истинного характера концепции ос​талось бы неполным, можно ус​ловно назвать «структурно-семиотическим», причем здесь имеются в виду не только уже упоминавшиеся выше работы по «теоретической семиотике» логической семантике но и более «гуманитарные» ра​боты (или отдельные аспекты работ) «структурно-семиоти​ческой направленности», относящиеся, в частности, к психологии, структурной антропологии, поэтике и культурологии, лингвистике.
     3.  Попытаемся теперь очертить в максимально сжатой форме круг проблем, к решению которых сможет быть при​менен эскизно обрисованный на предыдущих страницах подход, общий уровень развития, которого он для этого должен достигнуть, и наиболее важные конкретные задачи, от решения которых в первую очередь зависит достижение этого уровня.
     Прежде всего это разработка проблем, которые не​сколько условно можно было бы назвать проблемами «метагносеологии», точнее, чисто синтаксичес​кого ее аспекта: выделение тех закономерностей про​цесса познания в целом и (или) отдельных его (временных и пространственных) частей, которые имело бы смысл корректно рассматривать в качестве «структурных эле​ментов». Задача эта безусловно имеет смысл и может ре​шаться даже на достигнутом уже уровне формализации концепции. Но степень огрубления действительного положения вещей здесь «обратно про​порциональна» степени разработанности арсенала «ог​рубления» используемых теоретических понятий в ка​честве элементов разрабатываемой концептуальной схемы.
  4.  Этот же подход может быть в принципе применен — на более развитой и детальной стадии построения аппара​та — к  конструированию подлинной семантики   познава​тельных процессов, а в дальнейшем — и их прагматики.
   5. Любое продвижение в любом из упомянутых направ​лений можно в то же время трактовать и как продвижение на пути построения теоретической семиотики. Особенно перспективным представляется использование симметрич​ности некоторых из   используемых   «эпистемологических морфизмов»,   понимаемых   в   терминах   «преобразований знаковых систем», для получения новых содержательных аспектов традиционной «проблемы знака и значения».
    6.  Все вводимые по ходу развития концепции обобще​ния   традиционных   алгебраических,   теоретико-множест​венных,   теоретико-функциональных   и   общелогических понятий   подлежат   двоякого   сорта   «испытаниям»:   на нетривиальность  (невырожденность)   и  на  непротиворе​чивость (корректность).  Как уже отмечалось выше (п.п. 2.8 и 2.10), лишь второе из этих, условий является необходимым для использования данного понятия в рамках  концепции (хотя   желательны оба).
    7.  Следует еще раз обратить внимание на необхо​димость    пополнения    развиваемой    концепции  за  счет привлечения   двух   важных   комплексов   понятий.   Речь идет,  во-первых,  о переходе от обычного, «четкого» по​нятия  множества   (предиката,   отношения,   алгоритма  и др.)    к    соответствующим     нечетким,    «расплывчатым понятиям. Второй, не менее важный переход — это   переход   от   эквивалентности к толерантности.   На самом  деле   оба   эти  перехода,   могущие,   по-видимому, придать отстаиваемой здесь концепции большую общность и большую силу, тесно связаны между собой: отношение, играющее в «fuzzy»-случае роль отношения эквивалентно​сти между множествами (классами),  вообще говоря,  не транзитивно, так что является по существу не эквивалент​ностью,   а толерантностью.
   8.  Осознание, оформление и обособление структурного подхода к исследованию гносеологической проблематики представляется тем более закономерным и неиз​бежным, что весьма близкие тенденции отчетливо просле​живаются и даже явно прочерчиваются в смежной к нашей области исследований — в изучении познавательной де​ятельности  как   объекта   психологического   исследования. Сближение   и   взаимное   обо​гащение этих тенденций (в частности, применительно к проблематике, известной под именем «искусственного ин​теллекта»  также обещает  быть интересным и плодотворным.
Сказанное относится и к распространению разбирае​мого подхода на сферу социальной психологии и культурологии, в частности, применительно к анализу проблей интеллектуальной коммуникации, к которому более чем естественным представ​ляется привлечение представлений теории «расплывча​тых» понятий.
  9. Необходимо отметить, что все изложение велось до сих пор на экстенсиональном (объемном, теоретико-множественном уровне). Такой аспект представляется между тем по меньшей мере недостаточным и в некотором смысле даже противоречащим замыслу развиваемой кон​цепции, интересующейся соотношениями не столько меж​ду множествами каких-либо объектов, сколько между их свойствами. Для еще не созданной интенсиональной ее версии потребуется большая и серьезная работа, заведомо не сводящаяся к простому (пословному) пере​воду на новый «язык» (разумеется, возможному, но никоим образом не позволяющему прийти к существенно новым нетривиальным выводам). Из очень немногих ориентиров на этом, практически еще не начатом, пути стоит назвать, кроме чисто логических и семиотических исследований, уже упоминавшиеся лингвистические работы Жолков​ского и Мельчука и статьи по система​тике А. А. Любищева и Ю. А. Шрейдера.
     Рассмотренные в разделе 2 вопросы позво​ляют следующим образом  резюмировать их результаты.
1. Из сложного комплекса процессов, в совокупности именуемых «отражением» действительности, естественным образом «вычленяются» своего рода «элементарные акты познания», допускающие точное описание в логико-алгебраических терминах. «Вычленение» это никоим образом не следует расценивать как «формализацию» теории познания в целом. Но сделанные на его основе описания имеют тем не менее безусловную значимость в качестве «элементарного приближения» к описанию любых конк​ретных процессов «отражения», причем «приближение» это не «отменяется» никакими последующими более тонкими и комплексными исследованиями теоретико-позна​вательных задач, подобно тому, как элементарная фор​мальная логика не «отменяется» ни диалектическим ана​лизом мышления, ни метатеоретическими исследованиями основ самой логики, как формальная теория грамматик не «отменяется» никакими содержательными лингвисти​ческими теориями.
2. Основными категориями предлагаемой «элементар​но-гносеологической» концепции являются понятия изо​морфизма и гомоморфизма, неразрывно связанные с важ​нейшей операцией постулируемого отождествления «объек​тивно различных» объектов. В этих терминах описывает​ся образование отдельных абстрактных понятий и постро​ение целостных концептуальных схем — моделей.
3.  Процесс выделения и систематизации абстрактных понятий,  отражающих атрибуты внешнего мира, можно интерпретировать как некоторое гомоморфное преобразо​вание, процесс формализации уже построенной таким об​разом концептуальной схемы в виде научной теории — как изоморфное преобразование.
4.  Любой гомоморфизм означает не что иное, как объе​динение в «классы эквивалентности» совокупностей объ​ектов,  могущих  различаться   посредством   других  кри​териев отождествления, в чем и состоит образование аб​страктных  понятий.   В  этом  состоит  теоретико-познава​тельная сущность так называемых теорем о гомоморфиз​мах, сводящаяся, коротко  говоря, к тому, что единствен​ным объективным источником   описания реальности слу​жит сама эта реальность.
5.  Понятие гомоморфизма, являющееся основным ин​струментом для получения различных экспликаций фун​даментального гносеологического понятия модели, а тем самым и для точного описания разнообразных процедур, объединяемых общим термином моделирование, допу​скает ряд естественных обобщений, интересных и самих по себе, и особенно ввиду большого разнообразия и гибкости их эпистемологических (логико-методологических) интерпретаций.
    По-видимому, именно с этими обобщениями будут связаны наиболее интересные и содержательные выводы и результаты  развиваемой концепции.
   Обобщения эти могут производиться в различных на​правлениях. Прежде всего, можно (и в значительной мере это уже проделано выше) различными способами ослаблять условия, фигурирующие в разных вариантах определе​ний, посредством которых вводится «обычное» («работаю​щее» в алгебре и других областях математики) понятие гомоморфизма. Так мы приходим к понятиям метаморфиз​ма и параморфизма (из которых первое описано и моти​вировано довольно подробно, а второе — пока лишь в общих чертах).
6.  Можно, далее, «обыгрывать» (порознь или в различ​ных комбинациях  идеи  факторизации  рассматриваемых систем объектов (этот путь приводит, кстати, к резуль​татам, уже отмеченным в п. 4), введения на них различных метрик и (или) топологий и, наконец, частичного задания как самих изучаемых систем, так и определенных на них операций и предикатов (что связано, в свою очередь, с раз​личными   альтернативами   доопределения   частично   оп​ределенных объектов).
7.  Наконец, третий путь — это использование (в раз​личных модификациях)  понятий   расплывчатых   («нечет​ких», «квази» и т. п.) понятий множества, отношения, свой​ства,    предиката,    операции,    отображения   (морфизма). В частности, содержательно интерпретируемые в эписте​мологических терминах «расплывчатые» (или частичные) морфизмы могут уже не обладать свойством транзитив​ности. Это обстоятельство, с одной стороны, обусловли​вает необходимость рассматривать в связи с ними не от​ношения типа эквивалентности, а более общие отношения толерантности, а с другой — побуждает вводить всяко​го рода «идеальные объекты»: бесконечные последователь​ности таких морфизмов, результаты суперпозиций таких последовательностей   (спектры)    и   конечные   приближе​ния «спектров»  (могущие  существенно  не  совпадать  по еэоим  свойствам  ни  с одним из элементов  «спектра»).                                                                                           8. В совместной разработке перечисленных путей обобщения введенных понятий и доведении системы получен​ных понятий до уровня «работающего» алгебраического аппарата видится первоочередная, и притом вполне реальная, задача, решение которой может знаменовать собой подлинное конституирование развиваемой концеп​ции в качестве четко ограниченной по задачам и методам теории, которую можно было бы условно назвать «структурной эпистемологией». Такая теория явилась бы не только осуществле​нием «семиотического подхода», но и «семиотической дисциплиной», а в развитой своей форме — частью «фор​мальной семиотики».      
3. Введение в математическое моделирование
3.1   Основные понятия и принципы математического моде​лирования.
3.1.1. Понятие математической модели.
   Начнем с простей​шего примера (рис. 1). Пусть груз массы т колеблется на горизонтальной плоскости под действием пружины нулевой массы с жесткостью k. 
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Рис.   1
Предположим, что противодейству​ющие силы (в частности, сила трения) пренебрежимо малы и нас интересуют характер и час​тота колебаний.
     Для решения направим ось х вдоль линии колебаний и выбе​рем на ней начало отсчета, отвечающее равновесному   положе​нию груза, при котором пружина находится в нейтральном состоянии, т. е. ни сжата, ни растянута. Тогда, если положению груза соответствует ко​ордината х, то на него действует сила — kх. Применяя второй закон Ньютона, получаем дифференциальное уравнение
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 — произвольные постоянные, определяемые, например, из начальных условий. Таким образом, груз совершает гармонические колебания с центром в точке х=0, с произвольной амплитудой и с угловой частотой                        [image: image182.png]Wy = Vk/m.




    Мы видим, что интересующие нас утверждения получены не из непосредственного рассмотрения механической систе​мы (рис. 1), а из решения дифференциального уравнения (1). Это уравнение является  математической   записью физических условий и законов, определяющих процесс колебания системы, и потому называется математической моделью рассматриваемой системы (или процесса ее ко​лебаний) .
    Конечно, уравнение (1) описывает не все стороны рассматриваемого процесса. Так, из него нельзя найти ам​плитуду колебаний: для этого требуются добавочные дан​ные — например, начальные условия. Далее, в реальной системе колебания все-таки затухают, но никаких сведений об этом мы получить из уравнения (1) не можем. Для некоторых вопросов могут оказаться существенными форма груза или расположение его центра масс, о чем также уравнение (1) не говорит, и т. д.
  Перейдем к общему определению. Пусть мы собираемся исследовать некоторую совокупность S свойств реального объекта а с помощью математики (здесь термин объект понимается в наиболее широком смысле: объектом может служить не только то, что обычно именуется этим словом, но и любая ситуация, явление, процесс и т. д.). Для этого мы выбираем (как говорят, строим) «математический объект» а' — систему уравнений, или арифметических со​отношений, или геометрических фигур, или комбинацию того и другого и т. д.,— исследование которого средствами математики и должно ответить на поставленные вопросы о свойствах S. В этих условиях а' называется математичес​кой моделью объекта а относительно совокупности S его свойств. Так, в разобранном примере объектом а была колебательная механическая система, объектом а' — урав​нение (1), совокупностью S — характер и частота колебаний.
3.1.2. Общая схема применения математики
Как было сказано в п. 3.1.1, математика применяется не непосредствен​но к реальному объекту, а к его математической модели. В самых общих чертах схема этого применения показана на рис. 1.
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Рис. 1
     Исходя из реального объекта, мы формулируем интере​сующие нас и иные связанные с ними его свойства на языке той или иной науки, другими словами, строим механичес​кую, либо физическую, либо биологическую, либо социаль​ную и т. п. модель объекта; такую модель мы будем впредь называть содержательной. Так, в примере п. 3.1.1 содержательная (механическая) модель была описана в первом абзаце пункта и схематически изображена на рис. 1 п. 3.1.1. 
     При построе​нии содержательной модели формулируются и соответству​ющие гипотезы (говорят также — постулаты модели); в примере п. 3.1.1 — это ги​потезы о линейной за​висимости   силы  упру​гости пружины от ее рас​тяжения, о равенстве ну​лю массы   пружины, а также об отсутствии про​тиводействующих    сил. Кроме того, включение модели в ту или иную науку дает возможность применять     законы    и иные утверждения, установленные в этой науке (в примере п. 3.1.1 1 — второй закон Ньютона). Естественно, что при построении содержательной модели мы отвлекаемся от различного рода неидеальностей, неправильностей изучае​мого реального объекта (конечно, если эти неидеальности не являются сами предметом исследования), переходим к его упрощенному, схематическому описанию.
    На основе содержательной модели мы выписываем соот​ветствующие уравнения или как-то иначе переводим ее на формальный математический язык и тем самым переходим к математической модели; в этом заключается первый этап — построение модели. Он существенно опирается на неформальное обсуждение постановки задачи и необхо​димую квалификацию исследователя в рассматриваемой области. Выясняется характер законов и связей, действующих в системе. В зависимости от природы модели эти законы могут быть физическими, химическими, биологическими, экономическими.
   Если математическая модель описывается некоторыми уравнения​ми, то такая модель называется детерминированной. Рассмотренные в курсе методов математической физики начально-краевые задачи явля​ются примерами детерминированных дифференциальных моделей.
    Если модель описывается некоторыми вероятностными законами, то такая модель называется стохастической.
1)  Выделение существенных факторов.
Основной принцип: если в системе действует несколько факторов одного порядка значимости, то все они должны быть учтены, или все отброшены.
2)  Выделение дополнительных условий (начальных, граничных, условий сопряжения и т.д.).
   Задача моделирования — выявить главные, характерные черты яв​ления или процесса, его определяющие особенности.
    Применительно к исследованию физических явлений создание ка​чественной модели — это формулировка физических закономерностей явления или процесса на основании эксперимента.
      Второй этап состоит в изучении математической модели, попросту говоря — решении полученной математической задачи. Мы выбираем метод этого решения и реализуем его; сюда входит и проведение всех необходимых вычислений, в том числе и на ЭВМ. Это изучение проводится в рамках математики, но имеется и одна важная особенность. Все элементы математической модели (в частности, все участву​ющие величины) являются как бы метками соответству​ющих реальных элементов. Это дает возможность в процессе решения математической задачи привлекать дополнитель​ные сведения (штриховые стрелки на рис. 1), которые могут упростить этот процесс, либо выделят из нескольких ре​шений то, которое нужно, и т. д. Получив решение математической задачи, нам нужно его проанализировать, разобраться в его реальном смысле, сде​лать выводы. В этом состоит третий этап — этап интерпре​тации (истолкования) результата исследования математи​ческой модели. В него может входить и контроль пра​вильности (как говорят, верификация) модели на основе сравнения результата с другими известными фактами, в частности с экспериментальными данными, и т. д.
При  изучение математической модели выполняют следующие работы:
1) Математическое обоснование модели.
Исследование внутренней непротиворечивости модели.
Обоснование корректности дифференциальной модели. До​казательство теорем существования, единственности и устойчи​вости решения.
2)  Качественное исследование модели. Выяснение поведения модели в крайних и предельных ситуациях.
3) Численное исследование модели.
а) Разработка алгоритма.
б) Разработка численных методов исследования модели Разрабатываемые методы должны быть достаточно общи​ми  (пригодными  для  исследования  математических  моделейдостаточно широкого класса) и алгоритмичными (обеспечиваю​щими автоматизацию вычислений).
   Новое требование — возможность распараллеливания (ис​пользование кластерных вычислительных систем)
в) Создание и реализация программы.
                                    Компьютерный эксперимент.
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По сравнению с лабораторным (натурным) экспериментом компьютерный эксперимент дешевле, безопасней, может прово​диться в тех случаях, когда лабораторный эксперимент принци​пиально невозможен.
4. Получение результатов и их интерпретация.
Сопоставление полученных данных с результатами качественно​го анализа, натурного эксперимента и данными, полученными с помо​щью других численных алгоритмов.
Уточнение и модификация модели и методов ее исследования.
5. Использование полученных результатов.
Предсказание новых явлений и закономерностей.
   Описанные этапы тесно связаны между собой, и их расчленение является до некоторой степени искусственным. Математическая модель обычно строится с ориентацией на предполагаемый метод решения математической задачи — в частности, с учетом того, будем ли мы привлекать ЭВМ и если будем, то какой мощности. С другой стороны, при проведении математического исследования или интерпре​тации решения может понадобиться уточнить или даже существенно изменить математическую модель.
В заключение отметим, что в учебных упражнениях, а также во многих научных исследованиях обычно строят математическую модель не конкретного реального, «желез​ного» объекта, а «условно реального», как это сделали и мы в п. 1, т. е., по существу, отправляются от уже готовой содержательной модели. Конечно, это облегчает дело.

3.1.3. Множественность и единство моделей
 Реальный объект может иметь несколько неравносильных матема​тических моделей. Это прежде всего связано с необходимо​стью исследования различных систем S1, S2,... его свойств. Но даже принципиально разные математические модели рассматриваемого реального объекта могут появиться и при изучении одной и той же системы свойств. Так, объект можно описывать с помощью как непрерывной, так и диск​ретной модели, как детерминированной, так и стохастичес​кой и т. д. Выбор типа модели, весьма существен​ный для направления исследования, может естественно под​сказываться моделируемым объектом или разумными тра​дициями, однако и тогда полезно иметь в виду возможность изменить этот тип. (Впрочем, нередко тип модели выбирает​ся из слепого подражания или определяется пробелами в образовании исследователя.) Для сложного реального объек​та сравнение результатов его исследования с помощью мо​делей разного типа может обогатить познания о нем, а также значительно повысить их достоверность.
    Построение различных моделей одного и того же объекта может иметь целью различную точность, детализацию его свойств. Так, в примере п. 3.1.1 мы можем пожелать учесть влияние (малых по предположению) противодействующих сил. Приняв гипотезу вязкого трения, согласно которой противодействующая сила пропорциональна скорости, мы вместо (1 п. 3.1.1) приходим к уравнению
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                           (1)
с малым коэффициентом трения f, т. е. к другой математиче​ской модели — хотя и того же типа, что первая.
     Общие черты математической модели вырисовываются уже при формулировании содержательной модели исследуе​мого объекта. Однако и после этого обычно бывают возмож​ны различные видоизменения математической модели: в уравнениях можно отбрасывать какие-либо члены или до​писывать новые, нелинейные зависимости заменять линей​ными и наоборот, усложнять или упрощать геометрические формы и т. д.
     Возможна и обратная картина: различные реальные объекты или различные содержательные модели могут иметь одну и ту же математическую модель — например, описы​ваться одинаковыми дифференциальными уравнениями. Так, нетрудно показать (проделайте это!), что сила [image: image186.png]


 электрического тока, возбужденного в некоторый момент в замкнутом контуре, последовательно содержащем сопро​тивление R, индуктивность L и емкость С, удовлетворяет уравнению
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Это уравнение с точки зрения математики совпадает с (1), так как обозначение и физический смысл участвующих величии с этой точки зрения несущественны. То же урав​нение при другом смысле букв описывает разнообразные осцилляторы (колебательные системы) и иной природы. Поэтому, изучив математическую модель, мы можем часто делать выводы о свойствах разнообразных объектов. Кроме того, если различные объекты имеют одинаковую мате​матическую модель, то становится возможным моделировать один из этих объектов другим. Например, вместо исследо​вания колебаний сложной линейной механической системы можно производить измерения в соответственно подобранной электрической цепи, имеющей ту же математическую мо​дель. На этом основано действие электромеханических, оп​тико-механических и других аналоговых устройств. Заме​чательно, что при применении таких устройств сама мате​матическая модель как бы остается в стороне (значения интересующих нас механических величин непосредственно получаются по результатам электрических измерений), хотя именно на единстве модели основана возможность этого применения.
     Умение правильно выбрать математическую модель из уже известных или, тем более, построить таковую заново требует необходимых математических и специальных зна​ний и соответствующих навыков. Как пишет А. Н. Тихонов, «опыт показывает, что во многих случаях правильно выбрать модель (математическую) — значит решить проб​лему более чем наполовину».
3.1.4. Требование адекватности
 Важнейшим требованием к математической модели является требование ее адекватности (правильного соответствия) изучаемому реальному объекту а относительно выбранной системы S его свойств (см. п. 3.1.1). Под этим прежде всего понимается
1)  правильное качественное описание рассматриваемых свойств объекта: например, возможность на основании иссле​дования модели сделать правильный вывод о направлении изменения каких-либо количественных характеристик этих свойств, о их взаимосвязи, о характере колебаний объекта, об устойчивости его состояния или эволюции и т. п.
Кроме того, в требование адекватности обычно входит и
2)  правильное количественное описание этих свойств с некоторой разумной точностью.
В соответствии с тем, ставится условие 2) или нет, говорят соответственно о количественных или качествен​ных моделях. Вместо количественной адекватности говорят также о точности модели.
    В областях, еще не подготовленных для применения развитых количественных математических методов, либо в тех областях, где количественные закономерности проявля​ются не вполне четко (например, в некоторых социальных или биологических науках), математические модели явля​ются, как правило, по необходимости лишь качественными. Даже в технике, где применение математики давным-давно апробировано, модель может оказаться лишь качественной из-за сложности изучаемого объекта. Однако и тогда выяв​ление на модели существенных свойств этого объекта помо​гает правильно ориентироваться.
    Естественно говорить не просто об адекватности модели, но также о большей или меньшей адекватности. Подчеркнем, что эту адекватность следует рассматривать только по опре​деленным признакам — свойствам, принятым в данном ис​следовании за основные. Если они явно не указаны, то должны подразумеваться либо уточняться по ходу иссле​дования.
      Для колебательной системы п. 3.1.1 с медленным зату​ханием модель (1 п. 3.1.1) адекватна по отношению к частоте колебаний и в определенной степени к характеру колебаний, так как на небольшом интервале времени затуханием коле​баний можно пренебречь. Однако если нас интересует ско​рость этого затухания (пусть малая, но все же существую​щая), то модель (1 п. 3.1.1) неадекватна, а в качестве адекватной модели можно взять уравнение (1 п. 3.1.3).
    В качестве другого примера рассмотрим задачу о распро​странении тепла в твердом теле, материал которого одноро​ден (т. е. одинаков во всех точках) и изотропен (т.е. одинаков во всех направлениях). Стандартные рассуждения, основанные на законе Фурье, приводят (см. Добав​ление, п. 1а) к известному уравнению теплопроводности
                                    [image: image188.png]ket
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в котором θ — температура, t — время, а а — коэффициент температуропроводности, характеризующий свойства мате​риала и содержащийся в справочниках. Оно с хорошей точностью описывает реальную эволюцию температуры, т. е. является в этом смысле адекватным в количественном отношении. Кроме того, из него можно вывести следствия качественного характера, также правильно описывающие реальный процесс: сохранение количества тепла и вырав​нивание температуры при [image: image189.png]


для теплоизолированного тела, невозможность температурных «всплесков» и т.д.
    Покажем, например, как из уравнения (1) вытекает закон сохра​нения тепловой энергии для теплоизолированного тела (Ω) с поверхностью (S). Так как количество теплоты [image: image190.png]


(см. Добавление, п. 1а), то
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(здесь мы, действуя противоположно тому, как это мы делали в Добавлении, п. 1а, сначала применяем правило Лейбница, а затем формулу Остроград​ского). Но для теплоизолированного тела имеем[image: image192.png]


0 на (S), поэтому [image: image193.png]dQ/dt = 0,



 т. е.                  Q = const. 
   Таким образом, относительно этих свойств процесса урав​нение (1) адекватно и в качественном отношении. С другой стороны, известно, что из уравнения (1) вытекает фи​зически абсурдный вывод о бесконечной скорости распрост​ранения тепла. Значит, если в число целей исследования включить скорость распространения тепла (т. е. рассмат​ривать эту скорость как существенную характеристику про​цесса), то уравнение (1) окажется неадекватным как в количественном, так и в качественном отношениях и потре​буется его видоизменить.
    Забвение того, что всякая адекватность математиче​ской модели реальному объекту лишь относительна и имеет свои рамки применимости, может привести (и не раз приводило) к грубым ошибкам, основанным на бескон​трольном приписывании реальному объекту свойств его мо​дели — например, к всерьез высказываемому утвержде​нию, что скорость распространения тепла «на самом деле» бесконечна.
   В более сложных случаях неадекватность или низкая адекватность модели бывает не столь ясной, и мы можем говорить об адекватности лишь с некоторой долей уверен​ности. Эта уверенность повышается, если следствия из при​нятой модели хорошо согласуются с надежно установлен​ными фактами или физическим экспериментом.
   Довольно часто бывает, что модель, построенная для изучения некоторых свойств объекта, адекватность которой установлена по отношению к этим свойствам, оказывается адекватной и по отношению к каким-то другим свойствам. Это неудивительно, особенно если модель выводится из хорошо проверенных физических законов и апробированных в изучаемом круге вопросов способов приложения мате​матики. Поэтому, говоря о математической модели и ее адекватности, часто не упоминают о том, какие именно свойства объекта моделируются. В этом нет беды, если не терять бдительности и не забывать о принципиальной огра​ниченности области возможного применения любой мате​матической модели.

3.1.5. Требование достаточной простоты
Если ориенти​роваться только на требование адекватности, то сложные модели следует предпочитать простым. В самом деле, усложняя модель, мы можем учесть большее число фак​торов, которые могут так или иначе повлиять на изучае​мые свойства. Так, в примере п. 1 при рассмотрении час​тоты колебаний модель (1. п. 3.1.3) имеет более высокую адек​ватность, чем (1 п. 3.1.1), так как из уравнения (1 п. 3.1.3) мы получаем значение угловой частоты с учетом малого трения (проверьте!):
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(при переходе к приближенному равенству применена фор​мула Тейлора).
    В данном примере решение усложненного уравнения не вызвало затруднений. Но в иных, особенно в нестандартных, ситуациях чрезмерное усложнение модели может привести к громоздким системам уравнений, не поддающимся изу​чению и решению.
    Таким образом, мы приходим к требованию достаточ​ной простоты модели по отношению к исследуемой системе ее свойств. Именно: модель является достаточно простой, если имеющиеся в нашем распоряжении (в частности, вы​числительные) средства исследования дают возможность провести в приемлемые сроки и экономно по затратам труда и средств, но с разумной точностью качественный или количественный — в зависимости от постановки задачи — анализ исследуемых свойств и осмыслить результат.
   Ясно, что требование простоты модели в каком-то смысле противоположно требованию ее адекватности: как правило, чем модель более адекватна, тем она менее проста и тем труднее ее анализ. (Впрочем, нередки случаи, когда услож​нение модели может ухудшить ее адекватность: так бывает, например, если при выписывании добавочных уравнений привлекаются параметры, известные с весьма низкой точно​стью, или если сами эти уравнения сомнительны.) Поэтому часто бывает, что, выбрав модель, приходится ее упрощать, т. е. переходить к новой модели. При этом можно упрощать либо содержательную модель объекта, либо ее математиче​скую модель. Опытный специалист обычно идет по первому пути, так как при этом остаются выполненными наиболее существенные физические соотношения и более ясны посту​латы модели.
3.1.6. Прямые и обратные задачи математического моделирова​ния
1.  Прямая задача: все параметры исследуемой системы известны и изу​чается поведение модели в различных условиях.
2. Обратные задачи:
а)  Задача распознавания: определение параметров модели путем сопоставления наблюдаемых данных и результатов моделирова​ния.  По результатам наблюдений пытаются  выяснить,  какие процессы управляют поведением объекта, и находят опреде​ляющие параметры модели. В обратной задаче распознавания требуется определить значения параметров модели по известно​му поведению системы как целого.
Примеры задач распознавания:
-    Задача электроразведки:   определение  подземных  структур при помощи измерений на поверхности.
-    Задача магнитной дефектоскопии: определение дефекта в де​тали, помещенной между полюсами магнита, по возмущению магнитного поля на поверхности детали.
б) Задача синтеза (задача математического проектирования): по​строение математических моделей систем и устройств, которые должны обладать заданными техническими характеристиками. В отличие от задач распознавания, заключающихся в определении параметров   модели,   соответствующей   реальному   состоянию системы, в задачах синтеза отсутствует требование единствен​ности решения. Отсутствие единственности решения позволяет из нескольких возможных решений выбрать технически наибо​лее приемлемый результат.
Примеры задач синтеза:
-    Синтез  диаграммы  направленности  антенны:   определение распределения токов, создающих заданную диаграмму на​правленности антенны.
-    Синтез градиентных световодов: определение профиля функ​ции диэлектрической проницаемости, при котором световод обладает заданными характеристиками.
3. Задача проектирования управляющих систем: особая область матема​тического моделирования, связанная с автоматизированными информа​ционными системами и автоматизированными системами управления. 
3.1.7. Универсальность математических моделей. Принцип ана​логий
  Универсальность математических моделей есть отражение принципа материального единства мира.
   Математическая модель должна описывать не только отдельные конкретные явления или объекты, а достаточно широкий круг разно​родных явлений и объектов.
     Одним из плодотворных подходов к моделированию сложных объектов является использование аналогий с уже изученными явления​ми.
Процессы колебаний в объектах разной природы. 
1. Колебательный электрический контур.

Сопротивление  проводов   считаем  рав​ным нулю. 
q(t) — заряд на обкладках конденсатора.
v(t) — напряжение на обкладках конден​сатора.
С — емкость конденсатора L — индуктивность катушки
Е — э.д.с. самоиндукции
 i — ток
Закон Ома:
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2. Малые колебания при взаимодействии двух биологических популя​ций.
N(t) — численность растительноядной популяции 1
M(t) — численность плотоядной популяции 2
Пренебрегаем естественной смертностью популяции  1  и рож​даемостью популяции 2.
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Система находится в равновесии, если
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Линеаризованная система[image: image200.png](n=N-N , m=M-My):




[image: image201.png]dn
— = Nm

aM
_; = f,Myn




 3. Простейшая модель изменения зарплаты и занятости.
p(t) — зарплата
N(t) — число занятых работников
Равновесие рынка труда: за плату р0>0 согласны работать N0 >0 человек.
Предполагается, что
а) работодатель изменяет зарплату пропорционально отклоне​нию численности занятых работников от равновесного;
б)  численность работников изменяется пропорционально из​менению зарплаты относительно р0
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Отсюда
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3.1.8. Некоторые другие требования
 Существенным явля​ется также свойство полноты математической модели, со​стоящее в том, чта эта модель дает принципиальную воз​можность с помощью математических методов получить интересующие нас утверждения. Так, в примере п. 3.1.1, если мы в качестве модели ограничиваемся уравнением (1 п. 3.1.1), то для определения частоты колебаний эта модель является полной, а для определения амплитуды — неполной, так как для последнего нужны добавочные данные.
    Еще одно важное требование к математической модели можно назвать ее продуктивностью. Оно связано с тем, что изучаемый объект может включать различные параметры — такие, как массы, длины и т. п. его компонент, включать функциональные зависимости, которые считаются задан​ными и описывают связи между рассматриваемыми ве​личинами (например, связь между усилием и перемещением в случае нелинейного закона упругости). Все эти задаваемые параметры и зависимости, называемые исходными данными модели, влияют на значения величин, получаемых в резуль​тате решения математической задачи. Упомянутое требо​вание состоит в том, чтобы в реальных ситуациях исходные данные можно было бы действительно считать заданными, т. е. чтобы их можно было бы как-то измерить, или под​считать, или найти в справочниках и т. п. При этом, если речь идет об измерениях, то исходные данные должны легче поддаваться измерению, чем получаемые, так как в противном случае теряет смысл исследование модели. (далее будет приведен пример анализа продуктивности формулы для подъемной силы.)
    Если реально получить исходные данные затруднитель​но, то после изучения математической модели мы узнаем только, какими свойствами могут обладать объекты из рассматриваемого класса, но порой свойства интересующего нас конкретного объекта остаются неясными. Этому вопросу не всегда уделяется достаточное внимание, что существенно снижает прикладную значимость многих ис​следований.
   Отметим, далее, требование робастности модели, т. е. ее устойчивости относительно погрешностей в исходных данных. Всегда надо иметь в виду, что эти данные могут быть известны лишь с большей или меньшей точностью и такая неопределенность не должна существенно влиять на резуль​тат исследования. Имеется ряд правил, способствующих этой устойчивости. Так, следует избегать вычитания близких друг к другу приближенных значений величины, потому что при таком вычитании относительная погрешность резко возрастает: образно говоря, не следует вычислять массу шляпы, взвесившись сначала в шляпе, а затем без нее и взяв разность результатов. 
Пусть, например, даны[image: image204.png]a= 271 X 0,1



  и [image: image205.png]


  тогда
а — b =2,8 ± 0,2. Здесь а и b известны с точностью до 0,04 %, а а — b — до 7 %; точность ухудшилась в 200 раз!
    Выражения, содержащие такие раз​ности, следует преобразовывать. (Например, вычислив на микрокалькуляторе   значение [image: image206.png]1=V +a ~a



 при   а = 15721, α = 0,3, получим, считая значения а и α точными, l = 9 • 10-6; если же преобразовать эту формулу к виду [image: image207.png]I=a/(Vd + a +a),



 то получим существенно более инфор​мативное значение[image: image208.png]1=9,5413778 1076)



 Неустойчивость ма​тематической модели может получиться из-за включения в нее функций, быстро изменяющихся на участке, где значе​ние аргумента известно лишь с невысокой точностью, и т. д. Желательным, хотя и не обязательным является свойство наглядности математической модели. Под этим обычно понимают более или менее непосредственный, ясный содер​жательный смысл ее компонент, который дает возможность не только лишний раз проконтролировать модель, но порой и наметить план решения математической задачи, а также ориентировочно предвидеть результат решения, что может существенно ускорить процедуру. Так, в уравнении (1 п. 3.1.3) последовательные слагаемые — это (с противоположным знаком) силы инерции, трения и упругости, а само урав​нение является записью для рассматриваемой системы изве​стного принципа механики: сумма всех сил, действующих на тело (включая силы инерции), равна нулю. В уравнении (1 п. 3.1.4) левая часть — с точностью до общего множителя — равна скорости возрастания тепловой энергии в малом объе​ме, а правая — суммарному потоку этой энергии через соответствующую поверхность снаружи внутрь, так что само уравнение является записью закона сохранения энергии.
3.1.9. Иерархия моделей
Принцип «от простого к сложному»: построение цепочки (ие​рархии) все более полных моделей, каждая из которых обобщает пре​дыдущую, включая ее в качестве составного случая.
Модель многоступенчатой ракеты.
Пренебрегаем сопротивлением воздуха, гравитацией.
1) Одноступенчатая ракета.
[image: image209.png]u=3+5 xm/c



 — скорость истечения продуктов сгорания топлива (относительно Земли)
v(t) — скорость ракеты (относительно Земли)
m(t) — масса ракеты
Закон сохранения импульса:
[image: image210.png]m(EW(E) = mt + dOv(t + df) — dm(v(t + EdF) — u)




[image: image211.png]m(t + dt) = m(t) + Cj{—’:'dt + Q(dtz)




[image: image212.png]v a’m dv d(Inm)
& =g o

m =
dr a't dt dt



[image: image213.png]v(t)y=v, +u- ln[ (t)j




[image: image214.png]vy =w0); m, =m(0)




Максимальная скорость при полном сгорании топлива (формула Циолковского):
[image: image215.png]v=uln
m, -+ m,




тр — полезная масса (масса спутника)
ms — структурная масса (топливных баков, двигателей, систем управления ракетой и т.д.)  
[image: image216.png]



[image: image217.png]



При[image: image218.png]u=3imle v=uln 1 =Txm/c

m, =0




2) Многоступенчатая ракета. 
тi — общая масса i-й ступени
[image: image219.png]Am,



 — структурная масса i-й ступени 
[image: image220.png](1 - ;’)mf



 — масса топлива i-й ступени
 λ, и — одинаковы для всех ступеней.
[image: image221.png]n=3:  my=m,+m+m+m




Пусть израсходовано все топливо первой ступени. По форму​ле Циолковского скорость равна:
[image: image222.png]"y
v, =ulp ——>——
m,, + Amy +my + my




После отброса структурной массы [image: image223.png]


 включается вторая ступень. Масса ракеты в этот момент[image: image224.png]m, +my +my.



  После выгорания топлива второй ступени скорость равна:
[image: image225.png]m, +m, +

v, = v +uln|
m, + Amy +m;




а после отброса структурной массы[image: image226.png]2



и включения двигателей третьей ступени равна
[image: image227.png]v; =v, +uln

m, +my

m, + Am;




При т=3 получаем 
[image: image228.png]v. = In o a, [22) ,
- 1+ A, D A1+ A, - 1) \ 1+ A, = 1)




где
[image: image229.png]



Максимум достигается при [image: image230.png]


 
Для т=3:[image: image231.png]



[image: image232.png]



Для п ступеней:
[image: image233.png][ oo

Vo

nu




При[image: image234.png]v,=10,5xM/c; A=0,1



получаем
[image: image235.png]n=2 my=149m,
n=3 my=TIm,

n=4 m,=65m,




3.2. Примеры некоторых классических задач математической физики

3.2.1. Задача с данными на характеристиках (задача Гурса).
Простейшая задача Гурса
                [image: image236.png]Uy = f(z,y), >0,y>0,



                (1)
              [image: image237.png]u(zv U) = ‘Pl(z)w u(O,y) = ‘PZ(y)v



        (2)
                   [image: image238.png]#1(0) = 102(0) = u(0,0).



                          (3)
    Пусть решение задачи (1)-(3) существует. Поучим его явное представ​ление через входные данные. Проинтегрируем (1) по прямоугольнику
[image: image239.png]D={0<l<z, 0<y<y}




[image: image240.png]y oz
]u,v ds = //“Gn dédn =
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= u{z,y) - u(z,0) — u(y, 0) + u(0,0) =
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z

¥
ue,) = (e) + oale) = 0100) + [ [ 56, den
00



    (4) 

Из формулы (4) следует единственность решения задачи (1)-(3). В предположении дифференцируемости функций [image: image241.png]v1(z) n paly)



 и непрерывности функции f(x,y) из формулы (4) следует существование решения.
Рассмотрим общую задачу:
[image: image242.png]01
>
0,y
>

), =

= flz,y

u

Yy + c(z,y)

b(z,y

+

z,Y)us
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 (5) [image: image243.png]u(z,0) = puz),  ul(0,y) = paly),



                           (6) [image: image244.png]#1(0) = ¢2(0) = u(0,0),



                                                  (7)
где[image: image245.png]a(z,y), b(z,y), c(z,y)



— гладкие функции.
Обозначим
[image: image246.png]F(z,y,u, Uz, uy) = f — auy — buy — cu.




Тогда
[image: image247.png]u(z, y) = @i(z) + p2ly f Fdgdn =

T

/Fd§d17+¢z y),
0

°\@



 (8) где
[image: image248.png]O(z,y) = pi{z) + 2(y) — ¢1(0).




Введем интегро-дифференциальный оператор А:
[image: image249.png]F dédn.

Se— o

Afu) = /y
0




Уравнение (8) запишем в виде
                                  [image: image250.png]u=Alul+&



                                     (9)
интегро-дифференциального  уравнения  Вольтерра.   Метод  последова​тельных приближений:
                   [image: image251.png]u, = Aftpq]+6, n=1,2,...

Ug— 3anaHO.



    (10) Положим[image: image252.png]uof{z,y) = 0.



Тогда
[image: image253.png]&,n) dédn + Pz, y)

+ b=

{aauﬂ_l Oy
I an

+ CUp_1 } dédn.



  (11) Из (11) следует:
[image: image254.png]¥

Ou, _ Ouy Oun_i Buypy
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 (12)
Докажем равномерную сходимость последовательностей
[image: image255.png]



Пусть[image: image256.png]


Из (11), (12) следует:
[image: image257.png]{aten
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     (13)
Предположим, что в квадрате[image: image258.png]G={0<z,y<L}




[image: image259.png]laz I < M, Pz, y)] <M, lelz,y)] < M,
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 (14)
где [image: image260.png]M>0H>0



— положительные константы.
Из (13), (14) следуют мажорантные оценки:
[image: image261.png]|21) < 3HMay < :zHM(z + "’) ,

9z <3HMy< 3HM(a: + y)

92| < 3 Mz < SHM(z +1).
Y





По индукции: для любого[image: image262.png]


получаем
[image: image263.png](m +y)n+l
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где[image: image264.png]K=L+2.




Так как [image: image265.png](z, )€ G




                         [image: image266.png](2KLM)"+1
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                          (15)
В правой части (15) с точностью до множителей пропорциональности стоят общие члены разложения [image: image267.png]ezp(2KLM).



Следовательно, последовательность функций
[image: image268.png]Up =g+ 21+ + Zn-1,
Auy, 6u0 Az B2py

7 +g 4ok 2
un= u0+ z,+ “+6zn_1
dy Oy By





равномерно сходятся к предельным функциям [image: image269.png]u(z,y), v(z,y), wiz,y):




[image: image270.png]. . Buy, . Ou,
we,y) = lm un(z,y), o(z,y) = lim 5y W@ y) = lim By



 Перейдем в формулах (11), (12) к пределу[image: image271.png]



[image: image272.png]z

Y
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 (16)
Отсюда следует, что [image: image273.png]U = Uy,




и[image: image274.png]u(z,y)



 удовлетворяет уравнению (9). Непосредственным дифференцированием устанавливается, что и(х,у) удовлетворяет (5). Удовлетворение условиям (6) следует из (7), (9) и вида [image: image275.png]



Доказательство единственности решения задачи (5)- (7) (от против​ного):
Пусть[image: image276.png]Uy (‘T» y) # UZ(:B» y)



— два решения.  Рассмотрим[image: image277.png]


[image: image278.png]w{z,y) ~ ua(z, y):




[image: image279.png]Y

U(z,y) /{aU¢+bU +cU} dédn.
0

O\AR




Из (14) следует
[image: image280.png]Ul < Hy, |U}<Hy, |Uy)<H.




При[image: image281.png](z, ) €G



для любого п
                       [image: image282.png]) < 3H GKLMY™
KM
(n41)!



                 (17) 
Из (17) следует, что
[image: image283.png]Uz,y) =0 = wi(z,y) = ug(z,y)




— противоречие.
3.2.2. Общая задача Коши. Функция Римана

1. Функция Римана

Рассмотрим задачу:


[image: image284.wmf](,),(,),(1)
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Кривая С – бесконечно гладкая кривая, делящая плоскость (х,у) на две криволинейные полуплоскости [image: image285.png]


 и [image: image286.png]


 и удовлетворяющая условиям:
         а) кривая С не является характеристикой уравнения (1);

         б) любая характеристика уравнения (1) пересекает кривую С тодько один раз.

   В формуле (3) 
[image: image287.wmf]п

¶

¶

 – производная по нормали к кривой С, направленная внутрь области [image: image288.png]


.

    Построить формулу, выражающую решение задачи (1)-(3) в любой точке области [image: image289.png]


. 

[image: image290.jpg]



Рассмотрим выражение

[image: image291.jpg]4/




где
         [image: image292.jpg])




Формула Грина:
[image: image293.jpg]g o
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где [image: image294.jpg]g o
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     Рассмотрим интегралы вдоль характеристик АМ и ВМ:

[image: image295.jpg]jﬁc/x = f(?flé Vls)dz =

Q(/Uu)/\{ (?féé)/, i :Z/f?f.z; CéO/aZ (%)




[image: image296.jpg]j&aéy j[+ MW)GQU

&)
= (VU - (VU)s —sz?/




(6)-(8) 
[image: image297.wmf]Þ


[image: image298.jpg]f(/lfdﬂ/ - Lé%/)”/‘xg// =

B (7/44),,+(?fw)5 -
" 2
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                   (9)
Пусть  u(x,y) - решение задачи (1)-(3), а v(x,y) - решение задачи (10) с данными на характеристиках (задачи Гурса):
[image: image299.jpg](72)




Функция v≡1 в области [image: image300.png]


удовлетворяет всем условиям задачи (10). Функция v, удовлетворяющая условиям (10), представляет собой частный случай функции римана.
     Подставить v≡1 в (9)
[image: image301.wmf]Þ


[image: image302.jpg]]
Uy A2l = LLH) - DI, (-lhy . + Uy )
J o j % «z)f 4




(1)-(3)
[image: image303.wmf]Þ


[image: image304.jpg]Lir) = ymgy/e) P J% do-ty f fap)dady (1)




     На дуге АВ выражения 
[image: image305.jpg]]

"

A A
Ly 8(C,2) + Un AS(7,2)
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известны. Формула (11) дает решение задачи (1)-(3) через входные данные.

     Замечание. Из формулы (11) следует:

1) теорема единственности решения задачи (1)-(3),

2) теорема устойчивости решения задачи (1)-(3),
3) теорема существования решения задачи (1)-(3) (при выполнении условия гладкости входных данных).

     Рассмотрим более общую задачу:
[image: image306.jpg]YAV //.;{ + a/‘zyja‘, + !/‘”y’/‘ﬁ’ + afz-,//a =//.z,/}
(x// e,

VeZ7
wlzg) = #/w// p /.z',// €, vt/

% ()= Wdf// , (2] € . et/




    Определение. Два дифференциальных оператора L и K называются сопряженными, если разность
[image: image307.jpg]A ARV 4,




является разностью первых частных производных по х и у от некоторых выражений [image: image308.png]


 
[image: image309.jpg]Ll - w AKlo)= Z/[;—ﬁ




причем [image: image310.png]


не содержит производной иу, а [image: image311.png]


 не содержит производной их.
   Сопряженным к оператору L будет оператор K:
[image: image312.jpg]Al = Yay (A7) ‘[/@2/ +c v s 5]




    Для операторов L и K выполняется (15) при
[image: image313.jpg]Flu vty -tinrr- L2
Yo7zl
Qluvl=ve, -y + Lawz




       Формула Грина:
[image: image314.jpg]2
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         Интегрируем по частям:
[image: image315.jpg]- v
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где
[image: image316.jpg])




Рассмотрим задачу с данными на характеристиках (задачи Гурса):
[image: image317.jpg]Kl =0 & D,
qﬁ[’ﬁ’]=0 na //’7,

QIv]=0 xa #58,
vl =4

127




    Можно показать, что решение задачи (21) всегда существует. Оно называется функцией Римана. Функция v(М1, М2) удовлетворяет по координатам точки М1 задаче (21) и  зависит от точки М как от параметра.
(18) - (21), (12) 
[image: image318.wmf]Þ


[image: image319.jpg](V) + (PP s

© M =
/ 2 " (42)

v [remmifoitn - f [ g %
Pa) AB




     Интеграл по АВ легко вычисляется, поскольку функции v,φ и ψ известны.

[image: image320.jpg]



         Замечание. Любая характеристика уравнения (12) должна пересекать кривую С не более одного раза
 Если характеристика уравнения пересекает кривую С  в двух точках А и М1, то значение и(М) не может быть задано произвольно, а определяется по формулам:
[image: image321.jpg]= LA vA) v iBe) Vi) AR
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с начальными значениями, заданными на дуге АВ1 и функций f(х,у), заданной в области [image: image322.png]


, - криволинейном треугольнике М1В1А. 
2. Физический смысл функции Римана.

    Рассмотрим задачу:
[image: image323.jpg]Llwul=f

w‘a =0
5/,,!4:0,




(22)
[image: image324.wmf]Þ


[image: image325.jpg]&)= Q/?f//f,//’/////’//o;,/ Iz

o)




   Пусть  fε(М) -  локальная  функция точки М1:
[image: image326.jpg]/5////:0, /'/ﬁ»f,’,j,fe ,J:,j




- окрестность точки М1.

     Условие нормировки:
[image: image327.jpg]



(24)
[image: image328.wmf]Þ


[image: image329.jpg]4 o) = Ao o) S =
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где
[image: image330.jpg]mre Sy




(26)
[image: image331.wmf]Þ


[image: image332.jpg]Uy (1) = by Uy 1) = TOH, M) =
E£>C




    v(М, М1) – функция влияния единичного импульса, приложенного в точке М1. 

     Рассмтрим функцию и=и(М, М1), зависящую от точки М1 как от параметра и удовлетворяющую по координатам точки М следующей задаче Гурса:

[image: image333.jpg]Llul =0,
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%y

a’/g:/_

rel =0 ra Br/My,




[image: image334.jpg]



      Задача (27) полностью определяет функцию и в четырехугольнике МВ1М1А1, образованном отрезками характеристик. 
(18), (21), (27)
[image: image335.wmf]Þ
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Так как
[image: image337.jpg]7/(:/,&&
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то
[image: image338.jpg]L M) = 2 M) ces)




3. Уравнения с постоянными коэффициентами.
1) Функция Римана для уравнения
[image: image339.jpg]Lwy + S =O.

N




     Так как оператор

[image: image340.png]4[14]5/7+4’z45/([4¢]




- самосопряженный, то (21)
[image: image341.wmf]Þ


[image: image342.jpg]?g/waé’?f:O <,
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или

[image: image343.jpg]/yy tev=0 £ 9,
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Ищем функцию Римана в виде v=v(z), где
[image: image344.jpg]& = /ol’-&)(///?/’a) s /%={\%,//a}, M={xy/]




(31)
[image: image345.wmf]Þ

[image: image346.jpg]Vo) =1 r92)
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(32), (33)
[image: image348.wmf]Þ


[image: image349.jpg]VM, Mo) = W(x,;,zz,/‘,) =07,,(,m/a/x~x,){77¢,)) 074)




2) Задача Коши для уравнений колебаний.

   Рассмотрим задачу:

[image: image350.jpg]lyy - gy + QU + /6&2 +/44_—_0, -0 < X < oo, X0
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  Замена:

    [image: image351.jpg]


               (36)

(35), (36)
[image: image352.wmf]Þ
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   Перейдем к переменным х и у:

[image: image354.jpg]; = ZrE  y= L X )
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[image: image355.jpg]39
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     [image: image357.jpg]£=0 =>
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(22)
[image: image359.wmf]Þ
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[image: image362.jpg]i
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(41), (40), (34)
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   При с=0 из (42) получает формулу Даламбера:
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3.2.3. Задача о промерзании (задача о фазовом переходе,  задача Стефана)

   Поверхностью раздела является плоскость
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   Затвердевает масса[image: image369.png]
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 ), выделяется количество тепла 
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                       Тепловой баланс:
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где к1 и к2 – коэффициенты теплопроводности первой и второй фазы,           λ - скрытая теплота плавления.

      При ∆t→0 получим условие на границе раздела: 
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   Процесс замерзания воды – температура фазового перехода равна нулю.
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-   граница промерзания.

Задача о промерзании (задача Стефана):
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где [image: image381.jpg]L4 <
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– коэффициенты теплопроводности  и температуропроводности твердой и жидкой фазы.

   Построение решения задачи (1)-(4).

   Ищем решение в виде:
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- функция ошибок.

   Из (2), (3)
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   Условия (5) выполняются при любом  t
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   где α- некоторая постоянная.

         Отсюда получаем:
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       Для определения α  из (4)
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При Т=0
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Положив
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из (10)
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              Метод подобия
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    Уравнение (11) не изменяется при преобразовании 
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Положим:
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где
               [image: image401.jpg]


                                    (15)
(14), (15)
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(11), (16)
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    Движение нулевой изотермы описывается уравнением
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где
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    Ищем решение в виде
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     Из условий (20), (23) получаем формулы (7), (8).

3.2.4. Динамика сорбции газа
[image: image421.jpg]



а(x, t) – количество газа, поглощающего единицей объема сорбента,

и(x, t) – концентрация газа, находящегося в порах сорбента в слое х,                  v  - скорость газа.
      Уравнение баланса вещества для слоя сорбента от х1 до х2 в течение промежутка времени от t1 до t2:
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          Уравнение кинетики сорбции:
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где β – кинетический коэффициет, у – концентрация газа, находящегося в равновесии с сорбированным количеством газа.

     Изотерма сорбции:
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Изотерма Ленглюфа:
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Изотерма Генри (справедлива в области малых концентраций):
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где [image: image427.png]AN



-  коэффициент Генри.

    В этом случае приходим к задаче:
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  где и0 – концентрация газа на входе.
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image430.wmf]расход газа на повышение свободной концентрации в порах сорбента;
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image432.wmf]расход газа на увеличение сорбированного количества газа.

      Пренебрегаем производной 
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(12), (13)
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    Для нахождения функции u(x, t) получается задача (16), (17), (15). 
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      Так как характеристиками уравнения (16) являются прямые                     x= const, t= const, то дополнительные условия (17), (15) представляют значения искомой функции и(x, t)  на характеристиках.

     Аналогично составим задачу для функции а(x, t):  
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   Решение уравнения (16) имеет вид:
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где
[image: image441.jpg]



І0- функция Индельфа
     Выполнение условий (17) и (15) легко проверяется.
3.2.5. Простейшие задачи для уравнения Шредингера

1. Уравнение Шредингера
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= 1,05∙10-27 эрг.с – постоянная Планка,

   μ- масса частицы,

  U- потенциальная энергия яастицы в силовом поле,

  ψ =ψ(x, y, z, t ) – волновая функция.
    Если U =U(x, y, z), то возможны стационарные состояния с заданными значениями энергии, т.е. существуют решения вида
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где Е – общая энергия частицы.

    Подставляя (2) в (1)  получаем уравнение Шредингера, в котором Е играет роль собственного значения
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     В дальнейшем вместо ψ0 будем писать ψ. 

      В случае отсутствия силового поля (U =0)
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    Условия нормировки
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2. Гармонический осциллятор.

   Уравнение Шредингера для гармонического осциллятора:
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где - [image: image449.png]


, ω0 – собственная частота (циклическая) осциллятора.

     Задача: определение стационарных состояний, т.е. спектра собственных значений энергии Е и соответствующих собственных функций ψ из уравнения
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При дополнительном условии нормировки
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     Обозначения:
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   Замена
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где
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п – главное квантовое число
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3. Ротатор
Уравнение Шредингера для ротатора:
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где I=μr2 момент инерции.
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Условие нормировки:
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   Решение задачи (18), (19):
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(17), (22)
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4. Движение электрона в кулоновом поле.

  В атоме водорода электрон находится в кулоновом  электростатическом  поле ядра (протона). Потенциальная энергия                 U(x, y, z) равна:
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где r – расстояние от электрона до ядра, -е – заряд электрона,                      +е – заряд ядра.
Уравнение Шредингера:
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Условия нормировки
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Введем сферическую систему координат с началом в ядре:
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  Ищем решение в виде:
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    Введем в качестве единицы длины величину
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в качестве единицы энергии – величину
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 Полагая
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Перепишем (29) в виде:
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Подстановка:
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(31), (32)
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 Подстановка:
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(33), (34)
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Положим:
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(36), (38)
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Умножим (39) на  xse–x и обозначим
[image: image499.jpg]



(39)
[image: image500.wmf]Þ


[image: image501.jpg]/r0)



[image: image502.jpg]L»’»’
5 () = 4
W‘z-.fe.cg/”
E/xmf.f
e )
.



[image: image503.jpg]


[image: image504.jpg]A= n,+ €+4=n 44)
(=144 )



[image: image505.jpg]///,,z rz) = x%e"%éﬂi () /43)




п – главное квантовое число, пr - радиальное квантовое число,                            l -  адимутальное квантовое число.

(30), (37), (42)
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      Квантование значения энергии Еп зависит только от главного квантового числа п.
      Положим Е равным энергии кванта:
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Тогда
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где
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- постоянная Ридберга.
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    Частота излучаемого кванта
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   Серия Лаймана (п1=1, п=2, 3,…) 

[image: image514.jpg]9~1=/€(/- /),





   Серия Бальмера  (п1=2, п=3, 4,…) 
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   Серия Пашена (п1=3, п=4, 5,…) 
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Построим собственные функции водородного атома:

(43), (34), (32), (37), (42)
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Ап определяется из условия нормировки
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                 (48)

 (47), (48)
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(28), (49)
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т=0, ±1, ±2, …,±l – магнитное квантовое число.

     Так как п r≥0  (пr =0, 1, 2, …) и п= п r+l+1, то l≤п-1 (l =0, 1, 2, …,п-1) и каждому значению l соответствует 2l+1 значений т. Заданному значению Еп  энергии (заданному значению п) соответствует
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различных собственных функций. Каждый уровень энергии имеет вырождение кратности п2.

    Дискретный спектр отрицательных  собственных значений  энергии Еп  состоит из бесконечного множества чисел с точкой сгущения в нуле.

     Кроме отрицательного дискретного спектра существует также непрерывный  спектр положительных собственных значений. В этом состоянии электрон уже не связан с ядром, но все еще находится в его поле (ионизированный атом водорода).
5. Свойство полиномов Эрмита.

      Теорема. Всякая функция f(x) непрерывная и квадратично интегрируемая с весом ρ(x)=
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 на всей бесконечной прямой R1, ортигональная с весом ρ(x)=
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 всем полиномам Эрмита на R1 тождественно равнa нулю.   
   Доказательство.
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В круге
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(51), (52)
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(53), (54)
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     Из доказанной теоремы и ортигональности полиномов Эрмита вытекает

     Следствие. Система полиномов Эрмита исчерпывает все собственные функции краевой задачи на собственные значения для уравнения (12).
3.3. Аналитические функции как средства описания математических моделей
3.3.1. Поля значений параметров математических моделей
   Приведем некоторые определения и теоремы.

        Определение.   Пусть   k — поле.    Абсолютным значением  на k называется функция [image: image540.png]k—R,



обозна чаемая[image: image541.png]


 которая удовлетворяет  следующим четырем условиям:
[image: image542.png](Hix|=0,



 причем[image: image543.png]jx|=0



в том и только в том случае, когда х = 0;
[image: image544.png]QCle-yl=lxltgh
@y1y=1
4 Lo+ pital+igh




      Примеры. (i) Положим
[image: image545.png]J;xl:(! opr x =10,
Uisf=1 nps # 1.





Топология потя k, определяемая этим абсолютным значением, дискретна.
    Впредь мы будем иметь дело лишь с нетривиаль​ными абсолютными значениями, т. е. такими, что [image: image546.png]


 для некоторого[image: image547.png]



    (ii) обычные   абсолютные  значения   полей  R и С;
    (iii) если условие (4) заменить условием
[image: image548.png](W x-yl<sup{ix) lgyl}




то мы придем к так называемым ультраметрическим или не архимедовым абсолютным значениям.
     Замечание.   Условие  (4')  равносильно следующему условию: для любого[image: image549.png]


 отношение[image: image550.png]


ε есть отношение эквивалентности. Предположим теперь, что поле k снабжено не​архимедовым абсолютным значением и относительно него является полным.
    Теорема 1.  Рассмотрим последовательность [image: image551.png]


 с[image: image552.png]i ER,



 Ряд [image: image553.png]


 сходится  тогда и только тогда, когда [image: image554.png]Xp—>r



.
    Доказательство непосредственно вытекает из усло​вия (4') и определения полноты.
   Теорема 2. (Островский) Пусть k — поле, полное относительно некоторого абсолютного значе​ния. Тогда либо k совпадает с R или С (и соответ​ствующее абсолютное   значение имеет вид   [image: image555.png]


   [image: image556.png]0 <




[image: image557.png]<a<l),



 либо данное абсолютное значение неархи​медово.
    Пусть по-прежнему k — поле, полное относительно неархимедова абсолютного значения  [image: image558.png]Vx|



 и пусть ρ — вещественное  число, [image: image559.png]0<o<1,



 Определим v (х) формулой[image: image560.png]fxj=p” L



Имеем, очевидно,
[image: image561.png]1) o(x)=400&S¢=0,

2 U(Xj)_v(x)Tv(y)

3) o(l)=

4 U(x+y)>mf(v(x}, v(y).




    Функция[image: image562.png]x> 0Xx),



удовлетворяющая указанным четырем условиям, называется нормированием поля k.
   Примеры   1.   Пусть [image: image563.png]


 — поле формальных степенных  рядов  от одной   переменной   Т,  и  пусть [image: image564.png]


 где [image: image565.png]a,=C, a,



 при  всех  достаточно больших  —п. Положим v (а) равным наимень​шему  целому п,   для   которого [image: image566.png]ay 7= U,



 Тогда [image: image567.png]



[image: image568.png]= 7Y ay+ o, +




  где[image: image569.png]oy 5= 0.



 Иными словами, соотношение [image: image570.png]via)=zn



 равносильно равенству [image: image571.png]a=T"h,



 где b
[image: image572.wmf]Î

C[[T]].
    Отметим, что[image: image573.png]Cc{™)



-полное поле.
    2. Пусть Q-поле рациональных чисел. Зафикси​руем простое число р. Любое число [image: image574.png]as=Q



можно представить в виде [image: image575.png]a=ptrfs,



где r и s - целые числа, не делящиеся на р. Полагая по определению[image: image576.png]vig)=n,



 мы получим так называемое р-адическое нормирова​ние поля рациональных чисел.
   Пополнение поля Q по р-адической метрике обо​значается через Qp и называется полем р-адических чисел.
   Очевидно,   что [image: image577.png]a,—=>4



(в р-адической  топологии) тогда к  только   тогда,   когда
[image: image578.png]pnb,,





где

[image: image579.png]b, =Z




и [image: image580.png]



  Определение. Пусть k - поле и v - его нор​мирование. Множество
[image: image581.png]Ay={x=k|o(x) =0}




является кольцом и называется кольцом нормирова​ния v.
   Пример.   Пусть [image: image582.png]


 Кольцо  его   р-адического нормирования есть не что иное, как кольцо Zр целых р-адических чисел.
   Для  каждого действительного   числа [image: image583.png]


рассмотрим множества
[image: image584.png]la={r € A)vlx)=a),
la={r=doto(x)>a},




которые,    как   легко   видеть,    являются   идеалами кольца [image: image585.png]


В частности, при[image: image586.png]


идеал
[image: image587.png]Io=m,={r& A, v(x)>0}




максимален; поле[image: image588.png]k,=A fn,



 называется полем вычетов нормирования v.
  Примеры.  1. Пусть [image: image589.png]


Тогда
[image: image590.png]A,=C{I1]},
m,=(TC{[rl}




[image: image591.png]ky= Ayfm,=C.




  2. Пусть[image: image592.png]


Тогда
[image: image593.png]mo=pZ,




и
[image: image594.png]k,=F,=2/pZ.




   Теорема 3. Каждое неархимедово абсолютное значение [image: image595.png]x—>lx{



поля рациональных чисел Q либо тривиально (т. е. [image: image596.png]


 для всех [image: image597.png]


 либо совпадает с одним из р-адических нормирований.
   Доказательство. Предположим, что наше абсолютное значение нетривиально. Тогда найдется такое рациональное число[image: image598.png]reQ,



что
[image: image599.png]



   Из этого обстоятельства сразу вытекает существо​вание простого числа р с[image: image600.png]


откуда [image: image601.png]


 (заметим, что[image: image602.png]


для всех целых[image: image603.png]ne ).




   Пусть[image: image604.png]ne 4L



 и пусть числа п и р взаимно просты. Как известно, в этом случае можно найти целые числа[image: image605.png]a, s=Z,



для которых
[image: image606.png]



  Если   предположить,  что[image: image607.png]In|<i,



то, учитывая неравенства [image: image608.png]fgl<l, [sis ]



 и [image: image609.png]


мы получим [image: image610.png]B

<1,



что противоречит определению абсолютного значения. Итак, для любых целых чисел п, взаимно тростых с р,                     [image: image611.png]ini=1.




   Всякое рациональное число[image: image612.png]reQ



можно представить в виде
[image: image613.png]r=p
°s Catn!,




где п и п'— целые числа, взаимно простые с р. От​сюда [image: image614.png]


 где [image: image615.png]p={pl,



 ч. т. д.
    Следствие. Если k — поле, полное относительно неархимедова абсолютного значения, причем характеристика его равна нулю, то k содержит в качестве топологического подпространства либо поле Q с ди​скретной топологией, либо поле [image: image616.png]Q.




3.3.2.Аналитические фнкции

     Сначала определимся с  символикой.
    1.  k будет обозначать поле,   полное относительно некоторого    нетривиального   абсолютного    значения, а [image: image617.png]


— кольцо   формальных   степенных рядов от п переменных [image: image618.png]P TR



 над k.
    2.  Мы будем обозначать
а)  греческими  буквами[image: image619.png]


наборы целых чисел:
[image: image620.png]=(ay ..., %), 4,20, ,&Z;




б)  латинскими буквами [image: image621.png]


наборы вещественных чисел:
[image: image622.png]=t .. 13 >0, &R




в)   латинскими   буквами [image: image623.png]X, ¥



 наборы  элементов поля k:
[image: image624.png]X=X oy Xp) X SR




   3.  Положим
[image: image625.png]R Q,
1
rler e,

S=xp . xe,
a_ yu o
XS XL X0,

lal=2a,
alsﬂai!,

@ |

(5)=Fromsr




   4.   По определению
[image: image626.png]


 (соответственно[image: image627.png]|¥1<N)S %1,




                          (соответственно[image: image628.png]lesr), 1<<ign,




   Аналогичный   смысл   будет  вкладываться   в  соотно​шения
[image: image629.png]r<r, <, e, o'<a,




   5. Назовем
   множество [image: image630.png]Pnx)=WeEr|jy—x|xr;



 (замкнутым) полицилиндром  радиуса r с центром в точке х;
     множество [image: image631.png]PolrjX)=ygErj|ly—x|<ry



открытым
полицилиндром радиуса r с центром в точке х.
  Полицилиндры[image: image632.png]


и[image: image633.png]


 будем для краткости обозначать [image: image634.png]PAr)



 и [image: image635.png]Pylr)



соответственно.
    Определение. Пусть
[image: image636.png]F=3aX" fek([X, ..., X,]]).




    1)  Мы скажем, что ряд f сходится в полицилиндре [image: image637.png]Pir),



 если
                                                [image: image638.png]Slaa|rt < + 0.



                         (1)
2)  Мы скажем,   что   ряд f  сходится  в открытом полицилиндре [image: image639.png]


 если он сходится в каждом по​лицилиндре [image: image640.png]


с[image: image641.png]rr<r.




   Лемма.   (а) Если ряд[image: image642.png]F=2aX"



 сходится в полицилиндре[image: image643.png]Pr),



 то существует такая константа М, что
                                   [image: image644.png][aalr®*<XM das scex a,



                    (2)
   (б) Обратно, пусть существует такая константа М, что неравенство (2) справедливо для всех α. Тогда ряд f сходится в открытом полицилиндре [image: image645.png]


 и притом   равномерно  во  всяком  полицилиндре[image: image646.png]


 с[image: image647.png]



   Доказательство. (а) В качестве константы М можно  взять сумму[image: image648.png]iaglr,



 которая  по   условию конечна.
   (б) Пусть[image: image649.png]<,



Тогда
[image: image650.png]fad

Yialre= X el F<
~ AN
<M27=MH(1—7‘) .




   Таким образом, ряд f сходится равномерно в[image: image651.png]P(r,



 и, следовательно, сходится в[image: image652.png]


Лемма доказана.
   Эта лемма часто фигурирует в литературе под названием леммы Абеля.
   Определение. Ряд [image: image653.png]


называется схо​дящимся, если он   сходится в некотором открытом полицилиндре [image: image654.png]Polr), r>0.




  Пусть ряд [image: image655.png]


сходится в [image: image656.png]Pofr).



Для вся​кого [image: image657.png]xe Pon)



 ряд [image: image658.png]


сходится абсолютно (и равно​мерно в [image: image659.png]Py, r<ry



его сумма [image: image660.png]


 есть непрерыв​ная функция от х.
    Л е м м а.[image: image661.png]



   Доказaтельство. Пусть п=1. Предположим, что[image: image662.png]


Тогда
[image: image663.png]FG=X" o+ X+ ...,




где[image: image664.png]


и [image: image665.png]


0.   Ряд  [image: image666.png]


 сходится. Функция, определяемая этим рядом, отлична от нуля в точке х= 0, а потому (по непрерывности) и в некоторой окрестности U этой точки. Далее, функция Хт от​лична от нуля на множестве[image: image667.png]


Таким образом, функция [image: image668.png]


в окрестности U не равна тождественно нулю. Фактически при т>0 точка х = 0 есть изоли​рованный нуль функции [image: image669.png]



   Пусть п>1. Предположим, что для п=1 наша лемма доказана. Пусть[image: image670.png]


 где [image: image671.png]fekllX, ..., X))




   Запишем
[image: image672.png]f=zl‘l"x(xx"‘-' X, )X ‘Ek[[ co Xl




Так  как  ряд  f сходится  в [image: image673.png]


 ряды  сі  сходятся в (п—1)-мерном полицилиндре [image: image674.png]Pols),



 где [image: image675.png]S=Al1y cvuy Tpuy)e



 По предположению для любой фиксированной точки[image: image676.png]Y=, ... Yn-1) & Py(8)



 функция   g,   определенная формулой[image: image677.png])= - ),




тождественно равна нулю. Следовательно (см. случай п = 1),  все   выражения [image: image678.png]Elyn v i gn-1)



 равны   нулю. Отсюда,  согласно  предположению   индукции,   сі =0 для всех i и,  следовательно, f = 0   Лемма доказана.
   С помощью этой леммы мы можем отождествлять ряд f с соответствующей функцией 
[image: image679.wmf]f

%

.
    Приступим теперь к изучению аналитических функ​ций.
   Определение. Пусть задано открытое мно​жество [image: image680.png]Uck™



 и функция [image: image681.png]


 Мы скажем, что функция φ аналитична в U, если для каждой точки х
[image: image682.wmf]Î

U найдется формальный ряд f и радиус r>0, такие, что                                                                        
[image: image683.png]1) Polrtsl =





(2)   f   сходится   в [image: image684.png]Py(r),



  и [image: image685.png]@{x +h)=f(h)



 для [image: image686.png]G Polr).




   Замечание. Формальный ряд f, соответствующий аналитической функции φ в точке [image: image687.png]X e U,



 определяется единственным образом и называется рядом Тейлора  этой функции в точке х.
     Теорема 1.  Если  ряд [image: image688.png]


 сходится в полицилиндре  P0(r),   r>0,    то функция  f  аналитична в этом полицилиндре.
    Доказательство.   Пусть [image: image689.png]ie Py(r).



 Выберем такой радиус [image: image690.png]


 что [image: image691.png]txjssr<r,



 и положим [image: image692.png]



[image: image693.png](x+ b)Y = 2 (g) PR

p<a




Следовательно,
[image: image694.png]for+h= aa(ﬂ “‘W‘), e Po(s).




    Покажем, что можно изменить порядок суммиро​вания. Для этого достаточно показать, что
[image: image695.png]z 2 |aa(;)x"'ﬂhﬁl<m, h e Pyls). (*)

o s




   Но, в самом деле, пусть[image: image696.png]|l s/ <s.



Тогда
[image: image697.png]aa (5} 4 | <l -

{§)]1sroinf.




Заметим теперь, что[image: image698.png]


 (под   символом
[image: image699.png]



в левой части неравенства понимается элемент поля k, а в правой — целое положительное число). Отсюда
[image: image700.png])
i

a(§1 90 < Bt (5] =l 4




  Таким образом,  сумма (*) мажорируется рядом
[image: image701.png]Slagltr' +57,




сумма которого конечна, поскольку f сходится в [image: image702.png]Pylr}



 и [image: image703.png]



  То, что нам   осталость  доказать,   можно сформу​лировать в виде отдельной леммы.
    Лемма. Пусть дан формальный ряд [image: image704.png]F=Da.x%



 сходящийся в [image: image705.png]Fotr)



 Для каждого [image: image706.png]


положим
[image: image707.png]'
R RN
a>f




Тогда
   (1)  ряд  [image: image708.png]Af



 сходится в[image: image709.png]Poir);




(2)  ряд [image: image710.png]X



 сходится   в [image: image711.png]Polr—1x}),



 где[image: image712.png]X & Patr)s




(3)  при [image: image713.png]L£EE Pyir)



и h
[image: image714.wmf]Î

 P0(r —|х|) имеем
[image: image715.png]flx+h)= % A% ey 2.




   Доказательство  леммы.   Утверждения   (1) и (2) непосредственно вытекают из сходимости ряда (*).Утверждение (3) также следует из этого факта, по​скольку
[image: image716.png]S 3 ()=
- 2(2 /zu(;) x‘”‘) = ):,A“f () h°.

[IRCEY




  Тем самым лемма, а вместе с ней   наша теорема полностью доказаны.
    Понятие   аналитической  функции   можно распространить также на вектор-функции.
   Определение.   Пусть U — открытое множество в [image: image717.png]


 и   пусть [image: image718.png]e={(Q, ..., ¢ U—=£k".



 Мы скажем, что отображение φ  аналитично, если все его компоненты [image: image719.png]P 1

A
A

n,



 суть аналитические функции.
   Предыдущая лемма есть частный случай следую​щей теоремы.
    Теорема 2. Если отображения [image: image720.png]U—sV



и[image: image721.png]v

1\



аналитичны,  то  и  композиция [image: image722.png]


 этих отображений тоже аналитична (здесь U, V и W — открытые множества в [image: image723.png]k"
-
u
-2



соответственно).
    Доказательство. Мы  должны   показать, что компоненты отображения[image: image724.png]


 в каждой точке [image: image725.png]x=sU



разлагаются в ряд Тейлора. Применяя предыдущую лемму, легко усмотреть, что аналитичность любой функции [image: image726.png]


 (а также любой вектор-функции) в окрестности точки х равносильна аналитичности функ​ции [image: image727.png]@ {(hy=p{x+1n)



 в некоторой окрестности нуля. Мы можем поэтому, не теряя общности, считать, что[image: image728.png]x=0, }{0i=0, g(0)=0.



 Кроме того, в силу опреде​ления аналитичности вектор-функции достаточно дока​зать нашу теорему для р=1.
   Пусть [image: image729.png]


— ряд Тейлора функции g в точке х = 0, сходящийся в [image: image730.png]P.{(s),



где[image: image731.png]Sty - v

s Sp)



 Пусть [image: image732.png]=6 oo fads



 и пусть [image: image733.png]


 — ряд Тейлора функции[image: image734.png]fe-



 Выберем такой радиус [image: image735.png]r={ry ..., Iy},



 что
[image: image736.png]a>0




    Тогда при [image: image737.png]he P,{r)




[image: image738.png]gofl)= 2 by{- .

a,nh.“. f




     Для завершения доказательства нам надо уста​новить, что правая часть этого равенства есть сумма некоторого ряда от h, сходящегося  в [image: image739.png]Palr).



 Однако если в правой части формально раскрыть скобки и привести подобные члены, то окажется, что коэффициентом при [image: image740.png]


 будет служить выражение, в ко​торое входит лишь конечное число коэффициен​тов [image: image741.png]Og 1 Qg



В самом деле, после раскрытия скобок члены с [image: image742.png]Ipi>tal



вообще не будут содержать (так[image: image743.png]


как  все [image: image744.png]=1{),
G0



 поэтому  при вычислении коэффициента при [image: image745.png]


 нам   придется  просуммировать   лишь конечное   число  выражений.   Итак,   функции [image: image746.png]fogih)



 можно сопоставить некоторый ряд от h. Нам остается показать, что ряд
[image: image747.png]N
E>0

zbﬁ(,u,

X oa

o




сходится абсолютно. Но, действительно,
[image: image748.png]Etbps( N EARILY O ) X itgl{3) < +oo.
D)O

8>0 >0




   Теорема доказана.
    Замечания. 1. Имеется общий метод, основанный на теореме Островского, с помощью которого часто доказываются такого рода теоремы. Он заключается попросту в том наблюдении, что достаточно рассматривать два случая:
    1° k = R или С; 
    2° поле k неархимедово.
   Проиллюстрируем этот метод, дав другое доказа​тельство теоремы 2.
   Случай 1°. k = R или С.
   а)  k = C Известно, что отображение φ аналитично тогда   и   только  тогда,   когда  оно есть отображение класса С1 и его производная Dφ — комплексное линей​ное   отображение.   Так как композиция отображений класса С1 тоже класса С1, так как  композиция про​изводных  есть  производная   композиции   и  так  как композиция комплексных линейных отображений есть снова комплексное линейное отображение, нашу тео​рему  в этом   частном   случае  можно  считать  дока​занной.
   б)   k = R.   Каждую  вещественную   аналитическую функцию можно локально продолжить до  комплекс​ной аналитической функции с помощью ряда Тейлора. Поэтому этот случай сводится к предыдущему.
    Случай 2°. Поле k неархимедово.
   Как и в первоначальном доказательстве теоремы, мы ищем разложение композиции [image: image749.png]


 в степенной ряд в точке х=0, причем [image: image750.png]F(0)=0



и[image: image751.png]2{0)=0.



 Несложная проверка показывает,  что  нашу теорему  достаточно доказать для композиции отображений [image: image752.png]


и [image: image753.png]


где μ и v — произвольные фиксированные, отличные от нуля элементы поля k.
   Покажем, что μ и v можно выбрать таким образом, что утверждение теоремы станет тривиальным.
  Пусть[image: image754.png]g=(gn s &



и   пусть —

[image: image755.png]



ряд Тейлора для функции [image: image756.png]8



в точке у = 0. Выберем такой радиус s, что каждый ряд [image: image757.png]8



 сходится в поли​цилиндре [image: image758.png]Pots)



 По лемме Абеля найдется констан​та М, такая, что [image: image759.png][ Ol KN



 для всех f и β. Выберем
такой  элемент μ поля k, что
[image: image760.png]i
!u1>m’ax($—l(l+N))‘




 Тогда для всех f и β имеем
[image: image761.png]- =% <L
i L J[;{S +1v
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Следовательно,   коэффициенты   ряда [image: image762.png]g (Y



лежат в кольце нормирования [image: image763.png]


 поля k и, в частности, ряд [image: image764.png]g(¥is)



 сходится в [image: image765.png]Py(l).




   Применяя   аналогичные   соображения   к [image: image766.png]


 мы сможем найти такой элемент [image: image767.png]


что у всех координатных функций [image: image768.png]ni;(xfvy



 отображения [image: image769.png]i fxjvy



 коэффициенты рядов Тейлора лежат в кольце [image: image770.png]



   Итак, все свелось к случаю, когда ряды Тейлора координатных функции отображений f и g лежат в кольце нормировании. Но тогда формальный ряд композиции этих отображений снова имеет коэф​фициенты в кольце [image: image771.png]


 и потому сходится в [image: image772.png]Py(l).



 Доказательство закончено.
   Сформулируем теперь явно некоторые утверждения о рядах Тейлора и производных, которые неявно фигурировали в предыдущих рассуждениях.
   Определение. Пусть задана вектор-функ​ция [image: image773.png]


где [image: image774.png]U{c£™)



 и [image: image775.png]Vi< k)



— открытые множества. Линейное отображение [image: image776.png]


назы​вается производной функции φ в точке [image: image777.png]


 если
[image: image778.png]lelx+m—@(x)—Lhl=0(l1]),




т. е.
[image: image779.png]lim leEth-ew-Lh;
Irl>0 [ :
D




     Замечания. 1. Если функция φ имеет в точке х производную L, то последняя определена однозначно и обозначается [image: image780.png]Do (x).




   2.   Образ   вектора  [image: image781.png]


 (на   і-м месте 1, а на остальных нули) при отображении [image: image782.png]Depix)



 называется   і-й    частной   производной    функции    φ в точке х и обозначается [image: image783.png]Do (x).




    При изучении дифференцируемости аналитических функций достаточно для начала ограничиться анали​тическими функциями со значениями в поле k. Далее, поскольку дифференцируемость — свойство локальное, мы можем рассматривать лишь функции, которые представлены некоторым сходящимся рядом. 
  Теорема   3.   Пусть[image: image784.png]i

> ax"



— степенной ряд, сходящийся в [image: image785.png]Py(r), r>0.



 Тогда соответствующая функция f дифференцируема в каждой точке[image: image786.png]X & Pylr)



и
[image: image787.png]D
Y(X)=[
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A%
f (x)
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   Таким образом, производная аналитической функ​ции существует и аналитична, и, следовательно, всякая аналитическая функция бесконечно диффе​ренцируема.
   Доказательство. Если внимательно просмо​треть вычисления, выполненные при доказательстве леммы к  теореме   1, то  мы увидим,  что выражение [image: image788.png]


 является   таким    степенным рядом, сходящимся в [image: image789.png]Pyin),



у которого члены нулевой и первой степеней отсутствуют. Отсюда немедленно следует, что
[image: image790.png]lf(xfh)Aﬂr)—Di(X)l_)O npr 4]0,
Th




Замечание. Положим[image: image791.png]


Тогда
[image: image792.png]



  2) ряд [image: image793.png]f<x+h)=.§a“f(x)h”



есть обычный ряд Тейлора для случая нулевой характеристики;
[image: image794.png]B
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i
3 (°

a




   Приступим теперь к доказательству следующего основного результата.
    Теорема об обратной функции. Пусть [image: image795.png]i U—k"



 — аналитическое отображение, где U — откры​тое множество в kп. Допустим, что [image: image796.png]


и[image: image797.png]


 Тогда если производная в нуле [image: image798.png]Df(0). " —>R"



 - линей​ный изоморфизм, то отображение f — локальный ана​литический изоморфизм. 
   Доказательство. В случае k = R или С тео​рема общеизвестна. Мы можем поэтому в силу тео​ремы Островского предполагать, что абсолютное зна​чение поля k неархимедово. Пусть [image: image799.png]


 Умножая, если нужно, отображение f на автоморфизм [image: image800.png]DO,



 мы можем считать, что
[image: image801.png](X)) =X, - ;
fi0=X— & X =X~ (X




Заменяя  f(X)  выражением [image: image802.png]


 где[image: image803.png]nesk



 и [image: image804.png]lwi



достаточно   мало,   мы   можем  предполагать, что все коэффициенты [image: image805.png]


лежат в кольце нормирования .[image: image806.png]



   Найти обратное к f аналитическое отображение — это  значит найти   такие  ряды[image: image807.png]


 что [image: image808.png]Xi=4,(T)



 есть решение уравнения
                                [image: image809.png]Ti=Xi—q{X),

1<ign.

(O]




   Мы решим эту задачу в два приема.
   1.  Покажем, что уравнение (*) имеет единственное формальное решение [image: image810.png]


 и найдем соотношения между коэффициентами рядов [image: image811.png]



   2. Двумя существенно различными методами мы до​кажем сходимость полученного формального решения.
    Положим [image: image812.png]


и рассмотрим уравнения
                                 [image: image813.png]BT =T+ (M), 1<ign. {#+)



 
Нетрудно видеть, что [image: image814.png]


(символ Кронекера); вообще для  произвольного  β  коэффициент[image: image815.png]73S



есть линейная комбинация тех коэффициентов рядов [image: image816.png]


 которые стоят при одночленах степени, строго мень​шей, чем β. В этих линейных комбинациях участвуют также целые числа (различные биномиальные коэф​фициенты), не зависящие от [image: image817.png]P H Y,



 Таким образом, по индукции
[image: image818.png]b, p=pp(2; )




где
    [image: image819.png]


 — многочлен  с   целыми положительными коэф​фициентами, которые не зависят ни от [image: image820.png]{9,



 ни от [image: image821.png](.1




     в качестве переменных в[image: image822.png]


 участвуют только аі,α с [image: image823.png]lai<iB;.




    Единственность формального решения установлена; остается доказать его (абсолютную) сходимость.
    Первый способ доказательства основан на том, что, как мы уже говорили, поле k можно считать неархимедовым. Мы можем также предполагать, что [image: image824.png]€A



 для   всех  i и  β.   Поскольку [image: image825.png]b, a=ri(a, )



ясно,   что [image: image826.png]b, ., =4,



 для всех  i и  β.  Следовательно,
ряды [image: image827.png]


 сходятся в полицилиндре [image: image828.png]Rt




    Второй способ доказательства, так называемый метод мажорант Коши, пригоден также и для по​лей R и С. Допустим, что нам удалось найти такие положительные ряды [image: image829.png]


что
     (1)  ряды
[image: image830.png]



сходятся,   где [image: image831.png]


 — формальное решение задачи обращения для
[image: image832.png]{&:);




   (2) [image: image833.png]<

la; ot



для всех і и α. 
Тогда легко показать, что
   (3)[image: image834.png]


 для всех і и β. 
    Действительно,   поскольку   многочлен ріβ имеет целые положительные коэффициенты,
[image: image835.png]10, a1=1pi{a, o) S P2 o] < PR(E, =1, ,




    Очевидно, из свойств (2) и (3) в совокупности следует  сходимость  всех   рядов [image: image836.png]


 Нам остается поэтому подыскать требуемые формальные вещественные ряды [image: image837.png]



   Пусть сначала п=1. В силу сходимости ряда φ1 можно подобрать такое достаточно большое нату​ральное т, что ряд
[image: image838.png]q"= X (XY (m>0

ey




удовлетворяет свойству (1) (лемма Абеля). Вычислим в   явном   виде  соответствующий   обратный   ряд [image: image839.png]<

o



 Для этого нам надо решить уравнение
[image: image840.png](mk)*
T=X—y=0x-




Решение этого уравнения дается формулой
[image: image841.png]



из которой легко усмотреть, что[image: image842.png]$™{T)



представляется степенным   рядом,   сходящимся   в окрестности нуля. 
      Перейдем теперь к обшему случаю; пусть п - произ​вольное   натуральное   число.   Заменяя,   если   нужно, ряды [image: image843.png]{9, {X3}

+



 на [image: image844.png]1, 1A/1)}



  (где μ — специально  подобранный с помощью леммы Абеля элемент поля k), мы можем считать, что[image: image845.png]|a; ol



 для всех і и α. Рассмотрим положительные ряды
[image: image846.png]Fo= XX+, + X))
i>1




и докажим, что они обладают требуемыми свойствами. В силу нашего соглашения свойство (1) выполняется очевидным образом. Соответствующие обратные ря​ды [image: image847.png]


 имеют вид
[image: image848.png]: AT
=Lt Y0 —T,>+~z’(§—"—’ .

LA




В самом деле,
[image: image849.png]



[image: image850.png]



   Поскольку ряды 
[image: image851.wmf]і

y

 сходятся з некоторой окрест​ности  нуля, теорема доказана.
   „Опасные повороты". 1. Пусть k — неархимедово поле. Функция φ, равная единице на элементах кольца [image: image852.png]


    и нулю на дополнении [image: image853.png]BN A,

45



 всюду аналитична. Это вытекает из того факта, что множество [image: image854.png]


 одновременно открыто и замкнуто в k. 
   2.  Если поле k имеет характеристику р>0, то для любой аналитической функции φ, определенной в об​ласти[image: image855.png]Uck’,



 имеем
[image: image856.png]Dy
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    В частности, радиус сходимости производной фор​мального ряда может быть строго больше радиуса сходимости самого этого ряда.
3. Если функция φ аналитична в области [image: image857.png]U ck”



 причем [image: image858.png]Polr)(x) < U,



 где [image: image859.png]xe=U,



 то   ряд   Тейлора функции   φ   в   точке   х   вовсе   не  обязан   сходиться во всем полицилиндре [image: image860.png]


 Последнее имеет место, вообще говоря, лишь для k = С.
3.4. Типы математических моделей
3.4.1. Структурные и функциональные модели.
 Обычно в математической модели отражается структура (устройство) моделируемого объекта, существенные для целей исследо​вания свойства и взаимосвязи компонентов этого объекта; такая модель называется структурной. Если же модель отражает только то, как объект функционирует — напри​мер, как он реагирует на внешние воздействия,— то она называется функциональной или, образно, черным ящиком. Возможны и модели комбинированного типа.
  Рассмотрим пример. Пусть на платформе массы т1 уп​руго закреплен груз массы [image: image861.png]


 (т. е. т2 значительно меньше т1 рис. 1). 
[image: image862.png]



Рис. 1
Платформа, столкнувшись со стенкой, под действием буфера откатывается назад. Нас интересует зависимость амплитуды А колебаний груза после взаимо​действия платформы со стенкой от скорости v накатывания платформы. Жесткости k1 буфера и k2 упругого закрепления считаем заданными; силами трения и учетом вращатель​ного движения колес пренеб​регаем.
   Будем отсчитывать время t от момента столкновения и обозначим буквой T время взаимодействия платформы со стенкой, а символами [image: image863.png]


  и [image: image864.png]


 соответственно координаты платформы и груза от​носительно платформы, от​считываемые от их положений при t = 0. С учетом сделан​ных предположений (в частности, условия [image: image865.png]my <« m;)



 полу​чаем систему дифференциальных уравнений и начальные условия
          [image: image866.png]' it x)
Ak =0, my——E St hx, =0
"y 7 1%1 % 2 P 2%z

0<1<T),

Bav, m=0, =0 ¢=0),

d;
xn=0 - dt



        (1)
которые и составляют математическую модель рассматрива​емой задачи. Из уравнения и начальных условий для x1 находим
[image: image867.png]



(взаимодействие со стенкой заканчивается при первом зна​чении t > 0, для которого х1 = 0). (Символы[image: image868.png]


обозначают равенство по определению, при этом двоеточие указывает на определяемую величину). Подставляя х1 в уравнение для х2, получаем (проверьте!)
[image: image869.png]2 "
[ sy Sin oyf 17
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Отсюда при t = Т имеем
[image: image870.png]



[image: image871.png]dx; _ [dx w]
7’(4:,=«,§_,,,, (1+cus—n)




Начиная с момента t = Т груз совершает гармонические колебания с амплитудой А, определяемой этими начальными условиями. Из сохранения полной (т. е. суммы потенциаль​ной и кинетической) энергии колебательной системы полу​чаем после простых преобразований
[image: image872.png]k

2A





откуда окончательно
                [image: image873.png]2 wi mn
A=hy, e h:=———,oos——‘.
’ AT Ry



            (2)
    Таким образом, с помощью структурной модели мы получили явную формулу для коэффициента пропор​циональности между скоростью платформы и амплитудой колебаний груза, возникающих после взаимодействия плат​формы со стенкой. Для каждой конкретной системы по​добного типа мы можем, зная значения параметров [image: image874.png]my, my, ki, ky,



 подсчитать значения этого коэффициента. Так, для
[image: image875.png]m=10T=10kr, ki =11c/cm=9810°u/m,
my, = 200 kr, ky = 200 krc/cM = 1,96-10° 5/M



 (3)
получаем[image: image876.png]h=1,79-10"°



с, откуда окончательно
т. е.                             [image: image877.png]A = 1,79-107% (m/0),




                           [image: image878.png]A {cm) = 497107 (xm/w).



                        (4)
     Последнюю формулу можно рассматривать как функ​циональную модель рассматриваемой системы при значе​ниях (3) параметров. Эту формулу для конкретных зна​чений параметров можно было бы получить и непосредст​венно: в самом деле: пропорциональность величин v и А вытекает из линейности задачи или из анализа размерностей, а значение коэффициента пропорциональ​ности h можно найти, проведя физический эксперимент для какого-либо одного значения v. Однако явное выражение (2) коэффициента h через параметры системы может ока​заться полезным при ее проектировании. Отметим, что описанный только что (второй) способ вывода формулы (4) является примером идентификации математической модели. Эта процедура возникает, если после выбора схемы модели требуется определить ее пара​метры, уточнить структуру и т. п. 
3.4.2. Дискретные и непрерывные модели
    Как известно, величины могут быть двух типов — дискретные, т. е. при​нимающие «оторванные» друг от друга значения, допуска​ющие естественную нумерацию, и непрерывные, принима​ющие все значения из некоторого интервала. Возможен также смешанный случай, например, когда величина на каком-то интервале своих значений ведет себя, как дискрет​ная, а на другом — как непрерывная. (Эти определения не являются исчерпывающими, но для нас они достаточны.)
   Подобным образом, модели — как содержательные, так и математические — могут быть либо дискретными, либо непрерывными, либо смешанными. Между этими типами нет принципиального барьера и при уточнении или видоизменении модели дискретная картина может стать непрерывной и обратно; то же может произойти в процессе решения математической задачи. Таким образом, во многих задачах при составлении математической модели, а также при выбо​ре метода ее исследования надо учитывать возможность применения как «дискретного», так и «непрерывного» аппа​ратов (например, для дискретных моделей характерно при​менение сумм, а для непрерывных — производных и интег​ралов) независимо от характера исходной картины.
    Пусть, например, изучается прогиб балки от груза, расположенного на интервале сравнительно малой длины. Хотя это распределение непрерывно, мы можем без сущест​венной ошибки, переходя к модели, значительно упростить картину, заменив распределенный груз сосредоточенным.
    Рассмотрим этот переход более подробно. Будем для простоты считать балку прямолинейной и направим ось х вдоль нее. Тогда, если груз распределен с плотностью q(x) на малом интервале (l), расположенном вблизи точки x = а, то после замены мы получаем груз
[image: image879.png]0=fq@)dx
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сосредоточенный в этой точке. Как известно, такой сосредо​точенный груз можно рассматривать как распределенный с плотностью
[image: image880.png](X =Q3(x-a)




где δ — дельта-функция Дирака (см. Добавление, п. 2). Такой подход как бы перекидывает мост между дискретными и непрерывными моделями и, в частности, дает возможность в случае сосредоточенной нагрузки пользоваться форму​лами, выведенными для нагрузки распределенной.
     Описанный переход особенно целесообразен, если конк​ретный вид функции q(х) нам неизвестен, но суммарное значение Q мы знаем. Аналогичный переход к дискретной модели нагрузки можно совершить, если имеется несколько грузов, каждый из которых распределен на малом интервале.
    Но пусть таких грузов, замененных на сосредоточенные, много (см. рис. 1, где показан участок балки). 
[image: image881.png]



Pис. 1
Тогда может оказаться удобнее перейти к непрерывной модели на​грузки, распределенной   с плотностью, показанной на рис. 2 штриховой линией. Эта плотность получается с помощью осреднения   исходного распределения сле​дующим образом. Для каждого значения х мы под​считываем нагрузку[image: image882.png]Q{x; Ax),



приходящуюся на интервал некоторой длины ∆х с центром в точке x, а затем полагаем плотность q(x) равной
q (х) (= q (х; ∆х))=
[image: image883.wmf]1

х

D

 Q (х; ∆х).
(Конечно, практически такой подсчет проводится лишь в каком-то числе точек.) Особенно простая картина получает​ся, если грузы расположены периодически со сравнительно малым периодом: тогда осредненная плотность постоянна.
    Эпюра плотности нагрузки зависит от выбора интервала осреднения ∆х. Каким надо взять этот интервал? Нетрудно понять (продумайте это!), что он должен быть велик по сравнению с характерным расстоянием между грузами, но мал по сравнению с общей длиной балки. Например, можно взять среднее геометрическое этих двух величин. (Подумай​те, почему не среднее арифметическое.)
    Аналогичная процедура происходит, когда мы от среды, состоящей из отдельных частиц, переходим с помощью осреднения к сплошной среде, параметры которой (плот​ность, температура и т. п.) распределены по пространству; от поезда с дискретными вагонами переходим к его непре​рывной  модели;  от  воздействия   на   систему,  имеющего характер частых подталкиваний, переходим к непрерывно действующей силе и т. д.
     Осреднение применяется не только для перехода от дискретной модели к непрерывной, но также и для упро​щения быстро колеблющихся зависимостей в непрерывных моделях.
   Переход от дискретной модели к непрерывной, равно как и обратный переход, может существенно упростить исследо​вание, но порой может внести и неадекватность, за чем необходимо следить. Пусть, например, изучаются продоль​ные свободные упругие колебания (с линейным законом упругости) прямолинейного однородного стержня. Обозна​чим и=и(х, t) смещение в момент t сечения с координатой х, отсчитываемой вдоль стержня. Тогда (см. Добавление, п. 16) и удовлетворяет уравнению с частными производными
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Здесь 
[image: image885.png]



а смысл букв указан в Добавлении, п. 16.
  Заменим стержень на дискретную модель (рис. 2), со​стоящую из последователь​ности с некоторым шагом h   материальных точек массы
т, соединенных пружинами нулевой массы и жесткости k. 
[image: image886.png]



Pис. 2
В качестве т естествен​но взять массу соответствующей «порции» стержня, т. е. [image: image887.png]m = pan,



 где S — площадь поперечного сечения стержня. Жесткость k выберем такой, чтобы в обеих моделях данному относительному удлинению ε отвечала одинаковая упругая сила. Это приводит к равенству[image: image888.png](ehY k= (Ee)S§



(продумайте его!), откуда [image: image889.png]k= SE/h




   Обозначим [image: image890.png]


смещение i-й точки и применим к ней второй закон Ньютона. Мы получим уравнение
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которое после простых преобразований приобретает вид
                                  [image: image892.png]2 ey = 24+ umy
g



                        (2)
(Тот же результат получится, если производную в правой части уравнения (1) заменить на симметричную разделенную разность второго порядка, как это делается при числен​ном решении уравнений с частными производными.) Равен​ство (2) имеет место для каждого из использованных значений t, т. е. мы получили систему обыкновен​ных дифференциальных уравнений.
    Покажем, как можно обратно от дискретной модели (2) перейти к непрерывной модели (1). Для этого надо считать х непрерывной переменной и, обозначив х, исходную (лагранжеву) координату i-й точки, воспользоваться формулой Тейлора:
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Подставив эти выражения в (2), мы после сокращения на h2 и перехода к пределу при[image: image896.png]


приходим к уравнению (1).
   Решение системы (2) при малом h в целом хорошо имитирует решения уравнения (1) как в количественном, так и в качественном отношениях. Проверим, например, выполнение закона сохранения полной энергии для стержня конечной длины l, жестко закрепленного на концах. Тогда [image: image897.png]0 x<g!



 и в непрерывной модели выражение для полной энергии [image: image898.png]


 имеет вид
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(выведите это выражение!). Применяя правило Лейбница о дифференцировании интеграла по параметру, получаем отсюда
[image: image900.png]



Пользуясь уравнением (1), выводим
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Но из предположения о жестком закреплении концов стер​жня следует, что [image: image902.png]Ulreor =0



 и потому [image: image903.png](0u/ 0 e, = 0.



 Зна​чит, [image: image904.png]


 т. е. [image: image905.png]



    Проверим теперь аналогичное свойство для дискретной модели (2). Пусть точки имеют номера с i=0 до i=N, причем [image: image906.png]u(f) = 0



 и [image: image907.png]Ut =0



 (концы закреплены). Тогда выражениие для полной энергии таково:
[image: image908.png]Z (s — )"

=0




После дифференцирования и применения уравнения (2) получаем
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       (3)
Раскрыв во второй сумме вторую скобку, проведем преобра​зование:
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при последнем переходе мы учли, что индекс суммирования является немой переменной, т. е. может быть обозначен любой буквой и, кроме того, что[image: image911.png]uy =0,



Отбросив член с [image: image912.png]


 находим отсюда
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Подставив это выражение, а также значения т и k в (3), получаем, что[image: image914.png]da2/dt



(проверьте!), т. е. [image: image915.png]3 = const.




    Отметим попутно, что проверка выполнения в модели математических аналогов фундаментальных физических за​конов, таких, как закон сохранения энергии, подобная толь​ко что проведенной, является важным этапом контроля качественной адекватности этой модели. Такой контроль существен, в частности, при переходе от одной математиче​ской модели к другой — например, при упрощении урав​нений модели, когда исследование в какой-то степени отор​валось от физической реальности.
    Но есть и некоторые отличия между решениями урав​нения (1) и системы (2), не только количественные, но и качественные. Так, далеее будет показано, что решения​ми уравнения (1) служат волны, бегущие по стержню с постоянной скоростью а без изменения своей формы; с той же скоростью распространяются и любые деформации, поя​вившиеся в результате внешних воздействий. Для системы же (2) влияние внешних воздействий распространяется с формально бесконечной скоростью. Пусть, например, левый конец х=0 полубесконечного стержня начиная с момен​та t= 0 пришел в движение с постоянной скоростью [image: image916.png]


 Тогда график смещений в некоторый момент t > 0 для модели (1) показан на рис. 3 сплошной линией, а для модели (2) — штри​ховой. 
[image: image917.png]



Pис. 3
Таким образом, дис​кретная модель получи​лась неадекватной по от​ношению к скорости рас​пространения воздействий. Адекватность можно восстановить, если, например, пренебречь слишком малы-                      ми значениями смещений, считая, что воздействие дошло до какой-то точки, если смещение превзошло некоторое разумное значение[image: image918.png]g€ >0




3.4.3. Линейные и нелинейные модели
Линейная зависи​мость одной величины от другой — это пропорциональность их приращений, т. е. зависимость вида у = ах + b, откуда получаем [image: image919.png]


(∆ — обычное обозначение приращения); аналогично, линейная зависимость величины от двух других — это зависимость вида [image: image920.png]zZ=ax+ oy+ o,



 откуда [image: image921.png]Az= gAx + DAy,



 и т. д. Типичные линейные зависимости между физическими величинами — закон Гука (удлинение пропорционально силе растяжения), закон Ома, закон теплового расширения и т. д. В действительности все эти зависи​мости являются линейными лишь приближенно, но в соот​ветствующих, обычно устанавливаемых эмпирически диапа​зонах изменения величин предположение о линейности вы​полняется с хорошей точностью и в то же время существенно упрощает исследование.
     Аналогично определяется понятие линейной модели. Оно применяется для моделей объектов, рассматриваемых как преобразователи, для которых каждому входу соответству​ет некоторый выход. Так, если мы изучаем задачу о прогибе прямолинейного стержня под действием попереч​ной распределенной нагрузки, то входом можно считать ее плотность q(х), а выходом — прогиб у(х). Если изучается задача о вынужденных колебаниях осциллятора, то входом можно считать закон изменения внешней силы F(t), а выхо​дом — закон колебаний х(t) и т. д. В математике такой преобразователь называется оператором. (Кстати, и любую функцию можно трактовать как преобразователь, у которого входом служит значение аргумента или набор значений аргументов, если их несколько, а выходом — значение функции.)
    Будем считать, что начала отсчета входа и выхода выбраны так, что нулевому входу отвечает нулевой выход. Тогда модель называется линейной, если в ней выполнен принцип суперпозиции (наложения), т. е. при сложении входов складываются и выходы, а при умножении входа на любое число выход умножается на то же число. Если этот принцип не выполнен, модель называется нелинейной. Ли​нейные модели обычно описываются линейными неоднород​ными уравнениями — алгебраическими, дифференциальны​ми и т. д., в которых неоднородный член отвечает входу, а решение — выходу. Так, в первом примере предыдущего абзаца при сравнительно малых прогибах модель является линейной и, приняв для определенности, что концы х =а и х = b стержня шарнирно закреплены, получаем в качестве математической модели краевую задачу (т. е. задачу о ре​шении дифференциального уравнения при заданных крае​вых условиях)
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       (1)
где Е — модуль Юнга, а І — геометрический момент инер​ции поперечного сечения относительно оси, проходящей через его центр масс параллельно оси z. Во втором примере, для осциллятора получаем задачу Коши (т. е. задачу с начальными условиями)
                          [image: image923.png]dzx
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             (2)
Линейным является решение уравнения (1.4) во всем прост​ранстве относительно начального условия
[image: image924.png]8limo = Bg(x, ¥, 2)




 и т. д.
     Свойство линейности модели существенно упрощает пос​троение и исследование решения математической задачи. Так, если модель включает обыкновенное дифференциаль​ное уравнение, как в примерах (8) и (9), такому иссле​дованию помогает то, что решение такого уравнения стан​дартным способом выражается через так называемую фун​даментальную систему решений, а если коэффициенты уравнения постоянные — то и непосредственно через экспоненты.
    Целый ряд методов решения дифференциальных и иных уравнений был впервые разработан и наиболее эффективно применяется для случая, когда эти уравнения линейны. Напомним, например, как применяется классический метод разделения переменных (метод Фурье) к решению урав​нения теплопроводности (1 п.3.1.4) в ограниченной области D) при заданном начальном условии [image: image925.png]Blmp =8 (x, 5, 2)



 и однородных граничных условиях I, II или III рода. Вначале строится соответствующая последовательность так называемых собственных функций [image: image926.png]Y1y P2y vrey



удовлетворяющих в (D) уравнению
                              [image: image927.png]


                   (3)
а на границе (D) — тому же условию, что и θ. Эти функции для наиболее простых областей (D) явно выписываются и приведены в справочниках, а в других случаях могут быть построены численно, причем основную роль играют первые из них, порой даже лишь функция φi, отвечающая наимень​шему собственному значению [image: image928.png]Ay



 Функции [image: image929.png]


 образуют в (D)  так называемую ортогональную полную систему, откуда следует, что [image: image930.png]


 допускает по ней разложение:
[image: image931.png]8 (x, 3. 2) = Z Aps (%, ¥, 2),
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коэффициенты которого можно подсчитать по формулам
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(Напомним, что последовательность непрерывных или кусочно-не​прерывных функций [image: image933.png]


 заданных на конечном интервале (а, b), образует на нем ортогональную систему, если все они ненулевые и
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      (4)
Эта система называется полной, если любую непрерывную или кусочно-не​прерывную функцию f(x), заданную на (а, b), можно разложить в ряд
                     [image: image935.png]J=Yan @) a<x<b
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            (5) 
Коэффициенты этого ряда легко найти с помощью свойства (4):
    [image: image936.png]b &
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 (6)
(докажите!). Например, хорошо известна полная ортогональная система функций [image: image937.png]LeosSx sinZ 2 i
‘Coslx,smlx,cosfx.inl




 на интервале[image: image938.png]


 Для нее ряд (5) — это ряд Фурье.
   Аналогично рассматриваются полные ортогональные системы функций нескольких аргументов.)
Так как каждой функции [image: image939.png]Pus



 взятой в качестве начальной, отвечает решение [image: image940.png]


то, в силу принципа суперпозиции, начальной функции θ0 отвечает решение
                          [image: image941.png]had S
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       (7)
которое и является искомым.
    Проведенное рассуждение имеет область применимости, значительно выходящую за рамки уравнения (1 п.3.1.4), и суще​ственно опирается на линейность задачи уже при отделении переменной t, т. е. при переходе от уравнения (1 п.3.1.4) к уравнению (3). Аналогичным образом в случае неог​раниченной области (D) применяется интегральное представление решения, которое строится с помощью того или иного интегрального преобразования по пространственным переменным, чаще всего — так называемого преобразования Фурье. Широко известно также преобразование Лапласа по времени, приводящее к операционному исчислению; это исчисление также применяется почти исключительно к ли​нейным задачам.
    Весьма благоприятна линейность задачи и для таких распространенных методов приближенного решения диффе​ренциальных уравнений (обыкновенных и с частными про​изводными), как метод Галеркина в его различных вариан​тах и метод конечных элементов (см. Добавление, п. 3). Хотя в принципе эти методы применимы и к нелинейным задачам, но естественно, что системы из большого числа конечных уравнений, к которым они приводят, гораздо легче решаются в линейном, чем в нелинейном случае. Это от​носится и ко многим другим приближенным методам.
    Необходимо иметь в виду, что существуют принципиаль​но нелинейные объекты (в том числе явления), для которых применение линейных моделей приводят к грубым иска​жениям картины. Это прежде всего системы, для которых изменение масштаба воздействия приводит к качественному изменению результата. Типичным примером могут служить механические системы с сухим трением, для которых малая сила не порождает движения, а большая — порождает; вообще, наличие любых барьеров подобного рода — это типичный нелинейный эффект. Существенно нелинейной является также задача об изучении околокритического сос​тояния объекта, зависящего от параметров, когда при их изменении устойчивость сменяется неустойчивостью или один тип движения - другим и т. п. Во всех таких случаях надо применять методы нелинейного анализа, которые мож​но найти в специальной литературе.

3.4.4. Линеаризация
    Выгоды линейности бывают столь ве​лики, что приближенная замена нелинейных соотношений на линейные, нелинейных моделей на линейные, т. е. лине​аризация соотношений, моделей и т. д. весьма распростра​нена. Такая линеаризация обычно проводится в двух случа​ях: либо если эксперимент показывает (как, например, для закона Гука), что отклонение от линейности в рассматрива​емых диапазонах изменения переменных невелико и несу​щественно, либо же, если эти диапазоны малы и мы заме​няем приращения переменных на их дифференциалы, отбра​сывая члены высшего порядка малости. (Во втором случае применяется также линейное интерполирование.) Покажем последнюю процедуру на формальном примере. Пусть величины х, у, z связаны уравнением
                                      [image: image942.png]3
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               (1)
Это уравнение при [image: image943.png]xm2y=~1l,2=9



 удовлетворяется.
Пусть теперь эти величины мало изменились, т. е. стало
[image: image944.png]x=2+E y=~14+n2=%,



 где[image: image945.png]


малы. Тре-
буется найти линейное соотношение между [image: image946.png]&M G,



 справедливое с точностью до членов высшего порядка малости; другими словами, требуется провести линеаризацию урав​нения (1) вблизи указанных значений х, у, z (говорят также — «при этих значениях»). Для этого продиффе​ренцируем обе части уравнения (1):
[image: image947.png]Oldr e @y + xan ' -5y 7+ Byay - (dx) toxdy

o - ! * -’

+ € (Uz) = 0.




Подставив сюда вместо х, у, z их исходные значения, а вместо дифференциалов — приращения соответствующих переменных (при этом мы пренебрегаем величинами выс​шего порядка малости — в этом и состоит линеаризация), получим
[image: image948.png](QIE+2) (-1 -6(3n -2 + 2L =0,




т.е. 
[image: image949.png]11§ + 20n - 145 = 0.




Линеаризованное уравнение несравненно проще исходного. Его можно записать и в переменных х, у, z.
[image: image950.png]HEx-H+20@+1)~142=0,




т. е. 
[image: image951.png]Hx+ 20y~ 14z =2,




Геометрический смысл проведенной линеаризации таков: мы получили уравнение касательной плоскости к поверхности (1) в пространстве x,y,z в заданной точке (2, - 1, 0).
    В качестве другого примера рассмотрим дифференциаль​ное уравнение
                              [image: image952.png]P+
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                    (2)
имеющее очевидное частное решение [image: image953.png]Yo {x) = 1.



 Пусть близкое решение имеет вид [image: image954.png]y(x) =1+ n(x).



 Чтобы получить линеаризованное уравнение для η, варьируем уравнение (2):
[image: image955.png]Byy' + 2y (dy)siny + (1 + %) (cos y) (By) + by =0.




(Вариация функции появляется при рассмотрении операторов (пре​образователей функций в функции, см. п. 3.4.3) и функционалов (преобразо​вателей функций в числа).  Тек, если задан оператор [image: image956.png]


 где y = y (х) — вход, a z = z (х) — выход, то вариация
[image: image957.png]by =3y (x)




функции у = у (х) — это ее приращение, полученное при переходе от у к некоторой другой, близ​кой функции [image: image958.png]


 т. е. [image: image959.png]Sy ()= p(x) - yi(x)



 (см. рис. 1; сравните:[image: image960.png]


получается при сохранении функции у(х), но изменении значения х).
[image: image961.png]



Pис. 1
 Вариация оператора [image: image962.png]SF {y}



 получается,    если    в    его    приращении [image: image963.png]Fiy+ dy} - F{y



  оставить только линейные члены относительно δу и отбросить члены высшего порядка   малости.   Варьирование (вычисление   вариации)   оператора   про​изводится по тем же правилам, что и дифференцирование функции, причем надо полагать [image: image964.png]') = (oy),



[image: image965.png](') = (3"



и т. д., подобно тому, как это делается при вы​числении смешанной производной функции нескольких переменных. При​мер вычисления вариации оператора — левой части уравнения (2) — приведен  в тексте. Аналогично определяется и вычисляется   вариация функционала.)
    Подставив сюда [image: image966.png]y=yn()(=1),dy=n,



 получаем искомое
уравнение
[image: image967.png]N+ +n=0,




которое легко решается.
    На последовательной линеаризации основан один из самых эффективных методов приближенного решения не​линейных уравнений различных типов — метод Ньютона. Опишем его сначала на примере решения конечного урав​нения общего вида
                                                  [image: image968.png]f=0



                             (3)
Метод имеет итерационный характер (см. Добавление, п. 4). Пусть мы отправляемся от некоторого нулевого прибли​жения решения: [image: image969.png]X = Xp.



 Проведем линеаризацию функции f при [image: image970.png]X = X,



 для чего разложим ее в ряд Тейлора по степеням [image: image971.png]


 и отбросим в разложении все нелинейные члены. Тогда взамен (3) мы получим линеаризованное уравнение               [image: image972.png]£ (xo) + f (3} (x = 2} = 0.




Его решение назовем приближением x1 решения уравнения (3), т. е.
[image: image973.png]f{x)
I (x)

X = X~




Затем то же проделаем с x1 и т. д. Общая формула для построения последовательных приближений по методу Нью​тона такова:
                               [image: image974.png]_
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                                  (4)
   Сравнение с уравнением (Д.28) показывает, что метод Ньютона состоит в применении метода итераций к урав​нению (3), переписанному в равносильной форме:
[image: image975.png]



Почему полезна именно такая форма? Для ответа, обозначив правую часть[image: image976.png]¢ (%),



вычислим производную:
[image: image977.png]¢ R)=1-

Feafe;- f(x)f(x) EEACEMEC)]
@ )





Таким образом, для точного решения[image: image978.png]


уравнения (17) получаем при [image: image979.png]=0,



  что [image: image980.png]


 А это, в силу п. 4 Добавления, означает, что если только х0 не слишком далеко от [image: image981.png]


 то метод Ньютона сходится со сверхгеометрической скоростью.  (Если [image: image982.png]


 что бывает весьма редко, то метод сходится со скоростью геометрической прогрессии.)
   В качестве примера рассмотрим то же уравнение (Д. 29), что и в п. 4 Добавления. Здесь формула (4) приобретает вид
[image: image983.png]Ny =gy = B ¥O3_ 26703
-1 -1




Начав с x0=0, при вычислениях с точностью до 10-6 получаем [image: image984.png]Xs = x, = 0,3389302



 (проверьте!). Таким образом, сходимость получилась существенно более быстрая, чем в п. 4 Добавления. Расхождение в последней значащей цифре с п. 4 Добавления объясняется округлениями при вычис​лениях.
    Покажем еще, как применяется метод Ньютона к системе конечных уравнений на примере системы двух уравнений общего вида
                            [image: image985.png]Sy =0, g(x =0



                       (5)
Пусть мы уже имеем некоторое приближение[image: image986.png]X =

Ky



[image: image987.png]


[image: image988.png]Yae



 Чтобы перейти к следующему приближению, раз​ложим функции f u g около значений [image: image989.png]


 в ряды Тейлора и отбросим в разложениях все нелинейные члены. Тогда взамен (5) мы получим систему уравнений первой степени
[image: image990.png]Do+ U = x) + (=2} =0,
@+ @] (x=x)+ (@ —1) =0,




где обозначено [image: image991.png]n = (Sns Yu)»



    [image: image992.png]D = 15 (Xns Vo)



и т. д. Решение этой системы и принимается за [image: image993.png](e1r Yuser)s



 т. е. последующее приближение определяется из простой системы уравнений
[image: image994.png]Fdndnas + (f)a¥ors = ()% + {F)a¥n = (N
(8aXner + (&Iner = (&)akn + (B)n¥n = (&)




Таким образом, исходя из нулевого приближения [image: image995.png]X = X



[image: image996.png]


  мы можем, положив п = 0, найти первое при​ближение[image: image997.png]


 [image: image998.png]


 и т. д. Из последней системы сразу видно также, что если последовательные приближения схо​дятся при [image: image999.png]


 то в пределе получается одно из решений системы (5). На практике обычно факт сходимости или расходимости распознается легко, так как сходимость в методе Ньютона, если она имеет место, происходит с весьма высокой скоростью.
     Метод Ньютона распространяется и на нелинейные урав​нения других типов, в частности на краевые задачи для нелинейных дифференциальных уравнений, путем сведения их к последовательному решению линейных задач.
Имеются и другие способы линеаризации уравнений и моделей.

3.4. 5. Детерминированные и вероятностные модели. Другие типы моделей
    Математическая модель может включать случайные компоненты — случайные скалярные или вектор​ные величины, случайные последовательности или функции, случайные структуры и т. п., удовлетворяющие статисти​ческим законам. Такие модели называются вероятност​ными или стохастическими, в отличие от детермини​рованных моделей, которые таких компонентов не содер​жат. Так, если какой-либо элемент изучаемого объекта является изделием массового производства и на интересу​ющие нас свойства могут заметно повлиять отклонения параметров от их номинальных значений, то эти параметры часто считают случайными величинами. Случайные функ​ции появляются, например, при рассмотрении воздействия ветра на какие-либо сооружения, сигналов на фоне шума, шероховатых поверхностей, турбулентных движений жид​кости и т. д.
Вероятностные модели изучаются с помощью методов теории вероятностей. К сожалению, довольно часто бывает, что вероятностные характеристики случайных компонентов (математические ожидания и дисперсии случайных величин, тем более законы распределения последних, а также ана​логичные характеристики случайных функций) оказывают​ся известными с весьма невысокой точностью или даже вовсе неизвестными, т. е. модель не удовлетворяет требованию продуктивности. Методы математической ста​тистики направлены на определение таких характеристик, но и эти методы не всегда удается эффективно применить. Поэтому при построении вероятностных моделей надо уде​лять существенное внимание источнику таких характе​ристик. Если они не поддаются определению с необходимой точностью, то можно попытаться поискать другую модель, быть может более грубую, но и более устойчивую от​носительно пробелов в знании исходных данных. Например, иногда удается провести исследование и вычисления по максимальным отклонениям рассматриваемых параметров.
    Приведем пример. Пусть х — решение задачи Коши
[image: image1000.png]%+a(l;m)x=0 Osr<®) x(0)=1,




где а — случайная функция (переменная ω, как это принято в теории вероятностей, имеет смысл элементарного исхода). Тогда и [image: image1001.png]x=x(t w)



 — случайная функция, характеристики которой существенно зависят от характеристик функции а. Но пусть не представляется возможным детально узнать характеристики функции а, известно только, что всегда [image: image1002.png]I1<ax<2



 Тогда, подставляя крайние возможные значения, мы получаем  гарантированную оценку   решения:[image: image1003.png]


[image: image1004.png]


 из нее, например, следует, что [image: image1005.png]x{t wy->0



с экспоненциальной скоростью при [image: image1006.png]



  Применяется классификация моделей и по другим приз​накам. Так, различают статические и динамические (эволюционные) модели; для второго типа моделей предметом изучения является изменение рассматриваемого объекта во времени. Промежуточное место занимают квазистатические, стационарные и квазистационарные модели. В квазистатической модели принимается, что изменение объ​екта происходит столь медленно, что при рассмотрении ситуации в каждый момент можно в первом приближении объект считать статическим (грубо говоря, пренебречь инер​ционными силами), а время считать добавочным парамет​ром. В стационарной модели считается, что процессы про​исходят, но изучаемый объект во времени не меняется; простейший пример — электрическая цепь с постоянным током. Естественно определяется и квазистационарная модель.
   В связи с перечисленными сейчас типами моделей упо​мянем еще о применяемых здесь терминах: установившимся процессом обычно называют стационарный или периоди​ческий процесс; переходным процессом называют процесс перехода от одного статического состояния или установивше​гося процесса к другому.

3.5. Модули, альбомы и многообразия математических моделей
3.5.1. Модули и альбомы математических моделей
   В этой разделе k — поле, полное относительно нетри​виального абсолютного значения.
   Пусть Х — топологическое пространство математических моделей. Модулем математической модели  ( в дальнейшем – модулем)   с    пространства    X   назывем   тройку  [image: image1007.png]


 где
(1)  U — открытое подмножество в X,
(2)  п — целое неотрицательное число,
(3) φ —отображение U в kп, причем множество φ(U) открыто  в  kп   и  отображение [image: image1008.png]U—q(U)




 — гомео​морфизм.
  Обозначения:
U = О (с) ~ открытое множество модуля с;
 φ = М (с) — отображение модуля с; 
[image: image1009.png]


 — размерность модуля с.
   Пусть заданы два модуля  [image: image1010.png]c=(U, ¢, n)



 и [image: image1011.png]¢ =({U", ¢, n




пространства X. Мы скажем, что с и с' согласованы, если отображения [image: image1012.png]@ et lo(V)



 и [image: image1013.png]gog g (V)



 аналитичны, где [image: image1014.png]V=Unuv



(см. диаграмму).
[image: image1015.png]



Если с и с' согласованы и V≠0, то п=п'. Семейство модулей [image: image1016.png]{eh ey



 называется покрытием пространства X, если [image: image1017.png]Uoty=x.

=1




     Альбомом математических моделей (дальше - альбомом) А пространства X назывем такое се​мейство модулей, образующее покрытие пространства X, в котором любых два модуля согласованы.
   Мы будем говорить, что два альбома А и А' согла​сованы, если выполнено одно из следующих двух эквивалентных условий:
(1)[image: image1018.png]AU A



— альбом;
(2)  если [image: image1019.png]


 и [image: image1020.png]e A,



то модули с и с' согласованы.
   Замечание. Согласованность двух альбомов есть отношение эквивалентности. Действительно, рефлек​сивность и симметричность очевидны; докажем тран​зитивность. Пусть даны три альбома А1, А2 и А3, причем альбом А1 согласован с А2 и альбом А2 согласован с А3. Пусть[image: image1021.png]oA



и[image: image1022.png]3 & As.



 Мы должны показать, что с1 и  с3   согласованы.   Обозначим   через  V   пересечение [image: image1023.png]O (e} O ey



 Случай [image: image1024.png]


 тривиален. Пусть [image: image1025.png]


 и   пусть[image: image1026.png]=M(cy)



 и [image: image1027.png]


 В  силу симметрии достаточно  установить, что отображение  [image: image1028.png]Py @y



аналитично   на [image: image1029.png]


 Для   этого   мы    покажем,    что это  отображение  аналитично в  каждой   точке   вида
[image: image1030.png]


 Выберем модуль [image: image1031.png]Co={l/, @, 1) A,



такой, что [image: image1032.png]re U,



Отображение [image: image1033.png]o @ UIV)—{UNV)



 аналитично    в    точке  [image: image1034.png]


  отображение [image: image1035.png]


[image: image1036.png]


 аналитично  в точке  [image: image1037.png]


 Следовательно,    отображение [image: image1038.png]oy ={Q;°97 ) (@)



 аналитично в точке [image: image1039.png]@ (x),



 что и требовалось доказать.

3.5.2. Определение аналитического многообразия

  Пусть X — топологическое пространство математических моделей.
  Структурой аналитического многообразия в про​странстве X назывем класс эквивалентности согла​сованных альбомов этого пространства.
    Можно дать и другое определение. Будем говорить, что альбом А полон, если любой модуль с простран​ства X, согласованный со всеми модулями этого альбома, тоже принадлежит этому альбому. Понятно, что класс эквивалентности всех согласованных альбомов данного пространства содержит только один полный альбом. Таким образом, мы приходим ко второму определению: структурой аналитического многообразия называется     полный альбом пространства X.
    Всюду в дальнейшем символ X обозначает топо​логическое пространство, снабженное фиксированной структурой аналитического многообразия; его полный альбом мы будем обозначать через А(Х). Говоря о модулях этого пространства, мы будем иметь в виду только модули альбом А(Х).
   Пусть [image: image1040.png]e X,



 Размерностью [image: image1041.png]dim, X



 многообразия X в точке х называется размерность любого модуля с, такой,   что [image: image1042.png]x e 0(c)



 Функция [image: image1043.png]x—>dim,. X



локально постоянна на X. Если эта функция —глобальная кон​станта, равная п, то мы говорим, что многообразие X имеет всюду одинаковую размерность, и называем его п-мерным многообразием.
   В частных случаях, представляющих наибольший интерес в теории математического моделирования, принята следующая терминология:
      если k=R, говорят, что X — вещественное анали​тическое многообразие;
     если k=С, говорят, что X — комплексное анали​тическое многообразие;
    если k = Qр, где р — некоторое простое число, говорят, что X есть             р-адическое аналитическое много​образие.

3.5.3. Топологические свойства многообразий

   Пусть [image: image1044.png]xek” neZ n=l,



 и пусть[image: image1045.png]reR, r>00



 Обозначим   через [image: image1046.png]


шар  радиуса r с центром в точке х, т. е. полицилиндр [image: image1047.png]P(s){x},



 где [image: image1048.png]



   Подмножество [image: image1049.png]


мы будем называть шаром в том случае, когда имеется модуль [image: image1050.png]


 такой, что [image: image1051.png]B U



 и [image: image1052.png]


 — обычный шар в пространстве kп.
   Следующие свойства почти очевидны.
  (1) Каждая  точка [image: image1053.png]


 обладает окрестностью, которая является  шаром. В частности, X —локально полное метрическое пространство (и следовательно, пространство Бэра).
(2)  Если  k — локально  компактное   поле,  то шар пространства Х компактен. В частности, если X — хаусдорфово  пространство,  то оно локально компактно.
(3)  Предположим, что X — регулярное пространство, a k — неархимедово поле. Тогда каждая точка [image: image1054.png]xe X



 обладает базисом окрестностей, одновременно откры​тых и замкнутых.
  Из всех перечисленных свойств только последнее, пожалуй, не совсем очевидно; докажем его. Пусть В — шар многообразия Х, содержащий точку х, и пусть [image: image1055.png]


 — модуль этого многообразия, такой, что [image: image1056.png]BcU



 и [image: image1057.png]


— шар в kп. В силу известных свойств неархимедовых  полей  шар [image: image1058.png]


является открытым множеством пространства kп. Таким образом, само множество В тоже открыто в X. Поскольку простран​ство X регулярно, найдется окрестность V точки х, такая,   что [image: image1059.png]VeB



 и  V   замкнута  в  X. Рассмотрим совокупность всех шаров с центром в точке φ(х), содержащихся в множестве φ(V), и возьмем их прообразы (при отображении φ). Нетрудно видеть, что множество этих прообразов образует фундаменталь​ную систему окрестностей точки х, каждая из которых одновременно открыта и замкнута.

3.5.4. Примеры многообразий

  1.  X — дискретное пространство (п = 0).
  2.  X = V,   где   V — конечномерное  векторное  про​странство над k, [image: image1060.png]dimg V =n,



 Обозначим через А набор модулей   вида [image: image1061.png]


 где [image: image1062.png]@ V—rRk"-



- линейный изоморфизм.   Легко  проверяется,  что  все эти модули согласованы,  т. е. множество А образует альбом про​странства   V,   которое   таким   образом    наделяется структурой аналитического многообразия. 
  3.  Пусть   X — многообразие   и    U — его   открытое подмножество.   Возьмем полный   альбом  А(Х) нашего многообразия и рассмотрим множество
[image: image1063.png]Ap={c=AX) 0@ U}




Очевидно, [image: image1064.png]Ay



 является полным альбомом множества U. Подпространство U вместе с этим альбомом назывем открытым подмногообразием многообразия X.
4.  Пусть X — топологическое пространство, и пусть

[image: image1065.png]



Предположим, что
а) все множества Uі открыты в X;
б)  каждое  подпространство Uі наделено структу​рой аналитического многообразия;
в)  для   любых   і   и   j   структуры   аналитического многообразия,    индуцированные   на  [image: image1066.png]unu,



 много​образиями [image: image1067.png]


совпадают.
Тогда в пространстве X существует единственная структура аналитического многообразия, индуцирую​щая на множествах Uі заданную структуру.
  5.   Прямая   с    „двойной    точкой".    Пусть [image: image1068.png]


 Возьмем   два   экземпляра   поля R и отождествим их во всех точках, кроме нуля:
[image: image1069.png]



Полученное многообразие X можно интерпретиро​вать как факторпространство. Для этого рассмотрим плоскость R2, расслоенную на прямые:
[image: image1070.png]



Если отождествить между собой все точки каждого слоя, то факторпространством будет обыкновенная прямая R. Выколем теперь из R2 начало координат и отождествим только те точки, которые лежат в связ​ной компоненте каждого слоя:
[image: image1071.png]



Факторпространством будет в точности прямая с двой​ным нулем.
Заметим, что построенное многообразие не является хаусдорфовым.
3.5.5. Морфизмы
    Пусть X и Y — два аналитических многообразия. Отображение [image: image1072.png]7. X\—Y



 называется   аналитическим отображением, или морфизмом, если
(1)  отображение f непрерывно;
(2)  отображение  f  „локально   аналитично",  т.   е. существуют альбом  А пространства X и альбом В про​странства   Y,  такие,   что  для  любых двух  модулей [image: image1073.png]


[image: image1074.png]=(U, @, mis A



 и [image: image1075.png]d={V,$p, n)=B



композиция
[image: image1076.png](W) w Ly Lyw)




аналитична (здесь [image: image1077.png]w=Uni' (vl




   Замечания. 1. Условие 2 мы назвали „локальной аналитичностью", поскольку в координатной записи композиция [image: image1078.png]


задается   набором  п   аналитических функций от m переменных.
  2. Свойство непрерывного отображения f быть морфизмом не зависит от выбора альбомов А и В. Это можно показать примерно теми же рассужде​ниями,   которые  использовались при  доказательстветого факта, что согласованность альбомов есть отно​шение эквивалентности.
Следующие формальные свойства морфизмов почти непосредственно следуют из определения.
1)   Композиция   морфизмов   тоже   является   морфизмом.
2)  Тождественное отображение [image: image1079.png]Iy X=X



является морфизмом.
3)  Пусть заданы отображения [image: image1080.png]


и[image: image1081.png]g Y->X,



 такие, что [image: image1082.png]gof



и[image: image1083.png]


 Отображение f  является аналитическим изоморфизмом в том и только в том случае, когда отображения f и g — морфизмы.
    Сформулируем    без    доказательства    следующий гораздо более глубокий результат.
    Теорема.   Пусть   k — алгебраически   замкнутое поле нулевой   характеристики и [image: image1084.png]


 — морфизм аналитических многообразий. Для того чтобы ото​бражение f было аналитическим изоморфизмом, не​обходимо и достаточно, чтобы, оно было гомеомор-физмом.
   Замечание. Утверждение теоремы неверно для [image: image1085.png]


 Действительно,    противоречащим    примером    может служить   отображение [image: image1086.png]


 задаваемое  формулой [image: image1087.png]flxy=x°




3.5.6. Произведения и суммы
     1. Произведения.  Пусть[image: image1088.png]L0,



— конечное семейство аналитических многообразий. Обозначим через Аі альбом пространства [image: image1089.png]X, i),



 Пусть [image: image1090.png]=(u, 9, n)EA;.





Положим
[image: image1091.png]“ € =( H Ui H P 2 "1),
i€y T ATy =]

x=I1x.
A
A={ H cle, =4, iEI}.
(=7




Очевидно, X — топологическое пространство и А — его альбом. Пространство X со структурой аналитического многообразия, определенной альбомом А, называется произведением многообразий [image: image1092.png]{Xit, )




   Легко проверяется, что справедливо обычное свой​ство универсальности произведения: для всякого многообразия Y
[image: image1093.png]X).
Mor (¥,

v Ix)-10,

Mor tY. pun




  2. Сумма,   или    несвязное   объединение.    Пусть [image: image1094.png]{Xi, e



 — произвольная    совокупность    многообразий. Обозначим через [image: image1095.png]


 или [image: image1096.png]


несвязное   объединение   топологических   пространств  [image: image1097.png]{Xih s



 В   пространстве [image: image1098.png]x=11x.



 существует  единственная структура аналитического многообразия, согласованная с заданной структурой каждого много​образия Хі; такое аналитическое многообразие X назывем суммой, или несвязным объединением многообразий.
    Легко проверяется, что справедливо обычное свой​ство универсальности суммы: для всякого много​образия Y
[image: image1099.png]Mor (‘IEII X, Y’ = ‘];I/ Mor (X;, Y,).




В добавлении 2 к этому разделу с помощью несвяз​ных объединений будет описано строение компактных аналитических многообразий, определенных над ло​кально компактным неархимедовым полем.
3.5.7. Ростки аналитических функций
   Пусть [image: image1100.png]


 и пусть [image: image1101.png]


— множество  пар вида [image: image1102.png]


 где    U — открытая   окрестность   точки   х   и φ — аналитическая   функция   на   U.   Множество [image: image1103.png]


 иногда   называют   множеством   локальных   функций в точке х.  Мы   введем в этом множестве отношение эквивалентности.
   Будем говорить, что два элемента [image: image1104.png](U, ), (V,P)sF



 эквивалентны, если найдется такая открытая окрестность W точки х, что[image: image1105.png]WaeUnv



 и[image: image1106.png]P W=glV.



 Соответствующее множество классов эквивалентности обозначим   через [image: image1107.png]


 и   назывем   множеством
ростков аналитических функций в точке х, или локаль​ным кольцом точки х.
   В множестве[image: image1108.png]


естественным образом вводится структура кольца. Пусть f и g — ростки функций в точке х, выберем их представителей [image: image1109.png](U, ¢)=f



 и [image: image1110.png]


 Положим [image: image1111.png]


Сумма  ростков
f+g определяется   как   класс,   содержащий    пару [image: image1112.png](Wl W+g W),



 а   произведение [image: image1113.png]


— как   класс, содержащий   пару [image: image1114.png]


 Легко проверяется, что эти определения корректны, т. е. не зависят от выбора представителей.
   Имеем  каноническое отображение [image: image1115.png]bE—F ,,



 сопоставляющее элементу [image: image1116.png]CER



 пару [image: image1117.png](X, o



 где сα - аналитическая функция, принимающая всюду на X по​стоянное значение α. Это отображение индуцирует каноническое  вложение [image: image1118.png]Rt



 которое превращает кольцо[image: image1119.png]


в k-алгебру.
     Имеем  также  другое  каноническое  отображение [image: image1120.png]


 относящее каждой паре  [image: image1121.png](U,pes=F



 элемент [image: image1122.png]


 Это   отображение    индуцирует    канонический сюръективный  гомоморфизм[image: image1123.png]


Образ [image: image1124.png]


элемента [image: image1125.png]


 обозначим через  f(x) и назовем его значением ростка f в точке х. Ядро [image: image1126.png]


 эпиморфизма θ является максимальным идеалом.
   Поскольку[image: image1127.png]


 постольку k-модуль [image: image1128.png]


 раз​лагается каноническим образом в прямую сумму:
[image: image1129.png]G =i(k)Bw,.




Как правило, мы будем отождествлять і(k) и k.
  Нетрудно показать, что [image: image1130.png]


 — локальное кольцо. Мы докажем более сильное утверждение.
     Лемма.  Пусть (и, φ, п) — некоторый модуль  много​образия в точке х. Беря всевозможные композиции отображения φ с локальными аналитическими функ​циями в окрестности точки 0
[image: image1131.wmf]Î

kn, мы получаем изо​морфизм 
[image: image1132.wmf]j

: [image: image1133.png]


→[image: image1134.png]


, такой, что 
[image: image1135.wmf]j

([image: image1136.png]iy



)=[image: image1137.png]iy



х. (Здесь [image: image1138.png]


 обозначает кольцо ростков аналитических функ​ций в точке [image: image1139.png]


 а [image: image1140.png]iy



 — его максимальный идеал). Кольцо [image: image1141.png]


 изоморфно локальному кольцу сходя​щихся степенных рядов от п переменных.
   Доказательство. Все утверждения леммы оче​видны, за исключением, возможно, последнего, касающегося локальности кольца сходящихся степен​ных рядов от п переменных. Для того чтобы его до​казать, нам надо установить, что любой сходящийся степенной   ряд   f,   для   которого [image: image1142.png]


 обратим в нашем кольце. Поскольку [image: image1143.png]fix)=a+Pix),



 (где [image: image1144.png]a € R,



[image: image1145.png]as+*=90



 и [image: image1146.png]PH )



 и   поскольку   функция  [image: image1147.png]


 аналитична  в  точке  а, композиция [image: image1148.png]gof=1ff



1/f аналитична в точке [image: image1149.png][ =¥'4



. Лемма доказана.
   Пусть[image: image1150.png]fe g, {f 0.



 Наименьшее целое неотрицательное   число  μ,   такое,   что [image: image1151.png]] g miH,



 обозначим[image: image1152.png]ord,




 Выбрав   некоторый   модуль [image: image1153.png](&, ¢, n)



 точки  х, мы можем с помощью предыдущей леммы интерпре​тировать число [image: image1154.png]


 как степень первой ненулевой однородной компоненты ряда [image: image1155.png]().




3.5.8. Касательное и кокасательное пространства

     Пусть[image: image1156.png]xe X




По определению
[image: image1157.png]T X=m,fn’



 — кокасательное пространство в точке х, [image: image1158.png]T X=(m fm)



 — касательное пространство в точке х.
    Касательное пространство допускает еще два эквивалентных описания.
  1) Пространство [image: image1159.png]x-



 канонически изоморфно пространству дифференцирований [image: image1160.png]v H,—+k



:). (То есть   линейных   отображений [image: image1161.png]


 таких, что [image: image1162.png]


 где [image: image1163.png]5L gS Iy



.)
    Действительно,   пусть [image: image1164.png]veET1 A



Тогда v представляет собой некоторую линейную форму на [image: image1165.png]iy



х, анну​лирующуюся  на [image: image1166.png]


 Продолжим  эту форму на все пространство [image: image1167.png]H,=kBm,,



 полагая             v = 0 на k. Покажем,   что  такая   форма [image: image1168.png]v H,—+k



 является дифференцированием. Поскольку v —линейное отображе​ние (над k), нам надо показать, что
[image: image1169.png]v(f - g) —(of) g (x) +f(x) (vg)




для   любых [image: image1170.png]I eso,



 [image: image1171.png]


. Заметим, однако, что левая и правая части этого соотношения билинейны по f и g, а потому нам достаточно установить его для трех частных слyчаев:
[image: image1172.png]ta) [, g <k
) fskugen, wnfen, ngek

(B f, g=mn,




Если имеют место случаи (а) или (в), то обе части нашего соотношения равны нулю; в случае (5) наше соотношение вытекает непосредственно из того факта, что отображение v линейно и обращается в нуль на k.
  Обратно,      пусть     задано      дифференцирование    [image: image1173.png]9: &, ,->k.



  Из свойств дифференцирования легко сле​дует, что θ аннулируется на k и на [image: image1174.png]


и потому однозначно определяет некоторую форму v на про​странстве [image: image1175.png]mw?,



 т. е. некоторый касательный вектор [image: image1176.png]


 Описанное соответствие, как легко прове​рить, является изоморфизмом.
  2) Пространство [image: image1177.png]


 канонически изоморфно про​странству Сх «классов кривых, касающихся друг друга в точке х».
   Сначала точно определим пространство Сх. Пусть [image: image1178.png]


 — множество   пар [image: image1179.png]


 где N — открытaя окрестность  точки [image: image1180.png]ek



и [image: image1181.png]o N—=-X



— морфизм,   такой, что [image: image1182.png]


 Введем   в   множестве    [image: image1183.png]


следующее отношение    эквивалентности.    Пусть [image: image1184.png]Ny opEF 7,



 i=l, 2.   Выберем   в  точке х какой-нибудь модуль       (и, φ, п). Отображение [image: image1185.png]Qow, t=1.2)



определено в окрестности   нуля [image: image1186.png]


 Мы скажем,   что две «кривые» [image: image1187.png](N, )



 и [image: image1188.png]{Ns, P2)



 эквивалентны (или касаются в точке  х),   если [image: image1189.png]Digog)){U)y=Di{gPp)(V).



 Через Сх обозначим множество соответствующих классов экви​валентности элементов множества [image: image1190.png]


 Заметим, что отображение, сопоставляю​щее каждой паре [image: image1191.png](M, s,



 производную [image: image1192.png]D (g o) {(0),



 определяет биекцию [image: image1193.png]C,— Hom, (&, #7) = k"




 Нали​чие таковой позволяет ввести в Сх структуру  вектор​ного пространства над полем k.
   Нетрудно проверить, что эта структура  и само определение множества Сх не зависят от   выбора модуля [image: image1194.png], @, n)



 В самом деле, пусть [image: image1195.png](e, o, 1)



— дру​гой модуль в точке х, и пусть [image: image1196.png]W, DWedF .



 Легко видеть, что
[image: image1197.png]D@ @}{(0) =D (¢ 29 (0) > D(9°%)(0).




Полученная формула показывает, что эквивалент​ность двух кривых не зависит от выбора модуля. Кроме того, отсюда следует, что [image: image1198.png]G =D{gop)(0)oq,



 а это означает, что структура векторного пространства на множестве Сх тоже определена корректно.
   Для того чтобы установить наличие канониче​ского изоморфизма между Сх и [image: image1199.png]


построим спари​вание [image: image1200.png]CoXTeX 2>k,



 (Спариванием двух векторных пространств V и V′ назы​вается билинейное отображение [image: image1201.png]


спаривание назы​вается невырожденным, если индуцированные им отображения [image: image1202.png]Vo>V VsV



 суть изоморфизмы). Для этого рассмотрим вна​чале естественное спаривание [image: image1203.png]


сопоста​вляющее   паре   элементов [image: image1204.png]N, Vs F,y, (V, DEF



 элемент  [image: image1205.png]Dt sk,



  Стандартные     выкладки, использующие координатную запись, показывают, чго такое спаривание индуцирует невырожденное спари​вание [image: image1206.png]Cy X T X 254,



 которое и позволяет отожде​ствить Сх с пространством, двойственным к прост​ранству [image: image1207.png]T.X.




   Замечания. 1. Спаривание ω можно интуитивно представлять себе просто как дифференцирование данной функции по направлению, касательному к   данной кривой.
   2. Если бы мы захотели ввести структуру вектор​ного пространства   на  множестве производных более высокого порядка так, как мы это делали для мно​жества Сх, то нас постигла бы неудача. Причина кроется в том, что производные более высокого по​рядка от композиции двух функций уже не зависят билинейным образом от производных этих функций. 
    Пример. Пусть X — конечномерное векторное про​странство V, тогда
[image: image1208.png]T,V =Homy(k V)=V,
T3V = Homy (V, k)=V".




  Введем теперь два связанных между собой основ​ных понятия: дифференциал функции и касательное к морфизму отображение.
   Пусть[image: image1209.png]


 очевидно, [image: image1210.png]=i em,.



 Образ элемента [image: image1211.png]F—1ix)



 в факторпространстве [image: image1212.png]wm fmi=T7"X



 называется    дифференциалом    локальной    функции   f в точке х и обозначается [image: image1213.png]



    Пусть [image: image1214.png]veE T X



 Значение v на элементе[image: image1215.png]


называется производной   локальной функции f no направлению v и обозначается [image: image1216.png]


 или [image: image1217.png]


 Элемент [image: image1218.png]


 можно  мыслить себе как линейную форму на пространстве [image: image1219.png]



    Каждая аналитическая функция, заданная в окре​стности   точки   х,   определяет   элемент  кольца [image: image1220.png](!
Y



 а вместе с ним линейную форму [image: image1221.png]df . (T, X).




   Пусть даны два аналитических многообразия  X и   Y,   морфизм [image: image1222.png]¢ X—Y



 и   две точки [image: image1223.png]xeX, ysey,



 такие, что [image: image1224.png]@lx)=y.



 Определим отображение
формулой[image: image1225.png]Ty TX—T,Y




[image: image1226.png](T.q(0), dfy=(v, dif-9),)




для всех[image: image1227.png]


и всех[image: image1228.png]


 Можно определить отображение [image: image1229.png]


 и через его транспозицию
[image: image1230.png]W T,Y =T





именно для любого[image: image1231.png]fed,



полагаем
[image: image1232.png]T @fy=d{-q)..




Линейное  отображение [image: image1233.png]


 называют  касательным отображением морфизма φ.
   В частном случае, когда [image: image1234.png]


 а φ — есть аналитическая функция  f, имеем [image: image1235.png]



   В заключение рассмотрим несколько простых свойств касательных пространств произведений многообразий. Пусть X, Y — два анали​тических многообразия, и пусть [image: image1236.png]A GO N —3 N



 Имеют место следующие две формулы:
[image: image1237.png]TapX XY= TXXT)Y,
The X X Y =T X X T}Y.




Пусть, далее,[image: image1238.png]o AXY—>2Z



— морфизм, для которого[image: image1239.png]@lx,




 Отображение [image: image1240.png]Tie.p®



определяет два других отображения
[image: image1241.png]T
P
: TeX
.
T
.
V4




и                                        [image: image1242.png]Th @ T,Y>T.2,




удовлетворяющие соотношению
[image: image1243.png]Tt (v, @) =Th »o(0) + Th. o (@),




Отображения [image: image1244.png]TX
P



 и [image: image1245.png]TY,
o



называют частными производными морфизма φ по X и по Y соответственно.

3.5.9. Теорема об обратной функции
    Пусть [image: image1246.png]rxeEX



 и [image: image1247.png]


 — аналитические функ​ции, определенные в некоторой окрестности U точки х. Положим [image: image1248.png]Flyy={f (g, ..., [aly))



 где[image: image1249.png]yeU.



 Будем говорить,   что набор [image: image1250.png]Theicm



 определяет в точке х систему координат, если существует такая открытая окрестность [image: image1251.png]Uc U,



 что [image: image1252.png](U, Fil’, m)



 — модуль много​образия X в точке х.
   Теорема  1   Следующие условия эквивалентны:
(1)    набор [image: image1253.png]{7



 определяет    систему   координат в точке х;
(2)  дифференциалы [image: image1254.png]df .



 образуют   базис   прост​ранства[image: image1255.png]TxX.




    Эта  теорема  является  следствием другой,   более общей теоремы.
    Теорема   2.    Пусть [image: image1256.png]@ X—=Y



— морфизм   двух многообразий, и пусть [image: image1257.png]gixl=y x& X, y=Y)



Тогда следующие условия эквивалентны:
 (1)    φ — локальный изоморфизм;
 (2) [image: image1258.png]


— изоморфизм;
 (2')[image: image1259.png]T¢



— изоморфизм.
    Доказательство.     Импликации [image: image1260.png]


 и [image: image1261.png]


 очевидны. Импликация [image: image1262.png]


 следует из известной теоремы, поскольку рассматриваемый вопрос носит локальный характер.
    Определение.   Морфизм [image: image1263.png]


удовлетворяющий эквивалентным условиям теоремы 2, назы​вают наложением в точке х. Отображение φ, ко​торое является наложением в каждой точке[image: image1264.png]resX,



 называют просто наложением.
3.5.10. Регулярные, корегулярные и локально линейные отображения
    Определение.   Пусть[image: image1265.png]@ X—>Y



и[image: image1266.png]


 два морфизма.                              Будем     говорить,    что    они    локально    подобны в точках [image: image1267.png]


и [image: image1268.png]


 если существуют такие открытые   окрестности [image: image1269.png]U, vV, u.v



 точек [image: image1270.png]x, (x), X, p(x)



соответственно   и   такие   изоморфизмы [image: image1271.png]


 и[image: image1272.png]


 что
[image: image1273.png]eV u eV,
) glx)=x% n ki) =§(@):




  (3)  диаграмма                              [image: image1274.png]



коммутативна.
    Замечание. Мы будем пользоваться этим определе​нием, как правило, в том случае, когда [image: image1275.png]>



—линей​ные пространства и [image: image1276.png]


— линейное отображение; при этом без лишних оговорок будет предполагаться, что [image: image1277.png]



    Пусть  X   и   Y —два   многообразия,[image: image1278.png]


[image: image1279.png]Q@ A—=>T



— морфизм,  для  которого   [image: image1280.png]Plx}=y,



 и пусть [image: image1281.png]m=dim; X



 и [image: image1282.png]n=dimy¥.




   1. Регулярные отображения. Теорема 1. Следу​ющие свойства эквивалентны:
(1)  отображение [image: image1283.png]


 инъективно;
(2)    существуют   такие   открытые   окрестности   U точки  х,   V — точки   у,   W — точки [image: image1284.png]TN S



 и  такой изоморфизм [image: image1285.png]PV —=>UXW,



 что
   [image: image1286.png]



    (б) коммутативна диаграмма
[image: image1287.png]



где i — естественное отображение [image: image1288.png]



    (3)   отображение  φ  локально  подобно  в точке х линейной инъекции [image: image1289.png]g o>



где Е и F — векторные пространства размерностей m и п соответственно;
     (4)  существуют  такие функции [image: image1290.png]o wigh



 опреде​ляющие  системы координат в точках х и у соответ​ственно, что [image: image1291.png]


 при  [image: image1292.png]


и[image: image1293.png]O0=g,00



 при[image: image1294.png]



   (5)    существуют   такие   открытые   окрестности   U точки  х  и   V — точки  у и такой морфизм[image: image1295.png]o VU,



 что [image: image1296.png]Uy v



 и [image: image1297.png]



   Доказательство. Импликации [image: image1298.png]


[image: image1299.png]


 очевидны.   Докажем,   что [image: image1300.png]


 Поскольку  все  рассматривается   локально,   мы   можем предполагать, что
   а)   Y — открытое подмножество в kn;
   б) [image: image1301.png]gix)=0



  и [image: image1302.png]Im(T,o)=k" X O} <k X "™ =





Обозначим множество[image: image1303.png]{0} % 2" {= k")



через W. Определим отображение [image: image1304.png]gt XX WY



 формулой [image: image1305.png]@' (¥, w)=



[image: image1306.png]


 По теореме об обратной функции [image: image1307.png]


 является локальным изоморфизмом в точке х. Уре​зая, если нужно, пространства X, Y и W, мы можем считать [image: image1308.png]


изоморфизмом. Искомый изоморфизм ψ есть просто отображение [image: image1309.png]=t



 Теорема доказана.
   Определение. Морфизм φ, удовлетворяющий эквивалентным условиям предыдущей теоремы, назы​вается регулярным в точке х. Морфизм, регулярный во всех точках [image: image1310.png]xeX,



называется просто регулярным.
   2. Корегулярные отображения. Теорема 2. Сле​дующие свойства эквивалентны:
(1)  отображение [image: image1311.png]


 сюръективно;
(2)   существуют   такие   открытые   окрестности   U точки   х,   V — точки   у,   W — точки [image: image1312.png]e



и   такой изоморфизм [image: image1313.png]P U=V X W,



          что
[image: image1314.png]{a) o(i=V;




 (б) коммутативна диаграмма
[image: image1315.png]



где р обозначает проекцию[image: image1316.png]VX WV,




  (3)  отображение  φ  локально  подобно  в  точке х линейной сюръекции [image: image1317.png]


 где Е и F — векторные пространства размерностей m и п соответственно;
   (4)  существуют такие наборы функций [image: image1318.png]i u {gs



 определяющие  системы координат в точках  х  и у соответственно, что [image: image1319.png]li=g;0¢



 для [image: image1320.png]<n

v




  (5)   существуют   такие   открытые   окрестности   U точки  х  и  V — точки у и такой морфизм [image: image1321.png]o V—=U,



 что [image: image1322.png]gpll)ycy



 и [image: image1323.png]@oo=1idy.



 Доказательство проводится точно так же, как в предыдущей теореме, и предоставляется читателю в качестве упражнения.
     Определение. Морфизм φ, удовлетворяющий эквивалентным условиям предыдущей теоремы, назы​вается нерегулярным в точке х. Морфизм, корегулярный   во   всех точках [image: image1324.png]


 называется просто нерегулярным.
    Замечания. 1. Наложениями являются в точности те морфизмы, которые одновременно регулярны и нерегулярны.
   2.  Иногда мы будем употреблять выражение „мор​физм  φ   имеет   максимальный   ранг".   Это   означает, что   отображение [image: image1325.png]


 инъективно,  если [image: image1326.png]ms=oa,



 или сюръективно, если [image: image1327.png]



   3.   Вложения. Определение. Морфизм φ назы​вается вложением, если
(а)  φ — регулярный морфизм;
(б) [image: image1328.png]


 — гомеоморфизм.
   4. Локально линейные отображения. Определе​ние. Морфизм [image: image1329.png]. X—Y



называется локально линей​ным в точке х,   если выполнены следующие эквива​лентные условия:
(1)   морфизм φ в точке х локально подобен композиции  морфизмов [image: image1330.png]


  где s — нерегулярное, а і — регулярное отображения;
(2)  морфизм φ в точке х локально подобен линей​ному   отображению [image: image1331.png]


 где Е и F — векторные пространства размерностей m и n соответственно.
    Если морфизм φ является локально линейным во всех точках [image: image1332.png]X e A,



   мы  будем   называть  его просто локально линейным.
   Замечания.  1.   Множество  точек [image: image1333.png]r=X,



в которых морфизм [image: image1334.png]QXY



 регулярен (соответственно корегулярен, локально линеен), есть открытое подмножество многообразия X. 
  2. Композиция двух регулярных (соответственно нерегулярных) морфизмов является регулярный (соот​ветственно нерегулярным) морфизмом. Аналогичное утверждение для локально линейных морфизмов неверно.
   Теорема 3. Предположим, что основное поле k имеет нулевую характеристику. Тогда следующие условия эквивалентны:
(1)  морфизм φ локально линеен в точке х;
(2)   ранг отображения [image: image1335.png]Twe



 постоянен   для   всех точек х' из некоторой окрестности U точки х.
    Доказательство.   Импликация[image: image1336.png]


 очевидна. Докажем, что [image: image1337.png]



     Обозначим  через  р  размерность образа [image: image1338.png]Im{7 ..



 Поскольку все рассматривается локально, мы можем считать, что
   (а) [image: image1339.png]


—открытое множество в [image: image1340.png]£

P
x

i

=P,




 [image: image1341.png]0 olxp=uU 1 anll =R X

{V;.




 Пусть [image: image1342.png]


-проекция на первый сомножитель.    Очевидно,   композиция [image: image1343.png]


 нерегулярна. Следовательно, мы можем считать, что
  (в) [image: image1344.png]


- открытое множество в [image: image1345.png]Fx
B
a4




 причем х = 0;
   (г)  композиция [image: image1346.png]o VX V=V,



 есть   проекция на первый сомножитель.
   Таким образом, морфизм φ имеет следующий вид:
[image: image1347.png]Qley 2 =5, b, )y 1=V, He U





   Наконец, мы можем считать, что ранг [image: image1348.png]


 постоя​нен (именно равен р) на всем [image: image1349.png]Vix U,



 Докажем, что отображение ψ не зависит от х2 в некоторой окрест​ности нуля. Для этого заметим прежде всего, что [image: image1350.png]Dap{xy, 3} =0.



 В противном случае морфизм φ имел бы в точке              (х1, х2) ранг, строго больший р. Наше утвер​ждение вытекает теперь из следующей леммы.
   Лемма.    Пусть [image: image1351.png]I8

V X U->k



- аналшчческая функция,   такая,   что [image: image1352.png]


 Если   поле  k   имеет нулевую  характеристику, то функция f локально не зависит от аргумента, пробегающего сомножитель U.
   Доказательство     леммы.     В     окрестности нуля   функция   f   представляется   степенным   рядом [image: image1353.png]ShipstxeV,ys U



 Равенство [image: image1354.png]


означает, что [image: image1355.png]


для   всех  α.   Нам   надо   показать,  что [image: image1356.png]


 где [image: image1357.png]


 Задача, таким образом, свелась
к   случаю [image: image1358.png]


 Мы   можем   считать   теперь,   что [image: image1359.png]f=2 by (b, = k).



 Из свойств степенных рядов и равен​ства [image: image1360.png]


 вытекает, что [image: image1361.png]


 где[image: image1362.png]B={B ..., B



[image: image1363.png]


 Но  так  как характеристика поля k равна нулю,[image: image1364.png]


если [image: image1365.png]


т. е. функция  f  постоянна, и т. д.
   Для того чтобы закончить доказательство теоремы, представим   морфизм  φ  как композицию морфизмов
[image: image1366.png]V. X Uyt 1y, X v
R AP LIS S 7




Очевидно,   первый   морфизм   корегулярен,   а   второй регулярен. Теорема доказана.
    Следствие 1. Предположим, что поле k имеет нулевую характеристику. Тогда множество точек [image: image1367.png]xE X



 в которых морфизм локально линеен, всюду плотно в X.
    Доказательство. Обозначим указанное мно​жество через X' и положим [image: image1368.png]Hxy=rkT .



 Согласно предыдущей теореме, функция f  локально постоянна на X'. Наше следствие вытекает теперь непосред​ственно из двух очевидных свойств функции  f:
а)    она    принимает   целочисленные    значения    и локально ограничена;
б)  она полунепрерывна снизу.
   Следствие 2. Предположим, что поле k имеет нулевую характеристику и отображение φ инъeктивно. Тогда множество точек [image: image1369.png]X=X



 в которых морфизм φ регулярен, всюду плотно в X. 
   Это вытекает из следствия  и того факта, что инъективное локально линейное отображение регу​лярно.
3.5.11. Конструирование многообразий. Прообразы
  1. Принцип единственности. Теорема 1. Пусть X — топологическое пространство, А и В — два его пол​ных альбома. Обозначим через ХА (соответственно ХВ) аналитическое многообразие, определенное в про​странстве X альбомом А (соответственно альбомом В). Следующие условия эквивалентны:
(1) [image: image1370.png]


т. е.[image: image1371.png]



(2)  для любого многообразия Y
[image: image1372.png]Mor(Y, Az)=Mor (Y, Aph




(3)  для любого многообразия Y
[image: image1373.png]Mor (Y, X =Mor(Y, Xg).




     Доказательство. Настоящая теорема есть частный случай общей теоремы, согласно которой функтор определяет объект однозначно с точностью до изоморфизма. Тем не менее мы приведем доказа​тельство ввиду его простоты.
  Импликация[image: image1374.png]


 ) очевидна.
 Покажем, что [image: image1375.png]


  Положим [image: image1376.png]


  Очевидно, тождественное   отображение [image: image1377.png]idy: Xpg—> X,



 является морфизмом; аналогично морфизмом является также отображение [image: image1378.png]idy

Xp—>Xp.



 Значит,   альбомы  А  и В согласованы и, следовательно, совпадают, поскольку они полны.
    Доказательство    эквивалентности [image: image1379.png](H&(3)



 также просто.
    Сформулируем теперь две леммы, которые пона​добятся, когда мы будем применять предыдущую теорему.
  Пусть [image: image1380.png]


— морфизм двух  многообразий, Z — произвольное третье многообразие. 
   Лемма 1. Пусть f - регулярный морфизм. Ото​бражение [image: image1381.png]g Z—->X



 является морфизмом тогда и только тогда, когда
(1) отображение g непрерывно;
[image: image1382.png](2 fege=Mor(z, ¥).




Лемма 2. Пусть f — корегулярный морфизм. Тогда
(1)  отображение f открыто; в частности, множество f(X) открыто в Y;
(2)  если f(X) = Y, то
[image: image1383.png]geMor(Y, 2)ySg-f< Mor (X, 2).




Леммы 1 и 2 непосредственно следуют из локаль​ного описания регулярных и корегулярных морфизмов, данного в 3.5.10.
   2. Прообразы. Пусть X — топологическое простран​ство, Y — многообразие и [image: image1384.png]P X—->Y



— непрерывное ото​бражение.
   Теорема 2. Пусть пространство X можно снаб​дить структурой аналитического многообразия, так чтобы отображение f было регулярным морфизмом. Тогда эта структура единственна.
    Доказательство. По лемме 1 для всякого многообразия   Z  множество  [image: image1385.png]Mor (Z, X)



  определяется лишь топологической структурой пространства X и аналитической структурой многообразия Y. Следова​тельно, согласно теореме 1, структура многообразия в пространстве X определена однозначно, ч. т. д.
    Пусть х 
[image: image1386.wmf]Î

X. Мы скажем, что пара (X, f) удовле​творяет условию (Im) в точке х, если
      (Irn) существуют открытая окрестность U точки х в пространстве X,
        модуль (V, φ, п) многообразия Y и линейное         подпространство  

       [image: image1387.png]


 такие, что
          [image: image1388.png]{a) flUhcV i jo U-[{U)—roMeoMmopdbaaM;
@) e(F () =ENeil).




   Если это условие выполняется для всех точек [image: image1389.png]reE X,



 то   мы  скажем,  что пара (X, f) удовлетворяет усло​вию (Im). 
   Теорема 3. Следующие условия эквивалентны:
(1)  в пространстве X существует структура анали​тического   многообразия,   относительно  которой ото​бражение f является регулярным морфизмом;
(2)  пара (X, f) удовлетворяет условию (Im).
   Доказательство. Импликация [image: image1390.png](1)=>(2)



 следует из теоремы 1             п.3.5.10.
    Покажем, что, обратно, [image: image1391.png]


 Выберем открытое покрытие [image: image1392.png]{Ub e



 пространства X, такое, что для каждого индекса [image: image1393.png]ie]



 найдутся модуль [image: image1394.png]¢, ={V; @;, n;)



 и линейное  подпространство [image: image1395.png]E, <k



удовлетворяющие следующим двум условиям:

[image: image1396.png](a) f(U )=V, n | U;—>F(U,)—romeomopduam;
6) o {F{UN=EnNg: (Vo).




  Каждое множество Uі естественным образом наде​ляется структурой аналитического многообразия, отно​сительно которой отображение               f|Uі регулярно. Далее, по теореме 2 структуры, индуцированные множе​ствами [image: image1397.png]U, n U,



на пересечении [image: image1398.png]


совпадают. Но, как мы знаем (п.3.5.4, пример 4), пространство X можно снабдить структурой аналитического много​образия, согласованной с первоначальными структу​рами на множествах Uі. Остается заметить, что отображение f является регулярным морфизмом относи​тельно введенной структуры. Теорема доказана.
    Пусть пара (X, f) удовлетворяет условию (Im). Из теоремы 1 и 2 в совокупности вытекает, что про​странство X обладает единственной структурой ана​литического многообразия, при которой отображение f становится регулярным морфизмом. Эту аналити​ческую структуру в пространстве X мы будем назы​вать структурой прообраза (относительно f) или просто индуцированной структурой. Соответствующее аналитическое многообразие будем обозначать че​рез Xf в тех случаях, когда мы захотим подчеркнуть зависимость этой структуры от f.
    Рассмотрим несколько приложений предыдущих результатов. 
  А. Подмногообразия. Пусть Y — некоторое многооб​разие, X — его подпространство (наделенное индуци​рованной топологией), и пусть [image: image1399.png]


— отображе​ние вложения. Мы будем говорить, что X — подмно​гообразие в Y, если пара (X, f) удовлетворяет усло​вию (Im). Заметим, что из этого условия, в частно​сти, вытекает, что пространство X локально зам​кнуто в  Y.
   Пусть [image: image1400.png]xeX.



 Мы будем говорить, что X является локальным подмногообразием в точке х, если вы​полнено одно из трех эквивалентных условий:
(1) пара (X, і) удовлетворяет условию (Im)в точке х;
(2)  существует открытая окрестность [image: image1401.png]


 точки х, такая, что [image: image1402.png]


 — подмногообразие в U;
(3)  в некоторой   подходящей   локальной   системе координат [image: image1403.png]


в точке х множество X в не​которой   окрестности этой точки задается   уравнени​ями [image: image1404.png]



   Б. Локальный гомеоморфизм. Если отображение [image: image1405.png]T X—=Y



 — локальный гомеоморфизм, то пара (X, f) удовлетворяет условию (Im). Морфизм [image: image1406.png]I

Xi—=Y



в этом случае является наложением.
   В. Прообразы точек. Пусть[image: image1407.png]


 морфизм многообразий, и пусть [image: image1408.png]ey,



 Обозначим   через   Хь прообраз[image: image1409.png]


 Изучим вложение [image: image1410.png]XecX



в  окрестности некоторой точки[image: image1411.png]1= ¥




    Теорема 4. Для того чтобы множество Хь в точке а было локальным подмногообразием в X, достаточно выполнения любого из следующих трех условий:
(1)  морфизм f нерегулярен в окрестности точки а;
(2) существует подмногообразие такое, [image: image1412.png]wcx,



 что
[image: image1413.png]{a) wCX,iasw),
(6) T,W = Ker {T,x 2l 7 1)




(3) существуют многообразие Z, точка [image: image1414.png]


 и морфизм [image: image1415.png]g =X,



 такие, что 

[image: image1416.jpg](a) fegll="> dar scex 22,
©) gle)=a,




 (в) последовательность линейных отображений
[image: image1417.png][RLIS ORI A





точна.
В каждом из этих трех случаев имеем
[image: image1418.png]TolXy) =Ker (Tx-2557,7).




   Доказательство. (1) Наше утверждение не​медленно вытекает из локального описания нерегу​лярного морфизма.
(2)  Докажем более сильное утверждение: сущест​вует открытая окрестность [image: image1419.png]vcX



точки а, такая, что
[image: image1420.png]



 Ввиду локального   характера   нашей   задачи   мы можем считать, что X — открытая  окрестность точки [image: image1421.png]Qe=k™



 и что [image: image1422.png]X=WXV.



 Определим   отображение
[image: image1423.png]FiX—>WxYy




формулой
[image: image1424.png]Flw, v)=(w, [{w, v)),




Поскольку морфизм F регулярен в точке 0, мы мо​жем считать, урезая, если нужно, X, что F инъективно.  Тогда
[image: image1425.png]X, F W X (b)) =W X {0} = W.




т. е. [image: image1426.png]


в окрестности точки а.
  (3)  Докажем более сильное утверждение: сущест​вуют открытая окрестность [image: image1427.png]Vvciz



 точки с, открытая окрестность [image: image1428.png]


 точки а, разложение [image: image1429.png]W=1W X W,



и морфизм [image: image1430.png]@ W, — A




такие, что
(а') φ — изоморфизм     W1    на     подмногообразие
                                       [image: image1431.png]e {WzX,;




(б') морфизм   g   представим   в   виде   композиции
[image: image1432.png]



[image: image1433.png]8) UNX,=¢ W




    Тем самым, в   частности, будет доказана нерегу​лярность морфизма g в точке с. 
   В силу локального характера задачи мы можем предполагать, что Z — открытая окрестность точки с = 0 в пространстве kp. Можно считать, что эта окрестность имеет вид [image: image1434.png]Z=W, X W,



 причем [image: image1435.png]¥ (g)



 —
изоморфизм, а [image: image1436.png]To3(g)



 — нулевое отображение.  Положим [image: image1437.png]


  Поскольку    морфизм    φ   регулярен в нуле, можно предполагать, урезая, если нужно, множество W1, что φ есть изоморфизм W1 на под​многообразие в X. Ввиду свойств (а) и (в) образ [image: image1438.png]


 удовлетворяет условию (2). В силу доказан​ного выше найдется открытая окрестность [image: image1439.png]UcX



 точки   а,   такая,   что [image: image1440.png]U Xy=UNo{¥W).



  Открытое множество [image: image1441.png]


 является  окрестностью   нуля в[image: image1442.png]


 причем [image: image1443.png]gWcUNX,.




    Ясно,   что   морфизм   g   отображает   W  в [image: image1444.png]


 Нетрудно видеть также, что отображение [image: image1445.png]g: W g(W)



 корегулярно в точке 0. Урезав подходящим образом [image: image1446.png]W, u W,



 мы получим разложение [image: image1447.png]


 удовлетворяющее условиям (а) и (б). Для того чтобы вы​полнялось свойство (в), достаточно сузить окрест​ность U.
Теорема доказана.
    Г. Трансверсальные подмногообразия. Пусть X — мно​гообразие, Y1 и Y2 — его подмногообразия и [image: image1448.png]&Y, NYs.




   Теорема 5. Следующие три свойства равно​сильны:
[image: image1449.png]W) T, X=T7,Y,+T,Yas




(2)  точка х обладает модулем [image: image1450.png]


таким, что
[image: image1451.png]e(N=V; XV, X W,
UNYI=V X{O} X W,
QUNYI={0} XV, X W5




(3)  в точке х существуют локальные  координаты [image: image1452.png]


 такие, что в окрестности   этой   точки Y1 задается уравнениями [image: image1453.png]


a Y2 — уравнениями[image: image1454.png]Kppp = ..., =X, =



где р, q — целые неотрицательные числа, p+q≤п. 
    Доказательство.    Импликации [image: image1455.png]


   и [image: image1456.png](2v=>(1)



 очевидны. Докажем, что [image: image1457.png]



  Поскольку Y1 и Y2 — подмногообразия в X, можно (урезав, если надо, пространство X) найти такие корегулярные морфизмы
[image: image1458.png]fie X
1L Xk, e Xk




что[image: image1459.png]Y =F10), i=1, 2.



Условие  (1) показывает,   что отображение [image: image1460.png](Fisfa): X —>R? X B?



корегулярно в точке х. Это позволяет отождествить координаты [image: image1461.png]{x, ..

oy Xpeg)



 произведения [image: image1462.png]11404
-5l



с частью локальных координат [image: image1463.png][ & T,



 в точке х. Следовательно, [image: image1464.png](1)=>(3).



 Теорема доказана.
   Если Y1 и Y2 удовлетворяют одному из эквива​лентных условий предыдущей теоремы, то гово​рят, что подмногообразия Y1 и Y2 трансверсальны в точке х.
   Следствие.   Пусть   подмногообразия   Y1 и Y2 трансверсальны в точке х. Тогда
(1)   Y1 и   Y2   трансверсальны в некоторой   окрест​ности этой точки,
(2)  пересечение [image: image1465.png]Y Y,



 является локальным   под​многообразием многообразия X в точке х;
[image: image1466.png]O 1 {0\ Y)=1,7¢il1,15




     Д. Трансверсальные морфизмы. Рассмотрим пару морфизмов [image: image1467.png]


 Положим
[image: image1468.png]Y1 X g¥o={{g, Y, X Lifi) =)




Это множество  называется расслоенным произведе​нием   Y1 и Y2 над X. Положим
[image: image1469.png]f=fiopi=Fops




где                                            [image: image1470.png]pe Vi X yYoo ¥,




ограничение отображения
[image: image1471.png]pre Vi XYy—=>Y,




(см. диаграмму).[image: image1472.png]



  Пусть [image: image1473.png](y), Yo=Y, Xx VYo



 и пусть [image: image1474.png]x = [y, ys).



Будем говорить, что   морфизмы f1 и f2 трансверсальны в точке [image: image1475.png]Y= Yo



 если [image: image1476.png]TeX= Ilh{T,,j.) +Im (Ty,fa),




    Теорема 6. Пусть морфизмы f1 и f2 трансвер​сальны в точке у. Тогда
     (1)  морфизмы   f1 и f2 трансверсальны   в   некото​рой окрестности точки у в [image: image1477.png]Vi XYy




     (2)   множество[image: image1478.png]Y, XxYs



 в точке у является локаль​ным подмногообразием в  Y1 × Y2;
    [image: image1479.png]B) T, Y\ X &Y

Ty (Y} X 1,007y, (Vo).




  Набросок доказательства.   Положим [image: image1480.png]


[image: image1481.png]


 и [image: image1482.png]=Y, XxYs



  Обозначим  через [image: image1483.png]9



[image: image1484.png]-} X X



 отображение [image: image1485.png](idy, f o pry)



 и положим [image: image1486.png]O==0;]L.




    Теорема   вытекает из следующих трех утверждений:
а)    морфизмы [image: image1487.png]0y H Oa



 являются   изоморфизмами многообразия Y на подмногообразия в Y × X;
б)  подмногообразия [image: image1488.png]& (¥} u 6(Y)



 трансверсальны в точке[image: image1489.png]olyy




[image: image1490.png]B} ¢{Z) =8 (V)N &:(Y).




Подробности предоставляем читателю.
    Замечания. 1. Если хотя бы одно из отображе​ний fi нерегулярно, то морфизмы f1 и f2 всюду транс​версальны.
2. Если в описанной выше ситуации f1 есть вло​жение подмногообразия Y1 в многообразие X и если f1 и f2 трансверсальны в точке у, то мы будем говорить, что морфизм f2 трансверсален над Y1 в точке у.
3.5.12. Конструирование многообразий. Фактормногообразия
Пусть  X — многообразие  и [image: image1491.png]R=X XX



— некоторое отношение   эквивалентности.   Обозначим   через [image: image1492.png]


 множество классов  эквивалентности относительно R и через[image: image1493.png]p. X—= X/R



—каноническую проекцию. Снабдим     множество [image: image1494.png]


 обычной    фактортопологией.
Именно: множество[image: image1495.png]UcX/R



открыто в том и только в том случае,   если   множество [image: image1496.png]U
=X



открыто.
   Теорема 1. Если в пространстве [image: image1497.png]


 сущест​вует структура аналитического многообразия, отно​сительно которой отображение р является корегулярным морфизмом, то такая структура единственна.
     Доказательство. По лемме 2 из п.3.5.11 множество [image: image1498.png]Mor (X/R, Z)



 для любого многообразия Z зависит лишь от аналитической структуры пространства X. Следовательно, по теореме 1 из п.3.5. 11 структура мно​гообразия на факторпространстве [image: image1499.png]


 определена однозначно, ч. т.  д.
    Если ситуация, описанная в предыдущей теореме, имеет место, то мы называем пространство [image: image1500.png]XIR



 фак​тор многообразием (или просто многообразием), а от​ношение R — регулярным отношением эквивалент​ности.
  Теорема 2. Следующие условия эквивалентны:
(1)  отношение R регулярно (т. е. [image: image1501.png]


—многооб​разие;
(2)  (a) R — подмногообразие в[image: image1502.png]XXX;




[image: image1503.png]


 — корегулярный морфизм.
   Доказательство [image: image1504.png]


  Пусть выполнено условие (1). Покажем, что тогда выполнено условие (2). Рассмотрим диаграмму
[image: image1505.png]



   Очевидно,   множество   R   совпадает   с [image: image1506.png]X x

iRt



 Поскольку отображение р корегулярно, множество R является   подмногообразием   в [image: image1507.png]XXX



(см. теорему 6 из п.3.5.11  и замечание  1). Далее, если [image: image1508.png]


 и [image: image1509.png]


[image: image1510.png]= plxy=ply),



 то
[image: image1511.png]Ty y(R) =T (X)X 1, Ty {X).




  Последнее   равенство,   в   частности,   показывает, что   отображение [image: image1512.png]T, p R — Ty(X)



 сюръективно,   и, следовательно, ограничение проекции рr2 на R — корегулярный морфизм. 
  [image: image1513.png]


 Для удобства доказательство этой импли​кации будет представлено в виде последовательно​сти лемм.
   Пусть    U — подмножество   в   X.   Положим[image: image1514.png]


[image: image1515.png]


 Напомним,  что подмножество[image: image1516.png]Ve X



 называется насыщенным относительно отношения экви​валентности R, если [image: image1517.png]U=p"
pip{l),




  Л е м м а   1.   Пусть [image: image1518.png]


 где  каждое  подмножество Ui открыто и насыщено в X, причем факторпространство [image: image1519.png]UifRu,



— многообразие.    Тогда [image: image1520.png]XIR



также является многообразием.
   Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию все отображе​ния [image: image1521.png]U= UifRy,



корегулярны. Поэтому для любых двух индексов [image: image1522.png]


 структуры аналитических мно​гообразий, индуцированные многообразиями [image: image1523.png]


 и [image: image1524.png]


 на [image: image1525.png]Ui U/ Ry, v,



 совпадают (теорема 1). На множестве [image: image1526.png]


 имеется, следовательно, единст​венная структура многообразия, согласованная с за​данными структурами на множествах [image: image1527.png]UifRy,.



 Нако​нец, отображение р корегулярно, так как для всех i ограничение [image: image1528.png]pilh;



 является нерегулярным морфизмом.
   Л е м м а   2   Отображение  р  открыто  (т.   е.   если подмножество [image: image1529.png]


 открыто, то открытым будет и подмножество [image: image1530.png]plp
{U))




   Д о к а з а т с л ь с т в о. [image: image1531.png]pp(Uy=pr, ({(UX X}{1 K).



 Но   множество[image: image1532.png]pro( (U X X3 Ry



 открыто    в   X,   поскольку проекция рr2 нерегулярна (лемма 2 из п.3.5. 11).
   Лемма 3. Если существует такое открытое под​множество [image: image1533.png]UcX,



 что [image: image1534.png]r'p
()
=X



 и [image: image1535.png]U[Ry



 — много​образие, то факторпространство[image: image1536.png]X/R



также является многообразием.
    Доказательство.   Каноническое отображение [image: image1537.png]a: UfRy-~X[R -



 -гомеоморфизм.    Если   мы   докажем теперь, что [image: image1538.png]p:X-»U/Ry



— корегулярный морфизм, то, перенеся структуру аналитического многообразия с [image: image1539.png]


 на  [image: image1540.png]X/R,



 мы   превратим    факторпространство [image: image1541.png]XiR



 в аналитическое многообразие, причем отображение р будет корегулярно. Рассмотрим следующую коммутативную диаграмму:
[image: image1542.png](WX X)R
7/

by e
/ N
U X
N4

UIR,




Отображение[image: image1543.png]BlUyopri=0°pry,



 как   легко   видеть, корегулярно. Значит, поскольку проекция рr2 корегулярна, отображение β является морфизмом, и даже корегулярным (лемма 11.2).
   Комбинируя леммы 1, 2 и 3, мы получаем следую​щее утверждение.
   Лемма 4. Если существует такое открытое по​крытие [image: image1544.png]Wity



 многообразия Х, что все [image: image1545.png]


 — мно​гообразия, то факторпространство [image: image1546.png]X/R



 также является многообразием.
   Суть леммы 4 заключается в том, что наша за​дача о построении структуры многообразия на факторпространстве [image: image1547.png]XIR



(при условии корегулярности ото​бражения р) приобрела теперь локальный характер. Остальные две леммы будут посвящены решению этой локальной задачи. Именно: мы покажем, что для каждой точки [image: image1548.png]XpEX



найдется такая ее открытая окрестность [image: image1549.png]UcX,



 что фактормножество [image: image1550.png]U[Ry



 обладает структурой  многообразия, относительно которой про​екция [image: image1551.png]— UfRy



 корегулярна.
    Лемма    5.    Пусть  [image: image1552.png]


 Тогда    существуют открытая  окрестность   U точки х0, подмногообразие [image: image1553.png]VU



 и морфизм [image: image1554.png]r.U—-W,



 такие,  что для любой точки [image: image1555.png]


 имеет место сравнение [image: image1556.png]


 причем   r(и) — единственный   элемент  из  W,  удовле​творяющий этому сравнению.
   Доказательство. Обозначим через N множе​ство всех касательных векторов [image: image1557.png]


 таких, что [image: image1558.png]£, YT iR



 Выберем  подмногообразие [image: image1559.png]WX,



 проходящее через точку х0, касательное пространство [image: image1560.png]


 к которому является дополнительным к под​пространству[image: image1561.png]NcT X



Положим [image: image1562.png]2=(W X X)R.




Будем утверждать, что
   1°. Σ — подмногообразие в R;
   2°.[image: image1563.png]pras Z—> X



— наложение в точке [image: image1564.png]{xg, x)




    Заметим, что[image: image1565.png]pri R—X



— корегулярный морфизм, поскольку морфизм рr2 корегулярен и R — сим​метричное отношение. Утверждение 1° получается при​менением теоремы 6 из п.3.5.11 к проекции [image: image1566.png]prii R—X



 и вложению [image: image1567.png]WX





   Далее, из определения N ясно, что
[image: image1568.png]Ker (Tix, s {pT2) ) X N N K.




Поскольку[image: image1569.png]NNK

(@),



 заключаем,  что[image: image1570.png]Tk, < (Pra)



— инъекция. С другой стороны, отображение [image: image1571.png]Tien, x,, {pT2)



 сюръективно. Действительно, пусть [image: image1572.png]ne TeX.



 Возьмем любой вектор [image: image1573.png]


 (например,[image: image1574.png]


 такой, что [image: image1575.png]{E, NN = Ty k.



 Представим ξ в виде [image: image1576.png]


 где [image: image1577.png]§EEN K ,EK,



 Тогда [image: image1578.png]EmET, R

(X, X T ?



 поскольку[image: image1579.png]


 Следовательно,    элемент [image: image1580.png]&, v




лежит в пересечении[image: image1581.png]


 Остается заметить, что  [image: image1582.png]Te W N T 2oR =Ty 292



 (теорема  5 из п.3.5.11) и [image: image1583.png]T 01 (&g w) =1




    Итак,   доказано,   что    наше   отображение    есть локальный   изоморфизм   в   точке [image: image1584.png]{Xg, Xp).



 Поэтому найдутся  такие   окрестности   U1 и   U2 точки  х0,  что[image: image1585.png]oTo: 2H{U X UPp—> U,



 — изоморфизм. Обозначим че​рез f обратное отображение. A priori морфизм f имеет вид: [image: image1586.png]Fley=1rix), x}



. Заметим, что [image: image1587.png]UeZUynrix)y=ux,



 если [image: image1588.png]


 Первое очевидно, а второе вытекает из   того   обстоятельства,   что   точки [image: image1589.png]{x, x), {r{x), x)



 лежат в [image: image1590.png]


 и их  образы в U2 совпадают.
Положим, наконец,
[image: image1591.png]U=phelirs UANW}




и                                            [image: image1592.png]WV=Unw.




Множество U, очевидно, является открытым. Мы должны установить, что
[image: image1593.png]



 (б) r(х) — единственный элемент в W, эквивалент​ный элементу [image: image1594.png]x(xs U)



  

   Установим это.
   (а) Пусть [image: image1595.png]S —R i



    Нужно показать,   что [image: image1596.png]rixye U,



 т. е. [image: image1597.png]rixy=E U,



 и [image: image1598.png]rir{x})yes U, W',



Первое очевидно; что же касается второго, то достаточно заметить, что [image: image1599.png]rixies U W



 и [image: image1600.png]



   (б)  Если [image: image1601.png]rix)




 и [image: image1602.png]


то[image: image1603.png]gy, e RMNWXU).



 Но   поскольку [image: image1604.png]{rix), e RNW{(W X1



 и проекция [image: image1605.png]prot R{HW X U)—=U



 инъективна, точки [image: image1606.png]r(x)



 и у совпадают.
    Ле м м а 6.  Если тройка [image: image1607.png](U, W, r)



 удовлетворяет условиям предыдущей леммы, то пространство[image: image1608.png]U

Ry



 является фактор многообразием.
    Доказательство.   Морфизм [image: image1609.png]


обладает обратным справа (вложение W в U), поэтому отображение r корегулярно. Рассмотрим следующую коммутативную диаграмму:
[image: image1610.png]U-———>W

UlRy




Очевидно, отображение α — гомеоморфизм. Остается перенести структуру многообразия с W на [image: image1611.png]UiRy.



Теорема доказана.
  Замечание. Если отношение R регулярно, то  фактормногообразие [image: image1612.png]


 является  хаусдорфовым тогда только тогда, когда множество R замкнуто в [image: image1613.png]AXX



 (это непосредственно следует из леммы 2).
3.5.13. Добавления
Добавление    1
Пример Хаусдорфова многообразия 
  Пусть  k — полное   неархимедово   поле   и   А —его    кольцо нормирования.
    Допустим, что в кольце А имеется такой ненуле​вой элемент х
[image: image1614.wmf]Î

А что    факторкольцо  [image: image1615.png]


 беско​нечно.
    Мы утверждаем, что А как многообразие анали​тически изоморфно многообразию [image: image1616.png]


 Для того чтобы это установить, мы покажем, чтo пространства А и .[image: image1617.png]


могут быть представлены в виде несвяз​ного объединения одного и того же числа многооб​разий, изоморфных А.
    Заметим прежде всего, что любой класс смежно​сти по подгруппе [image: image1618.png]A}



 аналитически изомор​фен А. Очевидно, А есть несвязное объединение всех смежных классов по подгруппе хА. В то же время [image: image1619.png]


 есть несвязное объединение следующего набора смежных классов (по подгруппам [image: image1620.png]XA,



где μ пробе​гает все целые числа):
    1° смежные классы по подгруппе хА, за исклю​чением самой подгруппы хА;
    2° смежные классы группы хА по подгруппе х2А, за исключением самой подгруппы х2А;
[image: image1621.png]



[image: image1622.png]


 смежные классы группы [image: image1623.png]xB1A



 по   подгруппе [image: image1624.png]XHA,



 за исключением самой подгруппы .[image: image1625.png]A




[image: image1626.png]



Поскольку факторкольцо [image: image1627.png]AlxA



бесконечно, оба описанные  семейства  смежных классов  имеют  одну   и ту же мощность. Приведенную выше конструкцию можно рассма​тривать также как некую операцию присоединения точки Р к шару А:
[image: image1628.png]AcAY{Pi~ A




(точке Р соответствует во втором экземпляре шара А точка 0). Подобная операция присоединения обладает тремя важными свойствами:
1) [image: image1629.png])



— хаусдорфово    аналитическое    много​образие;
2) точка Р принадлежит замыканию множества А;
3)  точка Р не лежит в замыкании ни одного смеж​ного класса по идеалу m.
   Последнее свойство есть следствие того факта, что точка 0 находится „достаточно далеко" от любого из смежных классов, которые были введены выше при разбиении пространства A\{0}.
   Повторим указанную операцию счетное число раз. Именно: сначала к пространству А присоединим точку Р0, затем (воспользовавшись аналитическим изоморфизмом [image: image1630.png]xA >~ A}



 аналогичным образом присое-
диним точку Р1 к пространству хА и склеим простран​ства [image: image1631.png]AP}



 и [image: image1632.png]


 по их общему открытому под​множеству хА. Полученное пространство [image: image1633.png]AU{Pot UL}



 является хаусдорфовым, так как по свойству 3) точки Р0 и Р1 „достаточно далеко" отстоят друг от друга. Пусть пространство [image: image1634.png]


 уже построено. Пространство [image: image1635.png]AULPG .. U{P I U{P 1}



 мы определим как результат склеивания пространств [image: image1636.png]ALHP
o U
NS 4
Pl



 и [image: image1637.png]AP, )



 по их общему открытому подмножеству [image: image1638.png]xH+t 4,



 В результате мы приходим к счетной возрастающей последовательности хаусдорфовых многообразий, таких, что каждое по​следующее содержит предыдущее в качестве своего открытого подмножества. Объединение этих много​образий — множество X — наделяется естественной то​пологией, относительно которой все его подмноже​ства [image: image1639.png]


 открыты и обладают исходной топологией. Так    как    по    нашему    построению    точки  [image: image1640.png]


[image: image1641.png]


 находятся „достаточно далеко" друг от друга, пространство X, получаемое в пределе, является хаусдорфовым. Покажем, что точка [image: image1642.png]e X



 не имеет фундаментальной системы окрестностей, со​стоящей из множеств, открытых и замкнутых одно​временно. Если бы такая система существовала, то одна из ее окрестностей U содержалась бы в про​странстве А. Поскольку совокупность [image: image1643.png]{x*A}



 образует фундаментальную систему окрестностей точки 0, най​дется такое целое число μ, что [image: image1644.png]A U,



 Обозначив через [image: image1645.png]A



 замыкание подмножества [image: image1646.png]*MrAC X,



 мы ви​дим, что, с одной стороны, [image: image1647.png]AU A,



 а с другой, [image: image1648.png]


 Тем самым мы получаем противоречие, по​скольку по построению [image: image1649.png]



    Замечание. Мы предполагали существование такого полного неархимедова поля k и такого ненулевого элемента [image: image1650.png]


 что  факторкольцо [image: image1651.png]


бесконечно.
Читатель без труда проверит, что поле k обладает этим свойством в том и только в том случае, когда выполняется одно из следующих условий:
1)  поле вычетов kv бесконечно;
2)  нормирование  поля k имеет недискретную  об​ласть значений.
    Заметим, что неархимедовы поля, не удовлетво​ряющие ни одному из этих условий, исчерпываются конечными расширениями поля                       р-адических чисел и полей вида [image: image1652.png]


 где F — конечное поле.

Добавление  2 
Строение р-адических многообразий
   При изучении многообразий над локально ком​пактным неархимедовым полем k основную роль играет понятие несвязного объединения.
   Пусть X— некоторое аналитическое многообразие; допустим,   что   его  размерность  всюду одинакова и равна [image: image1653.png]ninz20).



 Предположим также, что пространство X хаусдорфово и непусто.
   Символ [image: image1654.png]Bir)(x}



 будет, как и прежде,  обозначать шар  в линейном  пространстве [image: image1655.png]


 радиуса [image: image1656.png]r{reR)



 с центром в точке [image: image1657.png]



   Лемма   1.   Шар [image: image1658.png]B{r)(x) (r>0)



 является открытым и компактным подмножеством пространства kn. Этим свойством обладает, следовательно, любой шар многообразия X.
    Доказательство. 1°. Компактность. Так как поле k локально компактно, точка х обладает ком​пактной окрестностью U. Мы можем считать поэтому, что   для  достаточно  малого [image: image1659.png]


 все шары вида [image: image1660.png]Biis)(x),



 где [image: image1661.png]


 содержатся в U. Такие шары компактны ввиду их замкнутости. Поскольку абсо​лютное значение поля k нетривиально, найдется такой ненулевой элемент [image: image1662.png]aE kR,



 что [image: image1663.png]|at<e,



 Преобразование [image: image1664.png]Hyy=x+aly—x)



 есть  гомеоморфизм   шара [image: image1665.png]B (x)



на   шар [image: image1666.png]


 что и доказывает компактность
первого шара.
   2°. Открытость. Для того чтобы показать, что мно​жество [image: image1667.png]Biry(x}



 открыто, приходится существенно поль​зоваться неархимедовостью поля k. Пусть [image: image1668.png]vye Bir){x).



 Мы утверждаем, что [image: image1669.png]Bir){y)=B(r){x).



 (Это, в част​ности, означает, что шар [image: image1670.png]Br}{x}



 — окрестность точки у.) Поскольку [image: image1671.png]xE D)y,



 нам достаточно в силу симметрии доказать включение
[image: image1672.png]Bir)(y) < Bir}(x).




 Пусть [image: image1673.png]xesE by,



тогда
[image: image1674.png]lz—xi<max{lz—yl |y~ x])<r,




так что [image: image1675.png]zeE 31{r)ix),



 как и утверждалось.
    Замечание. Подобными рассуждениями можно уста​новить следующий факт. Пусть В1 и В2 — шары ра​диусов r1 и r2 соответственно, причем [image: image1676.png]Nt



 Тогда возможны лишь два случая: либо шар В1 содержится в шаре В2, либо не пересекается с ним.
    Лемма 2. Пусть В — некоторый шар в простран​стве  kn, и пусть   U — открытое и замкнутое подмножество этого шара. Существует такое положительное число r, не превышающее радиуса шара В, что мно​жество U представляется в виде несвязного объеди​нения конечной совокупности шаров радиуса r.
     Доказательство. Поскольку множество U от​крыто, оно может быть представлено в виде объеди​нения некоторой совокупности шаров. Но так как множество U замкнуто и лежит в В, оно является компактным. Следовательно, упомянутую выше сово​купность можно считать конечной, а ввиду предыду​щего замечания— даже несвязной. Тот факт, что все шары могут быть выбраны одного радиуса, почти оче​виден, так как каждый шар радиуса s может быть (в силу замечания и леммы 1) представлен в виде конечного несвязного объединения шаров любого ра​диуса [image: image1677.png]



   Замечание. Пусть В — некоторый шар многообра​зия X, и пусть U — открытое и замкнутое подмноже​ство этого шара. Из доказанной леммы 2 непосред​ственно вытекает, что U есть несвязное объединение конечного числа шаров.
   Теорема   1. Следующие условия эквивалентны:
(1)  многообразие X паракомпактно;
(2)  многообразие X представляется в виде несвяз​ного объединения шаров.
    Доказательство.
    Импликация [image: image1678.png]


 очевидна, так как несвязное объединение компактных пространств паракомпактно.
   Докажем, что[image: image1679.png]


 Покажем вначале, что пространство X обладает локально конечным покрытием, состоящим из шаров. Так как X - многообразие, оно покрывается некоторой совокупностью шаров [image: image1680.png]{Uih e pe



 По условию в это покрытие можно вписать локально конечное открытое покрытие [image: image1681.png]Vaby e s



 Пользуясь известными теоремами общей топологии, впишем в это покрытие   локально    конечное   замкнутое   покрытие [image: image1682.png]{w.

Wye N



 Пусть[image: image1683.png]g M—>L



к[image: image1684.png]P N> M



— такие отображения, что [image: image1685.png]Ve Ugnn



 и [image: image1686.png]w.c
v Vw(vl-



Для   каждого индекса[image: image1687.png]ve N



имеем
[image: image1688.png]W=V S Ugy -




   Множество [image: image1689.png]


замкнуто и лежит в компактном шаре [image: image1690.png]Ugp twrs



 следовательно,   оно   само   компактно. Поскольку множество [image: image1691.png]Ve



 открыто, найдется конечный набор шаров [image: image1692.png]B isl,



 лежащих в [image: image1693.png]Vo



 и покрывающих [image: image1694.png]


 Воспользовавшись локальной конечностью   покрытия  [image: image1695.png]U/ﬂ
s < o1



 мы можем выбрать указанные шары таким образом, что каждый шар [image: image1696.png]By, i



 будет пересекаться лишь с конечным числом мно​жеств [image: image1697.png]


 Таким образом, совокупность шаров [image: image1698.png]{Builven




 образует локально конечное покрытие многообразия Х, такое, что любой шар [image: image1699.png]Bet



пересе​кается лишь с конечным числом шаров из этой сово​купности,
  Построенное покрытие обозначим просто [image: image1700.png]{U.},

el



 Обозначим, далее, через [image: image1701.png]


 множество всех конечных подмножеств множества І. Для каждого эле​мента[image: image1702.png]ie B



положим
[image: image1703.png]ur= [, un(e\ Y vy
el

1!




Очевидно, что
[image: image1704.png]unfxN\ U u,>= N WUy il U+p).
[N+ st




В   правой  части  лишь для конечного числа членов [image: image1705.png]U, N, # @.



 Каждое множество вида [image: image1706.png]


 открыто и   компактно;    следовательно,    и    множество [image: image1707.png]Uh



[image: image1708.png]


 будучи пересечением конечного числа множеств [image: image1709.png]UV,



 также открыто  и компактно. Из всего сказанного следует, что каждое множество Uj (если оно непусто) является открытым компактным подмножеством шара и потому представимо в виде несвязного  объединения  шаров,   Остается  заметить, что   множества [image: image1710.png]U, JeF,



 по построению попарно не пересекаются. Теорема доказана.
    Теорема 2. Обозначим через q число элементов поля вычетов kv. Предположим, что многообразие X компактно, непусто и имеет во всех точках одинаковую размерность [image: image1711.png]


.  Тогда
(1)  X есть несвязное объединение конечного числа шаров;
(2)  число   шаров,   участвующих  в представлении пространства X в виде несвязного объединения, имеет вычет  по   модулю  (q — 1),   не  зависящий  от выбора этого представления.
(Следовательно, такое многообразие X опреде​ляется, с точностью до изоморфизма, элементом кольца [image: image1712.png]



    Набросок доказательства. Утвержде​ние (1) есть очевидное следствие компактности много​образия X и теоремы 1.
     Что касается утверждения (2), то сначала мы осу​ществим ряд несложных редукций, которые сведут нашу теорему к некоторому частному случаю. Все проводимые редукции основываются на следующем замечании: любой шар можно разбить на qі шаров, где і — целое положительное число, не изменив вы​чета числа шаров по модулю q— 1.
    Итак, пусть X представлено двумя способами в виде конечных несвязных объединений шаров [image: image1713.png]Ui s



 и [image: image1714.png]Vi ep



 Мы    должны    показать,    что
[image: image1715.png]Card{f) = Card (/) (mod{(g—1)).




Шаг 1.    Редукция    к    случаю,    когда    покрытие [image: image1716.png]Ui,



 вписано в покрытие[image: image1717.png]Vil




Шаг 2. Редукция к случаю [image: image1718.png]


и[image: image1719.png]J={j

in



После этого шага ситуация такова:
а)  X — шар в пространстве kn;
б)  Ui — шар в пространстве [image: image1720.png]k' iel;




в)  существует набор аналитических изоморфизмов [image: image1721.png]g Uy—= A, jeEl,



 таких,  что X есть несвязное объе​динение множеств [image: image1722.png]{9.U.4.




Шаг 3. Редукция к случаю, когда все отображе​ния [image: image1723.png]


 задаются  сходящимися степенными рядами.
Шаг 4.   Редукция к случаю [image: image1724.png]


 где [image: image1725.png]L;



 — линейный изоморфизм, а [image: image1726.png]


 — аналитический изомор​физм шара на шар. После этого шага мы можем считать, что [image: image1727.png]



Шаг 5. Чуть ниже мы докажем следующее утвер​ждение. Пусть U — шар в пространстве kn и L — ли​нейный изоморфизм. Тогда существует такое число [image: image1728.png]


 что
   1)  LU   есть   несвязное   объединение   шаров    ра​диуса s, где s — любое положительное число, не пре​вышающее q;
  2)  число шаров, участвующих в любом таком раз​ложении, равно степени q.
  Посмотрим, как из этого утверждения вытекает наша теорема. Пользуясь конечностью множества І и приведенным выше утверждением, мы можем вы​брать такое положительное число r, что все множе​ства [image: image1729.png]


 представляются как несвязные объединения шаров радиуса r. Число шаров, участвующих в раз​биении каждого множества [image: image1730.png]L;U,



 равно [image: image1731.png]


 а число шаров в разбиении всего пространства X (т. е. общее число шаров) равно [image: image1732.png]


Итак,
[image: image1733.png]Z M= '21 1= Card({) (mod{g— 1)},

=




что и доказывает теорему в этом частном случае.
   Нам осталось установить справедливость сформу​лированного выше утверждения. Отметим прежде всего,   что   число   смежных  классов  по  идеалу [image: image1734.png]


[image: image1735.png]upelZ, u>0



 (т. е. число всевозможных сдвигов этого идеала) конечно и равно [image: image1736.png]Card (A fm¥) = g*,




   Производя подходящие сдвиги и гомотетии, мы можем считать, что центром шара U служит точка 0, [image: image1737.png]o Ay



 и[image: image1738.png]LeGLn, A),



при этом, очевидно,[image: image1739.png]LU <= AL,




   Используя неархимедовость поля k, легко усмотреть, что шар U, а вместе с ним и множество [image: image1740.png]LU



 являются [image: image1741.png]


-подмодулями модуля [image: image1742.png]Al
-



 Обозначим через h' число [image: image1743.png]Card{A,/LU).



 Это   число   конечно,   так   как [image: image1744.png]


[image: image1745.png]= Card{AZ/U),



 а   пространство [image: image1746.png]


компактно.   Мы видим, таким образом, что множество [image: image1747.png]AD



 есть несвяз​ное объединение сдвигов подмножества LU.
   В силу леммы 2 существует положительное число r, удовлетворяющее требованию 1) нашего утверждения. Докажем, что выполняется и требование 2).
 Возьмем любое положительное число[image: image1748.png]


и представим LU в виде несвязного объединения шаров радиуса s; число их обозначим через h. Используя представления [image: image1749.png]


в виде несвязного объединения сдвигов множества LU, разобьем [image: image1750.png]


на [image: image1751.png]hh'



 непере​секающихся шаров радиуса s. Мы должны показать, что целое число h имеет вид [image: image1752.png]


 где [image: image1753.png]mel



 и [image: image1754.png]


 Для этого достаточно установить, что таким свой​ством обладают числа h' и hh '.
      Относительно   h'   это   очевидно.   Действительно, [image: image1755.png]I
=C.
a
rd
{AS/L
U),



 но [image: image1756.png])



— периодический модуль над кольцом главных идеалов [image: image1757.png]


 и, следовательно, разлагается в прямое произведение модулей вида [image: image1758.png]A fm.

o



 Из числа построенных выше шаров радиуса s выберем тот шар, который содержит точку 0; он, оче​видно,    имеет    вид [image: image1759.png]


  Следовательно, [image: image1760.png]hb' =



[image: image1761.png]= Card (AY(m2)) ={¢"Y",



  что и требовалось доказать.
Добавление  3 
                        Трансфинитная р-адическая прямая 
    В связи с теоремой 1 стоит заметить, что суще​ствуют непаракомпактные хаусдорфовы многообразия над локально компактным неархимедовым полем k. Мы   приведем   здесь   пример   такого   многообразия, принадлежащий Бергману.
     Мы   построим   индуктивную  систему пространств [image: image1762.png]


 индексы  которой  пробегают  первое  несчетное (вполне    упорядоченное)    множество.    Индуктивный предел [image: image1763.png]lim X,



 даст  нам   искомое  непаракомпактное многообразие.
   В качестве многообразия Хγ мы возьмем экземпляр кольца нормирования [image: image1764.png]


поля k. Отображения [image: image1765.png]K—> Xy



 для [image: image1766.png]o<y



 мы определим трансфинитной индукцией по γ.
   Выберем     фиксированный     простой    элемент    π  кольца [image: image1767.png]



1°. [image: image1768.png]


 Условие[image: image1769.png]6<ly



в этом случае бессодержательно.
2°. [image: image1770.png]


где γ′ - некоторое порядковое число.
Отображение [image: image1771.png]


 есть   по   определению   умножение на элемент π. Для производных индексов [image: image1772.png]o<y



  определимо тображение [image: image1773.png]Xy— Xy



 как   композицию
[image: image1774.png]Xy Xy —> Xy




3°.  γ — предельнее порядковое число.
    Пусть
[image: image1775.png]A<y




Пространство [image: image1776.png]


 есть объединение счетного семействa открытых, компактных под​пространств [image: image1777.png]Xp(d <wh



в частности, пространство[image: image1778.png]


 паракомпактно. По теореме 1 оно есть несвязное объединение шаров. Число этих шаров объязательно должно быть счетным, так как несвязное объеди​нение всегда локально конечно, а в любом локально конечном покрытии лишь конечное число элементов этого покрытия может пересекаться с заданным мно​жеством [image: image1779.png]


 Поскольку пространство [image: image1780.png]


 также может быть представлено в виде объединения счет​ного числа шаров, существует аналитический изо​морфизм [image: image1781.png]@y ¥, = AN{0)



 Определим для [image: image1782.png]d<y



 отобра​жение [image: image1783.png]KXo+ X,



 как композицию отображений
[image: image1784.png]Xg= ¥y AN} = A= X,




Таким образом,   дано полное индуктивное  определе​ние отображений [image: image1785.png]Xy— X, (6<y).



 

     Многообразие [image: image1786.png]


 обладает   следующими основными свойствами.
1)  Любое счетное семейство [image: image1787.png]


 компактных подмножест    пространства  X  содержится  в некотором компактном множестве,
2)   Пространство X некомпактно.
    Доказательство.
1)  Поскольку [image: image1788.png]Kn=U (K. NXy)
Y



и  поскольку мно​жество [image: image1789.png]


открыто в X, существует номер [image: image1790.png]


 такой, что [image: image1791.png]Kn = Xy .



 Выбрав    индекс    γ   таким   образом, чтобы [image: image1792.png]A



 для  всех  п,   мы   видим, что [image: image1793.png]K.< X,



 а множество Xγ компактно.
2)  Некомпактность пространства X очевидна, так как [image: image1794.png]


для. любого индекса γ.
3.6. Общие принципы построения математической модели

3.6.1. Общие принципы построения модели.
    Разработка математических моделей систем связана с проведением очень трудоемких и разнообразных исследований. Обычно эти исследования начинают на этапе проектирования и заканчивают либо в процессе эксплуатации, либо после экспериментальных работ, организованных на средствах системы. На этапе проектирования в первую очередь решают вопросы выбора методов и способов реализации математических моделей при помощи вычислительных машин. При решении этих вопросов определяю​щим фактором является ожидаемая сложность модели. В боль​шинстве случаев этот фактор приводит к тому, что на этапе теоретических исследований приходится рассматривать целый комплекс вопросов, связанных с поисками наиболее точных и в то же время достаточно простых в программном исполнении форм математиче​ского описания процессов в исследуемых системах. На практике при изучении указанных вопросов обычно предполагает​ся, что процессы в элементах исследуемой системы могут быть описаны с помощью решений дифференциальных, разностных или функциональных уравнений.
    Среди названных способов наиболее общей формой описания процесса функционирования элементов систем является непосредственное представление выходных характеристик с по​мощью функционалов, определенных на некотором известном мно​жестве входных функций.
    При использовании такого явного описания зависимости между входом x(t) и выходом z(t) характеризация широкого класса не​линейных элементов может быть выполнена с помощью функцио​нальных рядов Вольтерра:
           [image: image1795.png]z(t)__E 1, 7, T (E—-7

; ﬂS SK,( 15 Tasv e s j) ¢ )

Xx(E—1)dv,. .., dt e
o



  (1)
   В области определения каждого ядра [image: image1796.png]K(t, .. 1))



 его ортогональное разложение по собственным функциям [image: image1797.png]Yy (T2)



  обычно за​писывают в виде:
[image: image1798.png]M My
K, (5. .., 7)= lim Canye « ombons (1) my (V).
j( 1 7 Myroo mz‘n m;ﬂ
Moo



     (2) 
    Однако при достаточно больших значениях j и Мj   реализации ядер Вольтерра высокого порядка очень трудоемка. Поэтому  при построении моделей элементов с использованием подобных   функ- циональных рядов нужно: 1) знать перспективы определения ядер по результатам натурных экспериментов; 2)  найти   такую   конечную   систему   ортонормированных   функций   для    каждого    ядра [image: image1799.png]Kilt, . 1)),



  чтобы   достичь    требуемой    точности    аппроксима​ции каждого оператора преобразования и в то же время стремить​ся к возможной простоте описаний, ибо от этого   в   значительном степени зависит время последующего моделирования.
   Выбор типа разложения ядер [image: image1800.png]


 заключается   в том, что наилучшая аппроксимация состоит из первых упорядочен​ных собственных значений и им соответствующих собственных функций. Однако каких-либо общих рекомендаций по методам решения всей задачи в целом в настоящее время не имеется, за исключением того, что для гауссовых сигналов задачу определения ядер второго порядка можно свести к нахождению собственных функций некоторого интегрального уравнения. В общем случае во​просы выбора конечной системы собственных функций ядер [image: image1801.png]Ky{t, 1),



 а также принципы конструирования ядер высших по​рядков для гауссовых и негауссовых распределений из:за трудно​стей решения возникающих сложных функциональных уравнений пока еще не ясны.
    Многие реальные элементы удобнее, а иногда просто и необхо​димо  описывать  в  дискретной  области  с   помощью   дискретных функциональных    рядов    Вольтерра.    Для    таких    систем     ядра [image: image1802.png]Ki, Ko, ..y Ky,



  обычно аппроксимируют конечной суммой:
                  [image: image1803.png]N
Ky(my, my,..., 'ﬂ]):Eci,»?;[mL,, coomygl
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        (3)
   При использовании такого описания наиболее трудоемкой и наименее изученной операцией является задача определения для каждого элемента совокупности линейно независимых функций φі, где [image: image1804.png]


 (первый член разложения ряда Вольтерра позволяет описывать процессы, происходящие в линейных   элементах).
     Часто для описания процессов используют системы дифферен​циальных или разностных уравнений:
[image: image1805.png]dzjdt=f(z (1), x(#)), £€[0, T],



 (4)          [image: image1806.png]z[nj=g(zin—1], x[n—1], n=0, 1,...



                                   (5)
   Для определения параметров, входящих в уравнения (1)-(5), в процессе разработки системы проводят эксперимен​тальные исследования на элементах, а если удается, то и на сред​ствах всей системы в условиях ее нормального функционирования. Исследования отличаются друг от друга охватом реальных средств системы и задачами, которые могут быть решены при их проведенни, но несмотря на это, в результате получают информацию,   в определенной степени характеризующую   свойства   всей   системы. Чтобы объединить полученную информацию   и тем самым подготовить условия для определения оцениваемых показателей с максимальной точностью, на практике стремятся разбить сложную систему на такую совокупность подсистем, которая наилучшим   образом   отображала   работу   и   функциональное взаимодействие всех ее элементов, участвующих   при   постановке того или иного вида физического эксперимента. Структурное объединение математических описаний этих подсистем с теми подсимтемами, которые по каким-либо причинам   не   исследовались   в ходе  физических экспериментов, но определяют   процессы   принятия решений в ходе выполнения системой своего целевого назначе​нии, и составляет моделирующий алгоритм системы.
    Например, если каждый элемент системы, включая   и   модель и взаимодействия подсистем, описывается с помощью линейных раз​ностных или дифференциальных уравнений,   то   при   составлении    модели всей системы применим метод типовых звеньев (модудей). Суть этого     метода состоит в том, что, используя описание каждого элемента, на основании формальных правил, которые соответствуют некото​рым    типовым    соединениям     (параллельное,     последовательное и т. д.), определяют на основании законов операционного исчисле​нии передаточную функцию всей замкнутой системы.
    Обычно такой метод построения моделей систем ис​пользуют тогда, когда удается в достаточно малой области, чаще всего около установившегося режима работы системы, применить методы линеаризации и описать каждый элемент системы линей​ными разностными или дифференциальными уравнениями. Однако такой способ создания динамических систем в некоторой степени условен, хотя и очень широко применяется при изучении процессов в системах.
    Более точным является метод описания, основанный на непос- редственном использовании тех нелинейных дифференциальных или разностных уравнений, которые на основании теоретических исследований являются наиболее адекватным описанием свойств каждого реального элемента системы. При таком описании систем не возникает ошибок из-за метода линеаризации, а если и услож​няется программная реализуемость моделей, то она окупается уве​ренностью в том, что из-за принятого описания не возникает ошибок в определении выходных характеристик всей системы. Но рассмотренные способы описания реальных элементов, а тем более способы образования моделей систем, не охватывают многих практически важных случаев. Данный вывод является следствием того, что обычно система состоит из большого количества разнотипных элементов и подсистем, которые в процессе функционирования выполняют различные функ​ции. По этим причинам при разработке моделирующего алгоритма системы приходится пользоваться более сложными математическими конструкциями: для описания процессов функциони​рования и взаимодействия подсистем, наряду с функциональными операторами, использовать логические операторы; для имитации случайных процессов и последовательностей разрабатывать раз​личного рода датчики случайных чисел; при анализе многоканаль​ных систем привлекать схемы и методы описания, которые отно​сятся к теории массового обслуживания и т. д.                                    
   Несмотря на такое значительное многообразие способов описания реальных процессов, практически все реальные системы могут быть     описаны     математическими     схемами,     предложенными Н. П. Бусленко и образующими   класс  агрегатированных (модульных, блочных)  систем (подсистемами подобных систем являются агрегаты (модули, блоки)). Процес​сы преобразования входной информации в агрегатированных си​стемах осуществляются с учетом текущего состояния каждого агре​гата. В агрегатах формирование выходных сигналов происходит в соответствии с некоторым заданным алгоритмом, который учиты​вает не только вероятностную природу функционирования элемен​тов агрегата, но и реально существующие обратные  связи.  Част​ными случаями агрегатированных систем являются системы: дина​мические, массового обслуживания, кусочно-линейные, введенные в практику И. Н. Коваленко и т. д.
   В общем случае при использовании того или иного способа описания реальных подсистем моделирующий алгоритм может быть записан с помощью операторных уравнений вида
                              [image: image1807.png]Z:(’)=H.‘{tv to, Zi(f), (¢, X,,‘,]:a}»



              (6)
где zi — текущее состояние i-й подсистемы в момент[image: image1808.png]t, zi(fo)



—начальное состояние i-й подсистемы в момент начала ее функциони​рования [image: image1809.png]toy Xi, (1)



— вектор-функция, определяющая входной про​цесс i-й подсистемы; [image: image1810.png]X,



 — входное сообщение для i-й  под​системы  (входное сообщение определяется совокупностью упоря​доченных пар [image: image1811.png](%, Xx,)



для всех [image: image1812.png]=Ty,



где Ti- — множество моментом времени, в которых рассматривается функционирование   i-й   под- системы). В каждой  j-й   реализации  на   модели   i-й   подсистемы вектор-функцию [image: image1813.png]Xy, ()



выбирают из некоторого известного   мно- жества функций [image: image1814.png]L;i(#), t<T;.




     Для различных подсистем функциональные зависимости (6) будут получаться, естественно, отличными друг от друга. Совокуп​ность всех функций [image: image1815.png]X (1)



 в пространстве их определения [image: image1816.png]LixLsX ... XL,




 можно рассматривать как множество входных воздействий для модели системы. При таком подходе модель как математический эквивалент реальной системы по некоторому показателю качества   ее   работоспособности[image: image1817.png]R(t|c)



[image: image1818.png]=E{R({, ¢}



 может быть  охарактеризована   при   фиксированном входном сообщении [image: image1819.png](&, xu];,



выражением 
[image: image1820.png]R, o=H (£, 4, z(t), & X )5



 (7) [image: image1821.png]X (=[x, &), X O}



                                                             (8)
   Процессы смены состояний в такой системе описываются соот-ношениями
                       [image: image1822.png]z{t, y=H{t, #, 2(t), ¢, X}
z(t, &)={z,(),..., Z,0t)}, (¢, ©)EZ,



            (9)
где H — оператор функционирования   системы,   опреде​ляющий алгоритм взаимодействия ее подсистем.
    Разработка алгоритма математической модели системы на этих принципах позволяет создать программу на ЭВМ, состоящую из субблоков, которые можно при необходимости заменить или скор-ректировать по результатам физических экспериментов другими более точными аналогами. При этом модель взаимодействия подсистем, которая обычно гораздо сложнее моделей элементов, остается без изменений, если в системе не нарушено функциональное взаимодействие ее реальных элементов.
3.6.2. О содержательной модели
     Очевидный, но важней​ший начальный этап построения или выбора математической модели — это получение по возможности более четкого представления о моделируемом объекте и уточнение его содержательной модели, основанное на неформальных об​суждениях. Нельзя жалеть времени и усилий на этот этап, от него в значительной мере зависит успех всего исследо​вания. Не раз бывало, что значительный труд, затраченный на решение математической задачи, оказывался малоэф​фективным или даже потраченным впустую из-за недоста​точного внимания к этой стороне дела.
   В задачах тех типов, которые мы здесь рассматриваем, этот этап обычно заключается в уточнении структуры изу​чаемого объекта, существенных для проводимого исследо​вания свойств его компонентов и характера их взаимо​действия. Пусть, например, мы изучаем действие некоторого механического устройства. Тогда мы начинаем с выяснения того, из каких частей оно состоит, каковы их свойства, как эти части взаимодействуют, какие силы при этом возникают, а также не могут ли какие-либо немеханические процессы (тепловые, электрические и т. д.) заметно повлиять на изу​чаемую ситуацию.
    Содержательную модель, особенно при первоначальном исследовании, желательно по возможности упростить (но, конечно, так, чтобы при этом не исказить качественную картину явления): грубую модель можно в дальнейшем уточнить. Так, мы выясняем, нельзя ли принять тот или иной элемент устройства за материальную точку или за абсолютно жесткое тело; если форма этого элемента суще​ственна, то нельзя ли ее считать простой и т. п. При таком упрощении надо использовать аналогии с другими успешно решенными задачами, с другим собственным и чужим опы​том. Но, конечно, нельзя бездумно идти на поводу готовых схем, так как решение каждой новой задачи требует новых, порой принципиально новых, соображений.
     Если твердый элемент устройства обладает податливос​тью, то необходимо выяснить ее характер, т. е. следует ли считать деформации упругими или пластическими и т. д., можно ли считать материал однородным и изотропным. Если в рассматриваемую систему входят сыпучие тела, грунт или другие «неклассические» среды, то надо уточнить, какие из нужных нам свойств этих сред известны. Аналогично уточ​няются свойства жидких и газообразных компонент: наличие вязкости, сжимаемости, характер движения (ламинарное, турбулентное) и т. п.
      При упрощении сложных структур широко применяется осреднение. Так, многокомпонентные среды (композиты, взвеси и т. п.) заменяются на однокомпонентные с соответ​ственно подобранными свойствами; повторяющиеся дискрет​ные нагрузки, соединения (типа заклепочных швов), другие конструктивные элементы — на непрерывные, если это упрощает исследование; осредняются также быстро колеблющиеся внешние воздействия.
     Важную роль играет выяснение сил, действующих в системе, как внешних, так и внутренних. И здесь стараются произвести упрощения: малосущественные силы игнориру​ются (их можно учесть при уточнении исследования); при возможности производится группировка сил с заменой их на равнодействующие и т. п. Приведем простой пример.
   Пусть в ранее рассмотренном примере массой [image: image1823.png]


 пружины пренебре​гать нельзя; как учесть это обстоятельство? Отметим, прежде всего, что если один конец однородной пружины массы [image: image1824.png]My



 закреплен, а другой движется вдоль линии ее действия соскоростью v, то, приняв растяжение равномерным и обоз​начив [image: image1825.png]


ее длину в ненагруженном состоянии, получаем выражение для кинетической энергии пружины:
[image: image1826.png]



(При каком условии это допущение приемлемо? Естественно считать, что это можно сделать, если характерное время Тп, связанное с собствен​ными продольными колебаниями пружины, существенно меньше характер​ного времени Тг, связанного с колебаниями груза, так как тогда неравно​мерность растяжения пружины будет за время Тг успевать выравниваться. Рассуждая, как в п. 1 а Добавления, можно вывести (попробуйте!) уравнение
[image: image1827.png]a_‘i_kﬁ. ou
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продольных колебаний прижины. Отсюда получаем ско​рость [image: image1828.png]Viis/mg



 распространения возмущений вдоль по пружине. За Тп можно принять воемя прохождения возмущения вперед и назад вдоль пружины, т. е.[image: image1829.png]= U/ Vil My = VK.




За Тг можно принять период колебаний груза, т. е. [image: image1830.png]Ty = 2Zv¥nmi/k .



 Таким образом, допущение о равномерном растяжении пружины можно считать приемле​мым, если [image: image1831.png]2vVvmy/k 2 Vavk,



 т. е. [image: image1832.png]iy, &« nwm.



 Допустив, как обычно, что «значительно меньше» означает «меньше по крайней мере в 10 раз», получаем условие приемлемости допущения:[image: image1833.png]


Заменив 10 на 5, что также представляется допустимым, получаем более свободное огра​ничение:[image: image1834.png]My < 0,4m.



 )
Поэтому закон сохранения энергии в применении к рас​сматриваемой системе имеет вид
[image: image1835.png]



После дифференцирования  и сокращения на [image: image1836.png]dx/dt



 получаем

[image: image1837.png]m+ zmy,

i'—2:-I'k,v(=0.
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Сравнивая с уравнением (1п.3.1.4), мы видим, что в приведенных предположениях можно считать массу пружины равной ну​лю — это, конечно, упростит модель,— но к массе груза добавить [image: image1838.png]m./3.



 Это поправочное слагаемое называется присоединенной массой пружины в рассматриваемой задаче.
    Отметим, что при анализе содержательной модели надо уточнить, какие именно данные мы можем считать извест​ными,— в частности, не проще ли непосредственно измерить величину, которую в принципе можно и вычислить.

3.6.3. Формулирование математической задачи
   Задачи анализа и синтеза. Далеко не всегда вопрос о том, какого типа математическую задачу мы будем решать, даже какие величины мы будем искать, бывает ясен с самого начала. Задача может быть поставлена не в конкретной форме («Найти частоту колебаний такой-то системы»), а в форме не столь определенной («Исследовать поведение такой-то системы», «Оптимизировать такое-то устройство путем под​бора его параметров» и т. п.). Тогда требуется хотя бы предварительное уточнение плана действий: какие величины было бы желательно найти, какие зависимости исследовать и откуда их можно было бы получить, по какому критерию проводить оптимизацию и т. д. Такой план, который впос​ледствии может видоизменяться и дополняться, желательно обдумать на возможно более ранней стадии исследования, поскольку он может существенно повлиять на формулировку математической модели: что мы будем считать исходными данными, какие величины искать, какого типа уравнения нам понадобятся для этого и т. д. При уточнении мате​матической модели мы уточняем и план действий, в итоге четко формулируя математическую задачу. (Впрочем, бы​вает, что даже четко сформулированная задача видоизменя​ется в процессе дальнейшего исследования.)
   Прикладные математические задачи можно условно под​разделить на два класса. В задачах одного класса речь идет об исследовании свойств заданного объекта — это задачи анализа. Задачи другого класса имеют целью выбор объекта из некоторой совокупности на основании каких-то требо​ваний — это задачи синтеза. (Термин «задачи синтеза» применяется и в более специальном смысле; в частности, в теории систем управления он означает задачу о построении такой системы, имеющей предписанное функционирование на основе применения обратной связи.) Конечно, это под​разделение условно, так как многие задачи можно в равной мере отнести как к одному, так и к другому классу. Однако из содержательной постановки задачи чаще всего бывает ясно, о задаче какого класса идет речь.
    Для задач анализа математическая модель обычно сводится к уравнениям того или иного вида. О различных типах уравнений, которые встречаются в приложениях ма​тематики, мы поговорим дальше. 
   Математическая мо​дель задачи синтеза тоже может свестись к решению урав​нений, если условия, на основании которых требуется вы​брать объект, имеют вид некоторых равенств. Но часто условие выбора имеет другой характер: для выбираемого объекта некоторая заданная скалярная функция его пара​метров (целевая функция) должна принять наименьшее или наибольшее возможное значение. Тогда математическая мо​дель сведется к задаче на экстремум. О типах таких задач будет сказано ниже.

3.6.4.  Основные компоненты математических моделей
    Согласно предлагаемому подходу математическая модель объекта является основной исходной информацией, на базе которой производится формирование модулей математических моделей . При этом, учитывая инвариантный характер выявленных проце​дур формирования, для разработки методов и алгоритмов их реали​зации математическая модель должна быть представлена в фор​мализованном виде, отражающем тот факт, что каждая конкрет​ная модель может быть представлена в виде ППП модульной струк​туры.
     Напомним, что под математической моделью понимают совокупность пере​менных, описывающих моделируемый объект и связей между этими переменными.
    Под переменными математической модели понимают числа, векторы, функции, с помощью которых определяется моделируе​мый объект. Набор переменных модели будем обозначать через [image: image1839.png]


 а каждую конкретную реализацию модели — задавать Nр-мерным вектором [image: image1840.png]


 (где Nр —
общее число переменных;[image: image1841.png]


— значения компонент вектора а).
    Под связями математической модели понимают совокупности отношений, связывающих значения отдельных групп переменных модели. Основными видами связей, используемых в математиче​ских моделях, являются отображение и отношение порядка.
    Отображения описывают некоторую совокупность свойств мо​делируемого объекта и его взаимодействия с внешней средой. Они реализуются оператором, обозначаемым в дальнейшем через Ф:
                                        [image: image1842.png]O:x=AxUr=2"P).



                          (1)
При этом переменные[image: image1843.png]


называют аргументами или входами мо​дели, а λ — ее значениями или выходами.
    Отношения порядка, обозначаемые в дальнейшем Ψ, описы​вают, как правило, условия существования (допустимого) моде​лируемого объекта. Эти условия практически всегда могут быть приведены   к  виду
                             [image: image1844.png]¥v: ) <=0
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                 (2)
определяющему отношения порядка между отдельными компо​нентами вектора переменных. В частности, в тех случаях, когда ограничения на переменные модели заданы в виде изопараметрических неравенств, переход к отношениям (2) возможен путем определения левой части ограничений как отображения со значе​ниями, присутствующими в отношениях порядка.
    В связях, определенных отношениями порядка, присутствуют обычно переменные, которые имеют смысл допустимых верхних или нижних пределов изменения значений переменных, описы​вающих объект. Эти переменные, в большинстве своем, носят характер директивных или нормативных данных. Простейшими примерами такого рода отношений могут служить [image: image1845.png]


 или [image: image1846.png]N g N,



 определяющие допустимость некоторых решений из условий прочности и надежности, соответственно (где [image: image1847.png]


— допустимые напряжения; [image: image1848.png]


— требуемый уровень надежности). С учетом сказанного при представлении математиче​ской модели объекта можно ограничиться рас​смотрением только связей-отображений, полагая при этом, что их переменные в процессе функционирования ПМ могут быть как фиксированы, так и ограничены.
   Неотъемлемым атрибутом модели являются ее области опре​деления X и значений Λ, пара которых задает область применения модели [image: image1849.png]


 т. е.
                                                [image: image1850.png]# =X, A}




     В итоге математическая модель объекта в це​лом (будем называть ее исходной моделью — М) может быть представлена  в  виде
                                           [image: image1851.png]M=(D, y, A, P).



                       (3)
   Известно, что модель М, имеющая в качестве выхода вектор λ, может быть представлена в виде совокупности из [image: image1852.png]


моделей-отображений со скалярными выходами [image: image1853.png]AR M K=1,2.




где [image: image1854.png]


 — размерность вектора λ. Такие модели будем называть скалярными.
   При программной реализации математической модели в каче​стве самостоятельной единицы (прикладного программного мо​дуля) используются подмодели, являющиеся блоками различной размерности, составленные из скалярных моделей   (модулей). В дальнейшем такого рода блоки будем называть элементарными моделями и обозначать буквой т.
    Каждая j-я элементарная модель может быть представлена в виде, аналогичном выражению (3):
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                      (4)
а компоненты исходной модели могут быть записаны через ком​поненты элементарных моделей следующим образом:
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где [image: image1858.png]Pr,, (#)



 — проекция множества [image: image1859.png]


 на гиперплоскость, координатами которой являются  компоненты вектора [image: image1860.png]Py Ny



— число элементарных моделей в исходной модели.
    Будем называть модель М связной, если для каждой совокуп​ности элементарных моделей [image: image1861.png]Il (0 < UL NG BT, N INT 55
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 найдется модель [image: image1863.png]m & {Mmylic 1,



 такая,   что  векторы   Р' и [image: image1864.png]{Pifics



 пересекутся,   т. е.
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При невыполнении этого условия модель М называется несвязной. Она может быть представлена в виде ряда связных подмоделей, каждая из которых допускает автономное рассмотрение.
   Особо отметим такую характерную особенность математиче​ских моделей, как разрывность их связей, под которой понимается наличие в них конечного числа точек разрыва, где возможны изменения как оператора, задающего связь, так и состава содер​жащихся в этих связях переменных.
    Отметим, также, что часть аргументов связей модели может не входить непосредственно в левую часть отношений, а присут​ствовать лишь в задании области определения. Поэтому пред​ставляется целесообразным различать явные и неявные аргументы связей модели. Под явными аргументами понимают аргументы, непосредственно входящие в левую часть отношения, а под неяв​ными — аргументы, фигурирующие только в задании области
   Можно привести аналогичные примеры с непрерывными не​явными аргументами. В частности, при расчете ряда аэродинами​ческих характеристик ЛА в используемых моделях отсутствует в числе явных аргументов переменная «удлинение крыла», в то время как значения этих характеристик определяются различ​ными формулами для крыльев малого, среднего и большого удли​нений.
     Путем введения в состав неявных аргументов таких характе​ристик моделей, как трудоемкость, обеспечиваемая точность вы​числений и т. п., можно «развязать» модели, имеющие общие выходные переменные, т. е. считать, что в составе исходной модели отсутствуют элементарные модели с пересекающимися областями применения и выходными переменными. Далее предполагается, что такая возможность реализована и модель М обладает свойством:
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В таком случае каждая разрывная модель может быть представ​лена в виде совокупности непрерывных моделей с непересека​ющимися   областями   применения.
   Заметим, что обычно задание областей определения связей модели дискретными переменными производится фиксацией их конкретных значений, а задание этих же областей непрерывными переменными — путем определения диапазонов изменения таких переменных. Несложно проследить связь между введенным ранее понятием «концепция» и областями применения математиче​ских моделей. Концепцию теперь можно определить как совокуп​ность решений, математические модели которых имеют непрерывную область [image: image1867.png]
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                                         (5)
Вначале производится формирование концепций, в результате чего воз​можно выделение из общей модели, описывающей множество кон​цептуально отличающихся объектов, непрерывной модели с об​ластью [image: image1869.png]


 соответствующей рассматриваемой в текущий момент концепции Ω. На второй, достаточно хорошо формализуемой ста​дии, выбирают рациональный вариант в рамках каждой кон​цепции на основе уже непрерывной модели. Учитывая, что про​цедура определения концепции является первой и при ее выпол​нении математическое моделирование не используется, в пред​ставлении математических моделей возможно не выделять об​ласти [image: image1870.png]


 в явном виде. Тогда для дальнейшей разработки вопросов формирования модулей является достаточным представлением матема​тической модели объекта в виде совокупности элементарных моделей (модулей):
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каждая из которых может быть определена следующими компо​нентами:
                                                 [image: image1872.png]my={f;, %5 M)
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    Между приведенными компонентами и компонентами процесса формирования модели имеет место определенное соответствие, заклю​чающееся в том, что вектор переменных [image: image1873.png]


 отражает параметры объекта —[image: image1874.png]{x. y, 2, K}t
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а   связи [image: image1876.png]=t 2, o w



— условия   допустимости    (V)    и
правило вычислений значений критериев оценки вариантов моделей (F):                                              [image: image1877.png]@<V, F.




    Приведенное определение математической модели соответствует ее представлению в виде ППП модульной структуры, где каждый модуль — элементарная модель — выступает в роли «черного ящика» с обозначенными лишь входами-выходами. В таком кон​тексте основная информация, которая может быть использована в процессе формирования модуля, содержится в структуре исходной модели, отражающей информационные связи между входящими в ее состав элементарными моделями.
    Основными «конструк​тивными элементами» математической модели для рас​сматриваемого нами класса задач являются те или иные постоянные и переменные величины, входящие в состав модели, и функциональные зависимости одних величин от других. Некоторые из постоянных величин могут быть зада​ны (это параметры задачи), другие — искомыми; то же относится к функциям. Модель составляется с таким расче​том, чтобы, найдя искомые величины и функции, мы могли дать ответ на поставленные вопросы. Так, в ранее рассмотренном примере ответ на вопрос о характере колебаний давала функция x(t), а о частоте — постоянная ω0.
   Заданные и искомые величины и функции в математиче​ской модели обычно связываются уравнениями и неравенст​вами. Более того, во многих случаях, особенно в задачах анализа, сама модель имеет вид уравнения или системы уравнений. Но и в том случае, если модель содержит еще что-то, уравнения обычно составляют ее весьма существен​ную часть.
  Уравнения, включаемые в математическую модель изу​чаемого объекта, выписываются на основе определяющих соотношений между величинами, вытекающих из постула​тов содержательной модели, как это в простом примере мы сделали ранее. Эти постулаты могут иметь различное происхождение и различную степень адек​ватности.
    Некоторые постулаты непосредственно вытекают из уни​версальных физических законов, таких, как закон сохра​нения энергии, второй закон Ньютона и т. п. Аналогичную роль играют фи​зические законы с ограниченной областью действия, для которых возможность применения в изучаемой задаче сле​дует из универсальных законов, например, если идет речь о применении закона сохранения масс в задачах инженерной механики. (В этих задачах изменения масс, вытекающие из теории относительности, явно пренебрежимо малы.) Полная адекватность таких постулатов несомненна.
     Однако универсальных и родственных им законов в подавляющем большинстве исследований недостаточно и поэтому приходится также пользоваться законами, име​ющими иной характер. Широко применяются, в частности, феноменологические законы — такие, как закон Гука или упомянутый ранее закон Фурье,— т. е. достаточно хорошо эмпирически (и отчасти теоретически) обоснованные законы с ограниченной областью действия, также установ​ленной эмпирически. При применении феноменологического закона для построения математической модели весьма важ​ными являются вопросы о самой возможности этого приме​нения (т. е. о попадании изучаемой ситуации в сферу дей​ствий закона) и о последствиях возможных отклонений от этого закона. Бывает, что возможность этого применения оговорена в условии задачи, но эти вопросы все равно возникнут при применении полученных результатов к реальному объекту.
     Еще менее универсальный характер имеют полуэмпи​рические соотношения, получающиеся в результате соче​тания качественных соображений (в частности, соображений размерности) и обработки результатов эксперимента или иной статистики либо выведенные из других соотношений такого же характера. Так, в прикладной аэродинамике хо​рошо известна формула для подъемной силы Р при плоском дозвуковом обтекании крыла:
                                           [image: image1878.png]


                                      (7)
где ρ и v — соответственно плотность и скорость набегаю​щего потока, b — хорда профиля крыла, а cу — безразмер​ный коэффициент, зависящий от формы профиля и направ​ления набегающего потока. То, что формула должна иметь такой вид, легко вытекает из соображений размерности, но для конкретных расчетов очень важно знать, чему равно су для различных реальных профилей и «углов атаки» α, характеризующих направление набегания потока. Это теоретически сделать в принципе можно, но не просто; проще это сделать эмпирически путем продувки модели в аэродинамической трубе. В результате были получены гра​фики зависимости су(α) для многих наиболее интересных профилей.
   Интересно сравнить формулу (7) с формулой Жуков​ского для той же задачи: [image: image1879.png]£ =pvl’,



где Г — циркуляция вектора скорости воздуха по контуру, охватывающему про​филь крыла.  Последняя формула в теоретическом отношении более совершенна, так как не содержит эмпиричес​кого коэффициента сy. Но как в реальной ситуации найти значение Г? Теоретически это удается лишь в редких слу​чаях, а получить Г с помощью измерения еще сложнее, чем сy. Таким образом, формула (7) обладает существенным преимуществом в продуктивности, о которой мы говорили ранее.
    Применяются также и чисто эмпирические соотно​шения, получаемые с помощью прямой обработки данных наблюдения или эксперимента и зачастую даже привязан​ные к определенным единицам измерения.
   К сожалению, и этих соотношений порой оказывается мало, и приходится идти на определенный риск, применяя известные формулы вне рамок, где они были установлены, в надежде на то, что это не даст существенной ошибки либо что ошибку можно будет компенсировать путем каких-то поправок. Порой приходится также выводить новые форму​лы на основании недостаточных данных. В таких случаях надо отчетливо видеть — и не скрывать от других — слабые места в рассуждениях, так как здесь особенно велика опас​ность грубых ошибок и, в частности, подгонки решения под желаемый результат, который к тому же, особенно после применения ЭВМ, получает видимость математического обоснования. В таких случаях математика может принести не пользу, а вред!
     Выводы из недостаточно обоснованной модели надо ста​раться перепроверять, меняя модель либо сравнивая какие-либо из этих выводов с эмпирическими данными или теоре​тическими результатами, полученными независимо от про​водимого исследования.

3.6.5. Сетевая структура математических моделей
   Довольно часто употребляемыми являются пред​ставления структуры математических моделей в виде графа. При этом возможно использование ориентированных графов, в кото​рых вершины соответствуют операторам элементарных моделей [image: image1880.png]


 а дуги — переменным, причем входящие дуги каждой вершины fі определяют векторы [image: image1881.png]Ki»



 а исходящие — [image: image1882.png]


Такое представление структуры модели применяют, обычно, при решении задач планирования вычислений на ППП модульной структуры или, другими словами, при гибком построении расчетных мо​делей, что является частью одной из процедур формирования модулей. В основе планирования в данном случае лежит тот факт, что мно​жество всевозможных путей на графе исходной модели объекта в целом представляет собой множество подмо​делей, которые можно сформировать из элементарных моделей, порождающих этот граф. Каждый такой j-й путь представляется естественно упорядоченным множеством чисел [image: image1883.png]Ty =ty by ooy tN,}},



 элементами которого  являются   номера  вершин, лежащих наэтом пути. При этом предполагается, что граф модели является предварительно  упорядоченным  по  условию:  [image: image1884.png]m= << m "



      если на информационном графе существует путь  из [image: image1885.png]


в [image: image1886.png]


а его связи   пронумерованы,   соответственно,   числами   натурального ряда:
                                [image: image1887.png]m* =y, m**=my, i<,




В общем случае очевидно, что между некоторыми вершинами путь может не существовать. Относительная нумерация таких вершин может быть произвольной. Случаи, когда ряд вершин образуют на графе цикл, алгоритмами планирования на базе использования ориентированных графов исходной модели принципиально не охватываются.
    Таким образом, на базе исходной модели М, описывающей объект в целом, путем объединения элементарных моделей в различных комбинациях можно сформировать множе​ство моделей [image: image1888.png]Me, = iMijicry



соответствующих отдельным агре​гатам и системам этого объекта и различным аспектам его функ​ционирования. Выше такие модели были названы агрегирован​ными (блочными).
    В качестве примера рассмотрим некоторую совокупность эле​ментарных математических моделей, описывающих геометрию и аэродинамику корпуса ЛА :
[image: image1889.png]my:4Dg, Raur, Beout = Cpoct
7ty {Cxepy Cxy Chopus CHroe} = Cogs
ms={M, Dy, Roar, Buows huy CYog} = Chp;
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где  [image: image1890.png]


— диаметр   корпуса; [image: image1891.png]


— радиус   затупления   носка
корпуса; [image: image1892.png]Oxor



— полуугол раствора носового конуса; М — число
Маха набегающего потока; [image: image1893.png]Cxuoc



— коэффициент сопротивления
носовой   части   корпуса   (затупленный   конус); [image: image1894.png]Cxos



— коэффи-
циент   лобового   сопротивления   корпуса   при [image: image1895.png]Cxqp



—
коэффициент сопротивления трения корпуса;[image: image1896.png]Cxpy



— коэффициент
донного сопротивления корпуса; [image: image1897.png]Cnopm



— коэффициент сопро-
тивления  кормовой части  корпуса.
Здесь т1 определяется следующими скалярными моделями:
[image: image1898.png]7 = 2Rsq+/Dyy;
Mroe = 1/2t€ Oous
Cxnoe = i (M, hioc);
Cizay = B (M);

Cityoe == Cxnoc (1 — 7% 05" Bon) - Citanrs




где [image: image1899.png]


— относительный радиус затупления носка корпуса; [image: image1900.png]


— удлинение носовой части корпуса без затупления;[image: image1901.png]G Xnoe



— коэф-
фициент сопротивления носовой части корпуса (заостренный ко​нус); [image: image1902.png]CXopn



 — коэффициент сопротивления затупленной носовой части; [image: image1903.png]Fu (M, Aoc)



—таблица значений функции [image: image1904.png]C'woe = f1 (M,



[image: image1905.png]Mioc)s

fo (M)



 — таблица значений функции [image: image1906.png]CXopn



=[image: image1907.png]Mioc)s

fo (M)



.
   На рис. 1 показан граф, описывающий струк​туру данной модели, а на рис. 2, а—г — примеры принципиально возмож​ных агрегированных мо​делей, которые могут быть составлены на базе исход​ной модели.
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Рис.1.   Пример ориентированною информационного графа модели
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Рис. 2.   Примеры агрегированных моделей
    Гибкость исходной мо​дели будем оценивать чи​слом агрегированных моделей, которые могут быть сформированы на ее ос​нове. Уровень такого рода гибкости определяется двумя факторами. Первым из них является степень разбиения исходной модели на элементарные модели (модули), представляющие собой программные мо​дули — неделимые составные части ППП. Предельным в данном случае является отождествление скалярных и элементарных мо​делей. Однако при этом надо учитывать, что элементарная мо​дель может включать в себя ряд связей, выделение каждой из которых в автономную программную единицу не имеет смысла (см. модель т1), так как вычисляемые ими значения не представ​ляют самостоятельного интереса. Разделение исходной мо​дели на элементарные модели производится при ее программной реализации, что исключает влияние способов реализации про​цедур формирования модуля на рассматриваемый фактор.
    Вторым фактором, определяющим гибкость исходной модели, является применяемый способ формирования агрегированных мо​делей из ее элементарных составляющих. В частности, при ис​пользовании способов, базирующихся на представлении струк​туры исходной модели в виде ориентированного графа, допускается формирование  лишь   таких   агрегированных   моделей,   входы   и выходы которых содержатся во входах и выходах, соответственно, исходной модели. Такого рода формирование является   наиболее   распространенным   и   исследованным.
   В то же время из требования гибкости, предъявляемого к про​цедурам формирования модуля, следует, что на одной и той же исход​ной математической модели должно допускаться решение задач в различных постановках. При этом переменные, которые в одних задачах являются входными, в других могут быть выходными и наоборот. Такого рода гибкость допустима лишь при описа​нии элементарных моделей наборами входящих в них переменных без деления их на входные и выходные. Такое рассмотрение мо​дели практически исключает ее представление в виде ориентиро​ванного графа, но обеспечивает расширенные возможности как при формировании расчетных моделей для выполнения проектных операций, так и при выполнении других процедур формирова​ния модуля. Покажем это.
   Будем считать, что задание на формирование расчетных мо​делей всегда может быть определено парой (І, Т), где І — вектор исходных переменных; Т — требуемые результаты моделирова​ния. В частности, если выбор решений при выполнении некоторой операции Sij оптимизационного статуса основан на использовании свертки критериев, то для этой операции набор переменных, определяющих требуемую расчетную модель, может быть пред​ставлен в виде
                                    [image: image1910.png]I=\xi5 25 yushs



                                     (1)
                               [image: image1911.png]T =1kl B .. ke



                            (2)
    Для выполнения операций расчетного статуса требуемая рас​четная модель может быть представлена парой:
                                       [image: image1912.png]I'={xy, 25);



                                           (3) 
                                                    [image: image1913.png]T =y



                                               (4)
    Рассмотрим  некоторую скалярную модель[image: image1914.png]Ay = %),



 предполагая fj явной функцией действительных переменных. Она соответствует заданию (I, Т), для которого [image: image1915.png]I = A; T <= ;.



 Однако нетрудно показать, что на базе этой же модели можно решить и ряд других задач, для которых
                                     [image: image1916.png]1 € p;, T — cramsp;
(p\T)<= 1,
rae p;=h; Uy



                          (5)
          Данные условия следуют из возможности решения уравнения
[image: image1917.png]M —Liy) =0



 относительно любой из компонент вектора [image: image1918.png]


 а не только λ. При этом разрешимость приведенного уравнения относительно некоторой переменной из [image: image1919.png]PiNAj



 равносильна переориентации   графа   модели.
   В    случае    элементарной модели  [image: image1920.png]mj,



  для     которой[image: image1921.png](51 > 1,



 в дальнейшем  бу​дем   считать,    что    условие [image: image1922.png][T = [3;],



 являющееся   ана​логом условия  (5),  обеспе​чивает  разрешимость тj от​носительно любых [image: image1923.png]


ком​понент вектора[image: image1924.png]


 Реализа​ция переориентации [image: image1925.png]iy



 в этом  случае может   быть произве​дена, в частности,   на  базе   оптимизационных  методов   решения уравнений. Значения [image: image1926.png]


 далее будем называть   рангом   модели [image: image1927.png]


.
     Исходя из сказанного, для последующего изложения исход​ную математическую модель объекта целесооб​разно представлять, как и раньше, в виде совокупности элемен​тарных моделей. Но при этом не разделять их переменные на входные и выходные, а учитывать их ранг, т. е.
                                    [image: image1928.png]g ={fs, o5 1M1}



                              (6)
Отметим, что если в качестве элементарной модели рассматри​вается модель, вектор выходных переменных которой является многомерным, то дуги, исходящие из определенной вершины, соответствуют различным переменным. Для того чтобы обеспе​чить полноту описания, приходится делать на дугах пометки (как в приведенном выше примере). Введение их определяет граф исходной модели как граф с помеченными дугами, исследование которого затруднительно. Все это делает целесообразным пере​ход к представлению структуры модели в виде двудольного графа.
     В дальнейшем будем представлять структуру исходной мате​матической модели объекта в виде сети, интерпре​тируемой неориентированным двудольным графом, состоящим из двух групп вершин и соединяющих их ребер: в первую группу входят вершины, образованные операторами элементарных мате​матических моделей, а во вторую — переменные, входящие в эти модели; ребра определяют факт присутствия переменных в соот​ветствующих моделях. Далее такого рода графом будем представ​лять информационным графом модели. На рис. 3 в качестве при​мера показан информационный граф, соответствующий фрагменту математической модели ЛА, приведенному на рис. 1.
[image: image1929.png]



Рис. 3. Пример неориентированного двудольного информационного графа модели   [image: image1930.png]


— вершины-переменные, [image: image1931.png]


 — вершины-связи)
3.6.6. Определение тандемной модели

   Многоуровневый характер математических моделей объектов является следствием реализации исследования как процесса последовательной детализации объекта и порож​дается следующими характерными чертами этого процесса:
1)  ограниченностью размерности задач, решаемых на каждом уровне детализации;
2)  более полным описанием объекта на каждом последующем уровне детализации по сравнению с предыдущими.
    Ограничения на размерность задачи, решаемой на каждом q-м уровне детализации, непосредственно отражаются на раз​мерности вектора переменных [image: image1932.png]


в соответствующей расчетной модели [image: image1933.png]


 на базе которой эта задача решается.
    Необходимость ограничения размерности вектора переменных модели требует ранжирования его компонент по степени их влия​ния на вычисляемую величину. Наиболее значимые из них (d) непосредственно входят в модель, а влияние других учитывается в обобщенном виде с помощью специально вводимых в состав модели переменных [image: image1934.png]


 В роли данных переменных могут высту​пать как параметры объекта, имеющие физиче​скую интерпретацию (например, коэффициенты весового совер​шенства конструкций), так и статистические (эмпирические) коэффициенты. В итоге состав вектора переменных [image: image1935.png]


 в общем случае может быть представлен двумя группами компонент — [image: image1936.png]


 и [image: image1937.png]Vg»



 т. е.
                                                  [image: image1938.png]


                            (1)
   Несложно заметить, что вектор переменных v как по смыслу, так и по назначению соответствует реакциям [image: image1939.png]


 а вектор [image: image1940.png]


— всем другим компонентам, описывающим q-й уровень детализа​ции [image: image1941.png]


       Учитывая   это,   установим   следующие   соответствия:
                                        [image: image1942.png]Ag=(Xq, Yq Kohi



                                (2) 
                                                          [image: image1943.png]Vg 2g.



                                         (3)
    Ограничения на размерность вектора переменных модели [image: image1944.png]


 распространяются в первую очередь, на размерность [image: image1945.png]


 Причем, так как значения векторов xq всегда являются заданными, а кри​терии, как правило, — производные от [image: image1946.png]Xgr Yqr



 то действитель​ные ограничения на размерность dq определяются размерностью уq. При рассмотрении более поздних уровней детализации увеличи​вается число принятых решений. Этому соответствует увеличение размерности вектора х и, соответственно, уменьшение ограничений на размерность вектора Р.
    Итак, вычисление той или иной характеристики объекта, в частности критериев оценки принимаемых решений, может быть произведено с использованием различных моделей. Вначале могут использоваться модели, учитывающие лишь основ​ные факторы, т. е. влияние которых на вычисляемые характери​стики наиболее сильное, а затем, по мере детализации объекта и расширения вектора х, возможно применение более полных моделей. Эту возможность используют при  исследовании и проектировании сложных технических изделий. Так, например, при проектирова​нии ЛА прочностные и аэродинамические расчеты на начальных этапах проектирования осуществляют по приближенным форму​лам, а далее — на основе методов типа конечных элементов, па​нельного и т. п., для использования которых необходимо задание значительно большего числа переменных, описывающих проекти​руемый ЛА. Очевидно, что применение этих методов возможно лишь после того, как проект достаточно детализирован и основная масса исходных данных известна (в виде решений, определенных на   предыдущих   уровнях).
    Проиллюстрируем сказанное выше на примере моделей мас​совых характеристик ЛА, используемых при его проектировании. Здесь на ранних операциях детализации проекта широко исполь​зуют приведенные уравнения, полученные на основе статистиче​ских данных. Переменными v в них являются: относительная масса топливных баков — [image: image1947.png]Aros



 относительная масса двигательной установки —[image: image1948.png]Yy



 и др. При этом сами связи задаются, как пра​вило, в виде линейных функций. Так, в частности, масса топлив​ного отсека [image: image1949.png]Myo



 задается как линейная функция от  [image: image1950.png]Gro



 и массы топлива [image: image1951.png]iy,



 т. е.
                                               [image: image1952.png]Myo = droffiy.



                               (4)
     В данном случае известно сильное влияние переменной ато на результаты расчетов. Последнее объясняется тем, что она представляет такие существенные факторы, влияющие на массу топливного отсека, как данные об отсеках различных форм, нагрузки на них, плотности компонентов и т. д. При этом формула (4) не учитывает перечисленные выше факторы, а следова​тельно,   имеет  малую  достоверность.
    После конкретизации компоновки аппарата используют за​висимости, имеющие также чаще всего статистический характер, но учитывающие тип и форму бака [image: image1953.png]


 давление наддува [image: image1954.png]Pyans




максимальные   перегрузки [image: image1955.png]1 max,



 плотность   компонентов    ρк, а также массу топлива [image: image1956.png]


 В этом случае формула, описывающая связь приведенных выше характеристик, уже будет нелинейной, а состав ее аргументов существенно расширен по сравнению с фор​мулой (4):
                   [image: image1957.png]Myo = Mo ( Doy M, P Huwrr Prans Vi)



             (5)
Здесь переменные [image: image1958.png]Vi



 уже не имеют столь четко выраженного смысла, как ато в формуле (4).
    По мере разработки конструкции на последующих уровнях детализации определяют конструктивно-силовую схему топлив​ного отсека, действующие на него нагрузки, состав и массу уста​навливаемой в нем арматуры. Далее, опираясь на результаты прочностных расчетов, определяют массу топливного отсека как сумму масс входящих в него элементов: силовой конструкции [image: image1959.png](7o),



 арматуры  [image: image1960.png](Mapm)



и   других элементов [image: image1961.png](Map)s



в том числе и  элементов  автоматики:
                             [image: image1962.png]Mxo == Moy + Magw | Mnp-



                              (6)
При этом массы каждого из представленных элементов топливного отсека в зависимости от параметров этих элементов, а также условий  их  работы [image: image1963.png]{Pxy Tmaxy FPyame My



 и   др.)   определяются своими моделями, которые могут иметь многоуровневый характер. Агрегируя эти модели и модель (6), выражение, определяющее [image: image1964.png]Mgy



 можно  представить в виде
          [image: image1965.png]Mg = figo (M, e Huaso Prany Poxe Papw: Prps Vahs



    (7)
где [image: image1966.png]


— параметры  силовой  конструкции; [image: image1967.png]Papu



 —  параметры
арматуры; [image: image1968.png]


— параметры других элементов топливного отсека.
    Приведенные примеры подтверждают, что по мере накопления данных по текущему проекту для вычисления одних и тех же характеристик объектов возможно использование все более полных (в смысле учитываемых факторов) математи​ческих моделей.
      Присутствие вектора v в составе переменных модели, как отмечалось выше, призвано компенсировать огрубление этих моделей, вызванное ограничениями на число входящих в них переменных. Значения компонент этого вектора выбирают, как правило, из условия сведения к минимуму погрешности, возни​кающей при огрублении модели.
    Пусть известны некоторая модель [image: image1969.png]Mg = (dgy v fo):




[image: image1970.png]fot dar vol =1,
rae dy = d;\q,




а также полный набор факторов, влияющих на значения λ, пред​ставляемый совокупностью переменных,  образующих  вектор а:
                                                     [image: image1971.png]a>d,.



                                  (8)
Предположим также,  что известны истинные значения   λ в [image: image1972.png]


 отдельных   точках,   т. е. [image: image1973.png]Hagti=t,2.. ,w,



 В   этих    условиях
задача определения значений v может быть сформулирована как минимизация тем или иным образом выраженной погрешности І (где [image: image1974.png]=1 ({{ai)ti=1, 2 .., fq dyg V)



 вычислений   переменных λ, на модели [image: image1975.png]My:




[image: image1976.png]vo=argminZ ({a)mr, 2. .. . v, fo, dyy Vo).




Подобного рода задачу принято называть задачей  идентификации (распознавания)  математических  моделей.
       Как правило, оператор [image: image1977.png]fa



 в задачах идентификации является известным и может рассматриваться как некоторая константа. Тогда  

                          [image: image1978.png]Vo =g ({adhi=r. 2. ... v, ).




    При   рассмотрении   многоуровневых   моделей   в   роли   точек [image: image1979.png]Waiti=1,2, ..., N,



 могут выступать реализации   вычислений   пере​менных [image: image1980.png]


 на базе моделей, более полно учитывающих факторы, влияющие на λ, чем [image: image1981.png]


 Тогда [image: image1982.png]


 можно представить  в виде
[image: image1983.png]vy ldy, dy, i}





при условии
                                                [image: image1984.png]dycdy,



                                        (9)
где [image: image1985.png]


— вектор переменных модели, по результатам вычислений на   которой   проводится   идентификация.
    Условие (9) является необходимым для того, чтобы по резуль​татам численных экспериментов на базе модели [image: image1986.png]M = {d;, v, fr)



 можно было идентифицировать [image: image1987.png]


 Его нарушение равносильно сопоставлению результатов выполнения двух (численных) экспе​риментов, отличающихся условиями их проведения.
    Представим решение задачи идентификации как реализацию некоторого оператора Q:
[image: image1988.png]Q:{dy, di, v} =g




     Компоненты vq отражают влияние на вычисляемую величину переменных [image: image1989.png]difdg,



 поэтому результаты решения задачи идентификации можно представить в виде
                                      [image: image1990.png]vg = Qde\dq, V).



                           (10)
При выполнении различных операций на базе математического моделирования последнее выражение с учетом соотношений (2) и (3) тождественно формуле композиции операторов.
    Обобщая сказанное, введем формальное понятие тандемной модели — канонического представления многоуровневых моделей, положенного в основу формирования модулей. Мо​дели [image: image1991.png]Mgy, My, ..




будем называть одноименными с призна​ком одноименности [image: image1992.png]


 если все они в составе своих выходных переменных имеют переменные [image: image1993.png]


 т. е. если
[image: image1994.png]



    В частности, модели (4)—(6) являются одноименными с призна​ком одноименности[image: image1995.png]Mg,




    Тандемной моделью с признаком одноименности [image: image1996.png]K,



 будем на​зывать совокупность одноименных моделей с признаком [image: image1997.png]K,



 допу​скающую линейное упорядочение по условию:
[image: image1998.png]i>je M > Myje-diDd;




В качестве примера такой совокупности могут служить модели (4), (5), (7). Тендемные модели будем обозначать через[image: image1999.png]TM (x).




   Важным свойством тандемных моделей является то, что пере​менные v, присутствующие в моделях каждого уровня, могут быть определены через переменные моделей более низких уровней решением задачи идентификации. В результате, к совокупности связей исходной  модели [image: image2000.png]fike=t, 2,00 v



 добавляются связи  (10), имеющие место на каждой паре уровней тандемных моделей.
    В общем случае на базе исходной модели может быть сформи​ровано множество тандемных моделей, отличающихся призна​ками одноименности [image: image2001.png]


 Уровни этих моделей являются, как пра​вило, агрегированными из модулей ППП — элементарных моде​лей. Потребность в агрегировании определяется необходимостью обеспечения условий (9). Так, например, модель (4)—(6) не является тандемной. Однако агрегирование формулы (6) с моде​лями, вычисляющими [image: image2002.png]ey, Mapy, Mpgy



 порождает модель (7), которая в совокупности с соотношениями (4), (5) уже представ​ляет  тандемную   модель.
   Таким образом,  каждый уровень тандемной модели [image: image2003.png]M (%),



 обозначаемый далее [image: image2004.png]™™; (%),



представляет собой в общем случае
совокупность   элементарных   моделей [image: image2005.png]


 В   состав   модели
[image: image2006.png]


 включаются те элементарные модели, которые в своей совокупности обеспечивают выполнение условия (9) и удаление любой из них нарушает это основное условие тандемности. При этом возможно, что отдельные элементарные модели могут вхо​дить в различные тандемные модели. 
    Считается, что в тандемной модели выполняется условие (там, где очевидно, что речь идет о тандемной модели, индекс τ будем опускать):
                                       [image: image2007.png]hpr, = hagy NP i<,



                      (11)
где[image: image2008.png]Aoty



— вектор   выходных   переменных   модели [image: image2009.png]


 Данноепредположение можно выполнить всегда. В частности, если оно не выполняется, то в [image: image2010.png]


 следует включить то подмножество элементарных моделей из  [image: image2011.png]


 выходами из которых являются переменные [image: image2012.png]LI




 Тогда из условия (11) следует, что
                                           [image: image2013.png]


                                         (12)
т. е. вектор выходных переменных модели первого уровня является признаком одноименности тандемной модели.
    Аналогично тому, как было введено понятие элементарной модели, введем определение элементарной тандемной модели, под которой будем понимать тандемную модель со скалярным признаком одноименности. Тандемные модели, имеющие в качестве признака одноименности вектор переменных, будем называть агрегированными. При этом очевидно, что такие модели пред​ставляют собой объединение элементарных тандемных моделей с признаками, являющимися компонентами указанного вектора, т. е.
                                                  [image: image2014.png]Mo
Mg ={U M),




где  [image: image2015.png]'



— размерность   вектора [image: image2016.png]



    Из условия (12) следует, что моделью первого уровня эле​ментарной тандемной модели является элементарная модель. Модели второго и последующего уровней элементарной тандемной модели могут уже быть агрегированными, имея в своем составе несколько элементарных моделей, в том числе и одноименную с  моделью  верхнего  уровня.
    Пусть имеется элементарная тандемная модель [image: image2017.png]M () = M,,




[image: image2018.png]


 с вектором выходных переменных на каждом уровне [image: image2019.png]Mlx €hi, i=1,2, ..., N).



 Любой компоненте  [image: image2020.png]A
{ A
i



[image: image2021.png]Mlx €hi, i=1,2, ..., N).



 можно
поставить в соответствие элементарную модель, имеющую в ка​честве выходной переменной эту компоненту. Тогда, учитывая условие (12), можно заключить, что каждой элементарной мо​дели і-го уровня соответствует по одноименной ей модели на всех нижележащих уровнях.
     Если рассмотреть некоторую модель Mі, то входящие в ее состав элементарные модели  можно разделить  на две группы:
    модели, имеющие на выходе переменные из[image: image2022.png]


 т. е. модели,
одноименные  которым  содержатся   в [image: image2023.png]Miy;




     модели, имеющие одноименные только на нижележащих уров​нях, т.е. модели, имеющие на выходе переменные из [image: image2024.png]LTANTEN




    Каждую из элементарных мо​делей [image: image2025.png]


 относящуюся ко второй из названных групп, можно рассматривать как первый уровень элементарной тандемной модели с признаком одноимен​ности — выходной  переменной из [image: image2026.png].



 Поэтому каждую элементарную модель [image: image2027.png]


 можно   рассматривать как объединение элемен​тарных тандемных моделей, при​знаками одноименности которых являются переменные   из [image: image2028.png]AN Ay



 [image: image2029.png]


 Так, на​пример,    элементарные     модели, вычисляющие [image: image2030.png]Moy, Mapms,  Migp



 в виде, подобном соотношению (5), и входящие как состав​ные части в агрегированную модель (7), могут рассматриваться как первый уровень тандемных моделей соответственно с призна​ками одноименности [image: image2031.png]Mgy Mapus Mop.



 Их последующими уровнями являются модели, аналогичные моделям (6), (7).
    В итоге структуру тандемной модели в общем случае можно представить в виде, показанном на рис. 1. 
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Рис.1. Сруктура тандесной модели.

Структура элементар​ных моделей на каждом уровне была приведена ранее на рис. 3 п.6.5.
     На базе элементарных моделей путем их композиции могут быть сформированы различные тандемные модели. При этом, основываясь на представленной структуризации тандемных моде​лей, их формирование в целом может быть сведено к построению двухуровневых скалярных моделей, первым уровнем которой является некоторая элементарная модель [image: image2033.png]m* = *M; (A%),



 а вторым [image: image2034.png]Y

(A%))



— как   правило,   агрегированная   модель.   При этом, если т*, в свою очередь, входит в состав композиционной модели, являющейся вторым уровнем в другой, ранее сформиро​ванной тандемной модели, то путем подстановки [image: image2035.png]M, (A%)



  вме​сто т* можно сформировать третий уровень этой модели и т. д.
     Таким образом, базовая форма представления математических моделей (модулей) объектов характеризуется:
    наборами  переменных;
    связями между этими переменными, непосредственно присут​ствующими в моделях, и связями идентификации;
    структурой  (сетевой  и  многоуровневой).
    Использование данной базовой формы позволяет свести реали​зацию основных процедур формирования модулей к решению фор​мальных задач, формулируемых как задачи анализа структурных свойств   исходной   модели.
3.6.7. Подбор эмпирической формулы
    Остановимся особо на вопросе о подборе эмпирической формулы для функ​циональной зависимости между величинами.
     Пусть мы знаем, что некоторая величина у является функцией другой величины х, т. е. [image: image2036.png]¥y = yx),



 но аналитическое выражение этой функции нам неизвестно и мы хотим подобрать для нее формулу [image: image2037.png]y = X,



 с достаточной для нас точностью описывающую зависимость. Пусть, далее, в ре​зультате эксперимента или наблюдения, мы получили рад значений х и соответствующих значений у:
[image: image2038.png]X = Xy Xy s XN
¥ = Y10 Yas oer INe




   Тогда, если N не слишком велико, обычно начинают с нанесения этих данных на  координатную ось в  виде отдельных точек. При этом становятся видны точки, выпа​дающие из общего хода зависимости. Они могут свидетель​ствовать о каких-то важных эффектах, требующих спе​циального исследования, но чаще получаются из-за сущест​венных ошибок при эксперименте или вычислениях — тогда эти точки просто игнорируются.
     Затем надо выбрать вид формулы, которой мы будем пользоваться. Если этот вид не вытекает из каких-либо общих соображений, то обычно выбирают одну из про​стейших элементарных функций или их простую комби​нацию (сумму степенных или показательных функций и т. п.); конечно, для этого надо хорошо представлять себе возможные графики таких функций. При этом следят за тем, чтобы подбираемая функция f(x) имела те же характерные особенности, что и изучаемая функция у(х). Так, если по своему содержательному смыслу функция y(x) четная, то и функция f(x) должна быть четной и т. п.; очень важно правильно передать поведение функции при больших и малых значениях х, возможную смену ее знака и другие ее существенные черты. На малом интервале изменения х часто применяют наиболее простую — линейную функцию, а вблизи точки экстремума — квадратичную функцию. Иног​да не удается подобрать единую формулу на всем интервале изменения х и приходится разбивать этот интервал на части и на каждой подбирать свою формулу.
   После выбора вида формулы нужно определить значения входящих в нее параметров. Рассмотрим сначала случай, когда экспериментальные точки подсказывают линейную зависимость у от х, т. е. мы полагаем f(x)= ах + b и нам надо найти значения параметров а и b. Если высокой точности не требуется (тем более, что формула все равно приближенная), то это можно сделать непосредственно с помощью графика, проведя прямую — лучше всего при​менив прозрачную линейку,— к которой эксперименталь​ные точки лежат ближе всего, а затем определить ее па​раметры.
  Если требуется бóльшая точность или если мы хотим обойтись без геометрических построений, ограничившись линейными приближениями, то наиболее часто для подбора параметров а и b применяется метод наименьших квад​ратов. Он состоит в минимизации суммы квадратов разностей между эмпирическими значениями функции и   соответствующими   ее   значениями,   полученными из приближенной формулы,
[image: image2039.png]im-—(ax,vkb)]’-min.




Применение необходимого условия экстремума (равенство нулю производных первого порядка по каждому аргумен​ту) к этой сумме, рассматриваемой как функция величин а, b, приводит к простой системе уравнений для определения а и b:
[image: image2040.png]



    Этот метод можно применить и к формулам другого вида, даже содержащим более одной независимой переменной и (или) любое число параметров, если эти параметры входят линейно в искомую формулу. Если это не так, то иногда оказывается возможным ввести новые переменные так, что​бы это условие было выполнено.
    Приведем пример. Пусть эксперимент привел к зна​чениям:
[image: image2041.png]x = 0,00; 0,105 0,20; 0,30; 0,40; 0,50; 0,60; 0,70; 0,80,
0,90; 1,00;

v = 0,00; 0,01; 0,03; 0,08; 0,17; 0,29; 0,45; 0,66; 0,91;
1,22; 1,57,




Изображение экспериментальных точек на миллиметровке, которое мы предоставляем сделать читателю, напоминает о степенной функции вида[image: image2042.png]


в которую параметр b входит нелинейно. Поэтому прологарифмируем это равенст​во и обозначим [image: image2043.png]Iny=Y,Inx=X,lna= A



 Мы приходим к формуле [image: image2044.png]Y

bX + A



 в которую параметры А и b входят линейно. В новых переменных таблица имеет вид
[image: image2045.png]X = — 1,0000; —0,6990;, —0,5229; —0,3979;
— 0,3010; — 0,2218; — 0,1549; — 0,0969; — 0,0458;
0,0000;

Y=—20000; —1,5229; —1,0069; — 0,7696;
— 0,5376; — 0,3468; — 0,1805; — 0,0410; 0,0864; 0,1959.




Применение метода наименьших квадратов дает значения [image: image2046.png]b =2,2734, A =0,16079,



 откуда [image: image2047.png]a = ],4481,



 и с учетом точности исходных данных мы получаем приближен​ную формулу [image: image2048.png]y = 1,45x*,



Отметим, что на полученные значения параметров могут существенно повлиять погреш​ности при измерении малых значений у. Для повышения достоверности результата следует либо повысить точность этого измерения, либо игнорировать эти значения при при​менении метода.
3.6.8. О размерностях величин
    В приложениях матема​тики — в отличие от курса самой математики — рас​сматриваемые величины, как правило, размерны. Этому важному вопросу не всегда уделяется необходимое вни​мание, что может послужить источником ошибок.
   Напомним, что по определению две величины имеют одинаковую размерность, если их можно выразить в одних и тех же единицах измерения. Так, величины [image: image2049.png]v = JKM/C



 и [image: image2050.png]=3 ¢yr/u



 имеют одинаковую размерность; это записы​вают так: [image: image2051.png])= inl



Обычно размерности некоторых ве​личин принимаются за основные, а размерности других величин выражаются через основные. Так, в задачах, свя​занных с механикой, за основные берутся размерности дли​ны (эта размерность обозначается буквой L), времени (Т) и массы (М), так что, например,
[image: image2052.png])= [yl= LT =LT




    При решении задач в буквенной форме обычно все формулы без особой оговорки считаются размерно однород​ными, т. е. не связанными с определенными единицами измерения участвующих величин. Но в числовых ответах эти единицы обычно присутствуют, т. е. размерная однород​ность нарушается. Например, широко известная формула для пути при свободном  падении [image: image2053.png]s=at’/2



 размерно од-
нородна, тогда как та же формула, записанная в виде [image: image2054.png]s = 4,90¢°,



 уже не обладает этим свойством, она требует, чтобы s было выражено в метрах, at — в секундах.
    Как перейти в размерно неоднородной формуле к другим единицам измерения? Пусть, например, мы хотим в послед​ней формуле перейти к километрам и минутам. Для этого представим
[image: image2055.png]



где s и t — размерные путь и время. Отсюда получаем подробно
[image: image2056.png]s (kM) = ﬁ =107 () = 1074,90 [t () ) =
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или окончательно в новых единицах[image: image2057.png]s = 17,651%




   Если размерность какой-либо величины не сразу видна из ее определения, то ее легко получить из любой размерно однородной формулы, содержащей эту величину и другие величины, размерность которых известна. Выясним, на​пример, размерность коэффициента температуропровод​ности из формулы (1.4). Так как дифференциал любой величины имеет ту же размерность, что и сама величина, то, приравнивая размерности левой и правой частей форму​лы, получаем
[image: image2058.png]JURU) w
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     Особую роль играют безразмерные величины. Их число​вые значения не зависят от выбора системы единиц.
3.6.9. Подобие объектов
    Как известно, две геометрические фигуры подобны, если они имеют одинаковую форму, но, вообще говоря, различные размеры. Более точно это означа​ет, что длины любых линий на одной из фигур должны быть пропорциональными длинам соответствующих линий на дру​гой фигуре; при этом коэффициент пропорциональности называется коэффициентом подобия. Например, у подоб​ных треугольников пропорциональны не только соответству​ющие стороны, но и соответствующие высоты, медианы и т. д., все с одним и тем же коэффициентом пропорциональ​ности. Поэтому пересчет длин при переходе от какой-либо фигуры к подобной фигуре равносилен тому, что мы остав​ляем без изменения численные значения всех длин, но меняем единицу длины в k раз, где k — коэффициент подобия. При этом все площади меняются в k2 раз, объемы (если фигура пространственная) — в k3 раз; безразмерные характеристики — углы, отношения сторон или каких-либо других длин и т. п.— у подобных фигур одинаковы.
    Аналогично вводится понятие подобия в других дис​циплинах. Два объекта (в том числе состояния, процессы) называются подобными, если они отличаются только масш​табами основных размерных величин (в частности, для объектов механики — масштабами длины, времени и мас​сы). Более подробно это означает, что пересчет всех харак​теристик объекта при переходе от него к подобному объекту равносилен сохранению всех численных значений величин и замене единиц измерения основных размерных величин; при этом коэффициенты подобия по каждой из этих основ​ных величин, вообще говоря, различны. Отметим, что точнее было бы говорить о подобии моделей объектов, так как сами объекты могут обладать какими-либо добавочными харак теристиками, не включаемыми в модель; но мы не станем менять установившуюся терминологию.
    Любая безразмерная комбинация величин, характеризу​ющих объект, должна быть равна такой же комбинации для любого подобного объекта. Подобие двух объектов обес​печивается совпадением для них основных безразмерных комбинаций из заданных параметров объекта; эти ком​бинации, называемые критериями подобия, выбираются так, чтобы они были независимыми (не выражались друг через друга), но чтобы через них выражались все остальные безразмерные комбинации параметров объекта. Если имеет​ся всего N независимых существенных параметров объекта, а основных размерностей п, то критериев подобия должно быть N — п.
    Приведем примеры. Сначала рассмотрим подобие треу​гольников. Для треугольника имеется три независимых су​щественных параметра, которые его полностью определя​ют — это его стороны а, b, с. Так как они имеют одинаковую размерность, то условие подобия треугольников со сторонами а,  b, с и а', b', с' таково: [image: image2059.png]a/a' = b/b" =/,



  В данном случае N = 3, п = 1; поэтому здесь имеется 3 — 1=2 критерия подобия. За них можно выбрать или отношения[image: image2060.png]b/ a



  и [image: image2061.png]c/a,



 или отношение [image: image2062.png]b a



 и угол С, или углы А и В; мы приходим к известным признакам подобия треугольников.
    В качестве второго примера рассмотрим колебания мате​матического маятника без затухания. Здесь параметрами процесса можно считать длину l маятника, массу т груза, ускорение g силы тяжести и наибольший угол φ отклонения маятника от вертикали. Так как
[image: image2063.png]=L [ml=M, fg}=LT? [p)=1




и имеется три основных размерности, то N — п = 4 —3 = 1, т. е. критерий подобия только один; ясно, что это φ. Таким образом, колебания маятников с одинаковым значением φ подобны. Пусть нас интересует круговая час​тота ω колебаний. Так как [image: image2064.png]fwl=T"",



то величина [image: image2065.png]


 безразмерна, а потому для подобных процессов одинако​ва, т. е, зависит только от φ. Мы получаем формулу [image: image2066.png]g o = f(p),



 откуда
                                         [image: image2067.png]


               (1)
где [image: image2068.png]Co



— безразмерный   коэффициент,   зависящий   толь​ко от f.  Вид этой зависимости только из соображений размерности получить нельзя  (можно доказать, что
[image: image2069.png]x2 -t
Co= 1 Zfda/Vl—sin‘fsin’a ).
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Но и без этого из формулы (1) можно получить полезные следствия: мы видим, что частота колебания не зависит от массы груза; видим, как она зависит от l, а это дает возможность, зная частоту для одного маятника, пересчитать ее для другого и т. д.
Аналогично получается формула для подъемной силы Р при оплоском до​звуковом обтекании крыла, при выводе кото​рой надо учесть, что для плоской задачи [image: image2070.png]pl= ML,



 Может возникнуть вопрос: почему существенно, что обтекание до​звуковое? Здесь дело в том, что на подъемную силу влияет также сжимаемость воздуха, которой можно пренебрегать лишь для сравнительно небольших скоростей v (скажем, до половины скорости звука). Для бóльших скоростей эту сжимаемость надо учитывать и можно проверить, что учет сжимаемости сводится к введению в число задаваемых пара​метров также и скорости а звука. Но тогда к критериям подобия, характеризующим форму профиля и направление набегающего потока, добавляется еще один — число Маха  [image: image2071.png]Ma = v/a.



 Таким образом, при скоростях потока, близких к скорости звука или бóльших ее, для подобия двух про​цессов необходимо также совпадение соответствующих чи​сел Маха.
     Рассмотрим еще один пример. Пусть железнодорожная цистерна, частично заполненная жидкостью и катящаяся с постоянной скоростью v, внезапно останавливается, и нас интересует возникающее при этом движение жидкости. Если цистерна не имеет переборок и внутренней арматуры, то это движение поддается довольно точному расчету, в противном случае расчет затруднителен. Но можно провести наблю​дение на модели, изготовленной с точным соблюдением пропорций с геометрическим коэффициентом подобия kl. Возникают вопросы: какова должна быть скорость vM модели; нужно ли заменить жидкость; как пересчитать время фаз процесса с модели на натуру и т. д.
    Эти вопросы решаются с помощью анализа размерностей. На первой стадии процесса, пока затуханием колебаний можно пренебречь, существенны только силы инерции и гравитации, а заданными параметрами, при точном соблю​дении геометрического подобия (включая сохранение ко​эффициента заполнения цистерны жидкостью), можно счи​тать характерную длину l цистерны, скорость v, плотность ρ  жидкости  и  ускорение g земного тяготения.  Для них имеется единственный критерий подобия, за который можно принять число Фруда[image: image2072.png]Fr=gl/v.



Таким образом, если мы хотим соблюсти подобие процессов, то, положив для модели[image: image2073.png]


 мы должны положить и [image: image2074.png]


 где [image: image2075.png]


 Далее, мы видим, что плотность жидкости на данной стадии несущественна. Кроме того, обозначив буквой t время ка​кой-либо фазы процесса, получаем безразмерную комби​нацию [image: image2076.png]Vgt



 равенство которой для модели и натуры при​водит к соотношению [image: image2077.png]


 где [image: image2078.png]


 откуда выводим формулу для пересчета времени:[image: image2079.png]= {,/ VK.





    Если мы рассматриваем больший промежуток времени, чтобы исследовать затухание колебаний, то надо учесть и вязкость жидкости. Эта вязкость характеризуется кине​матическим коэффициентом v, который надо причислить к заданным параметрам процесса.  Так как [image: image2080.png][v]l= LT,



то здесь появляется еще один критерий подобия — число Рейнольдса [image: image2081.png]Re = vi/v,



 которое тоже надо сохранить при пере-
ходе   к   модели.   Отсюда   получаем,   что   должно   быть  [image: image2082.png]


 где [image: image2083.png]k, = kk, = ki,



 Таким образом, для соблюдения подобия вязкость в модели надо существенно уменьшить: например, если модель меньше оригинала в 10 раз, то кинематическую вязкость жидкости при переходе от ори​гинала к модели надо уменьшить в [image: image2084.png]10
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 раза, что примерно соответствует переходу от нефти к воде. Отметим еще, что модель не должна быть слишком малой, чтобы в ней не стали играть существенную роль капиллярные силы. В самом деле, эти силы пропорциональны площади свобод​ной поверхности жидкости, т. е. квадрату линейного разме​ра, тогда как объемные силы пропорциональны кубу этого размера. Поэтому при уменьшении размеров капиллярные силы становятся преобладающими.
3.6.10. Конечные уравнения
      В этом и последующих пунктах мы коротко опишем наиболее распространенные типы урав​нений, встречающихся в приложениях математики в каче​стве компонентов математических моделей, а также упомя​нем о методах их решения; подробное изложение этих методов можно найти в курсах приближенных вычислений.
     Конечное уравнение (алгебраическое или трансцендент​ное, т. е. неалгебраическое) после переноса всех его членов в левую часть имеет общий вид
                                              [image: image2085.png]fx=0,



                                         (1)
где f — скалярная функция скалярного аргумента; сис​тема конечных уравнений с несколькими неизвестными имеет вид
                                        [image: image2086.png]filen ¥ ey %) = 0,
Ja (X, %3y ey Xo) = 0,
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                  (2)
Если имеется в виду точное решение такой системы, то надо следить за тем, чтобы уравнений было столько же, сколько неизвестных, и чтобы эти уравнения были не​зависимыми, т. е. чтобы ни одно из них не было следствием остальных.
   Наиболее благоприятен случай, когда все уравнения (1) — алгебраические уравнения первой степени. Тогда для построения решения в общем случае применяется тот или иной вариант метода Гаусса (последовательного исклю​чения неизвестных). Стандартные программы для ЭВМ поз​воляют решать подобные системы, в которых число неизве​стных может исчисляться сотнями. Разработан также ряд методов, эффективных при решении специальных классов линейных систем, возникающих в различных приложениях математики.
    Отметим одно осложнение, которое может проявиться даже при решении линейных систем уравнений: такая система может оказаться плохо обусловленной, т. е. малое изменение исходных данных может существенно изменить решение, а поскольку исходные данные известны лишь приближенно, то решение тогда получается совершенно недостоверным. В качестве примера приведем систему уравнений
                              [image: image2087.png]1,756x + 2,315y = 4,726,
1,261x + 1,662y = 3,393.



                             (3)
Ее решение с точностью до 10-3 таково: х = 0,246; у = 1,857. Заменив же правую часть второго уравнения на 3,394, мы получаем решение                     х = 3,362; у = - 0,509. Ясно, что эти результаты не внушают доверия. Кстати, вычисление «вручную» сразу показывает, в чем здесь дело: определитель системы равен - 0,000743, т. е. хотя формально и не равен нулю, но очень близок к нему, а значит, уравнения «почти зависимы». Но ЭВМ, если не принять необходимых мер предосторожности, выдаст каждый из приведенных резуль​татов как достоверный. (Рассмотренный пример имеет простое геометрическое истолкование. Каждое из уравнений (3) определяет прямую на плоскости с декартовыми координатами х, у, так что задача состоит в нахождении точки пересечения двух прямых. В данном примере эти прямые пересекаются над весьма малым углом (менее 0,5 угловой минуты). Малому изменению правой части отвечает малый перенос второй прямой в поперечном направлении. Но при таком переносе точка пересечения прямых может значительно сдвинуться!).
     Имеются различные способы распознавания плохой обус​ловленности системы уравнений. Самый простой из них состоит в пересчете решения при произвольном изменении исходных данных в рамках их точности. Если при этом обнаружится неприемлемый разброс результатов, то обычно стараются как-то существенно изменить систему уравнений задачи, другими словами, заменить математическую модель.
   Нелинейное уравнение (1) решают чаще всего «вруч​ную», а систему вида (2) — на ЭВМ обычно с помощью какого-либо из вариантов метода Ньютона. Однако при этом число уравнений и неизвестных, при котором система допускает эффективное решение, в общем случае существенно снижается по сравнению с линейным случаем, до значения порядка 10. Впрочем, многое зависит от выбора нулевого приближения: удачный выбор, основан​ный на прикидке или на неформальных соображениях, может «расколоть» и систему из большего числа уравнений, а также существенно уменьшить число итераций.
    Если система конечных уравнений включает параметр и ее решение при некотором значении параметра известно, то для получения решения при других значениях параметра можно применить метод продолжения решения по парамет​ру. Этот метод мы поясним на примере системы
                              [image: image2088.png]fuyn=0, gx,»nH=0



                  (4)
с параметром t. Пусть известны значения решения при t = t0:
                           [image: image2089.png]Yo (upmi=f).




                   (5)
Чтобы найти решение системы (4) при других значениях t, продифференцируем уравнения (4) по t, считая в них х и у функциями t; получаем
                  [image: image2090.png]’ dx + 4 '
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     (6)
Эти равенства образуют систему двух линейных алгеб​раических уравнений относительно [image: image2091.png]dx/dt



 и [image: image2092.png]dy/ dt



 и поэтому определяют эти производные как функции коэффициентов и правых частей, т. е. в конечном счете как функции х, у, t. (Для системы (6) выражения этих функций нетрудно выписать явно, но, вообще говоря, в таком явном выписы​вании нет необходимости.) Таким образом, мы приходим к системе двух обыкновенных дифференциальных уравнений относительно функций [image: image2093.png]x{fr, y(0.



 Решая ее численно при начальных условиях (5), мы и получаем искомое решение системы (4) — во всяком случае, пока оно не уйдет в бесконечность или пока определитель системы (6) не ста​нет близким к нулю, что всегда является признаком кри​тической ситуации. Отметим, что в процессе продолжения желательно время от времени проводить уточнение ре​шения — например, по методу Ньютона.
   Сходный метод постепенной перестройки известного ре​шения применяется и для более сложных задач, включа​ющих дифференциальные, интегральные уравнения и т. д. Его можно применить и в случае, когда в поставленную задачу параметр не входит: тогда он вводится искусственно так, чтобы при одном его значении получилась задача с известным решением, а при другом — исходная задача.
    Отметим некоторые случаи, когда решение нелинейной системы (2) существенно упрощается. Пусть, например, все уравнения этой системы, кроме последнего, линейны. Тогда, перенеся в первых п — 1 уравнениях члены с хп в правую часть (кстати, в эти члены хп может входить и нелинейно), мы, как правило, можем разрешить эти урав​нения относительно [image: image2094.png]Xy Xz9 wevy Xp_ls



 выразив тем самым эти неизвестные через хп. Подставив полученные выражения в последнее уравнение (2), мы приходим к уравнению вида (1) относительно хп.
    Сравнительно просто решается также треугольная си​стема уравнений, общий вид которой
[image: image2095.png]Jilx) =0,
f2(xp, x5) =0,

fo (%1y K25 g Xn) = 0.




В самом деле, найдя из первого уравнения значение х1, мы можем подставить его во второе, в результате чего получится   уравнение с единственной неизвестной х2. Найдя значение х2, мы подставляем полученные значения х1 и х2 в третье уравнение, т. е. приходим к уравнению с единственной неизвестной х3, и так до последнего уравнения, из которого находим значение хп.
   Описанные случаи допускают разнообразные варианты.
  Отметим, что нелинейные уравнения и системы урав​нений в отличие от линейных могут иметь более одного решения. Тогда возникают вопросы — то ли решение мы получили, которое нас интересует, и могут ли подсказать что-то полезное другие решения; сходные вопросы появля​ются, если задача вместо вещественного решения, которое ожидалось, или наряду с ним обладает комплексными ре​шениями.
    Важным частным случаем нелинейных уравнений, встре​чающимся в разнообразных приложениях математики, явля​ется характеристическое уравнение для квадратной мат​рицы [image: image2096.png]A= |a,l



 порядка т. Это алгебраическое уравнение степени т, имеющее вид
[image: image2097.png]det(A-A) =0,




где І — единичная матрица порядка т. В курсах численных методов и в специальной литературе приведен ряд методов его решения.
    В заключение заметим, что хотя для нахождения п величин в принципе достаточно п независимых конечных уравнений, но если эти уравнения выписываются с опреде​ленной погрешностью, то в ряде случаев для повышения достоверности ответа количество уравнений увеличивают. Тогда задача о решении системы уравнений преобразуется в задачу об их наилучшем совместном приближенном удов​летворении, что можно сделать, например, с помощью одного из вариантов метода наименьших квадратов.
     Приведем пример. Пусть для определения двух величин х, у мы получили три уравнения:
[image: image2098.png]x+y=31 x+2y=49 2x+3y=178




На первый взгляд эта система противоречива, так как, складывая два первых уравнения, мы приходим к противо​речию с третьим. Но если правые части получены в резуль​тате измерения и содержат погрешность, то такая система вполне естественна. В простейшем варианте метода наи​меньших квадратов х и у надо найти из условия
[image: image2099.png](x+y~ 31+ (x + 2y — 4,97 + (2x + 3y - 7,8)" » min,




которое приводит к значениям [image: image2100.png]x = 1,23,y = 1,80




   Различные методы численного решения конечных урав​нений изложены во многих курсах численных методов.
3.6.11. Уравнения для функций одного аргумента
      Если для ответа на поставленные вопросы необходимо предварительно найти те или иные функции, то конечных уравнений обычно оказывается недостаточно и приходится привлекать урав​нения более сложной структуры. Здесь мы рассмотрим слу​чай, когда искомыми являются функции одного аргумента.
     Наиболее широко в приложениях математики использу​ются дифференциальные уравнения. (Если хотят подчерк​нуть, что искомой является функция одного аргумента, то говорят: обыкновенные дифференциальные уравнения.) Дифференциальное уравнение порядка п в стандартной фор​ме, т. е. разрешенное относительно старшей производной искомой функции, имеет в общем случае вид
                                [image: image2101.png]du &
s ey =yl



                  (1)
При этом независимую переменную (здесь 0 удобно тракто​вать как время; кстати, в приложениях она чаще всего таковым и является. (Впрочем, нередки и случаи, когда она имеет смысл геометрической координаты или — реже — ка​кой-либо иной смысл.)
   Как известно, общее решение уравнения (1) включает п произвольных постоянных, и потому, чтобы выделить конкретное частное решение, надо задать еще п конечных уравнений (так называемых добавочных условий), связыва​ющих значения искомой функции и и ее производных в некоторых точках. Если (1) рассматривается как урав​нение, определяющее развитие некоторого процесса во вре​мени, то чаще всего добавочными служат начальные условия
[image: image2102.png]du _ (du {7
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0




фиксирующие состояние рассматриваемого процесса в на​чальный момент t0. Если независимой переменной служит геометрическая координата, а искомая функция строится на некотором интервале, то чаще применяются краевые ус​ловия, в которых какое-то число k условий задается на левом конце этого интервала, а п — k  —  на правом (обычно в таких случаях п четно и [image: image2103.png]n=—k=n/z).



  Встречаются и добавочные   условия    иного   вида.  Дифференциальное уравнение вместе с начальными (соответственно, краевыми) условиями называется задачей Коши (соответственно, кра​евой задачей).
    Аналогичный вид имеют системы дифференциальных уравнений с несколькими искомыми функциями, число ко​торых должно равняться числу уравнений. Каждую такую систему (а потому и уравнение (1)) легко с помощью введения новых искомых функций свести к системе урав​нений первого порядка, что довольно часто делают. (Так, для уравнения (1) достаточно обозначить
[image: image2104.png]F "
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Это приводит к системе уравнений первого порядка
[image: image2105.png]du _ du dun-1 dun
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равносильной уравнению (1).)
 Систе​ма первого порядка размерности п в стандартной форме имеет в общем случае вид
[image: image2106.png]i3
T =hw e ),

—= = fo (4 Uy Wy eons Hn).




Для выделения частного решения должно быть указано еще п добавочных условий. Так, начальные условия имеют вид
[image: image2107.png]uy = (W3)oy 12 = (U)o s p = (U)o (MPH £ = 1),




     Система дифференциальных уравнений, описывающая эволюцию механической системы под действием внешних и внутренних сил, должна, как правило, содержать столько независимых уравнений второго порядка, сколько эта систе​ма имеет степеней свободы. Если совершается переход к фазовым координатам, то урав​нения оказываются первого порядка, а их число удваивается. Таким образом, значение числа степеней свободы механиче​ской системы позволяет проконтролировать полноту ее ма​тематической модели. (По поводу числа степеней свободы см. Добавление, п. 5.)
    Для дифференциального уравнения и системы таких уравнений редко удается получить интересующее нас ре​шение точно, в виде формулы. (Исключение составляет важный класс линейных уравнений и систем с постоянными коэффициентами, а также некоторые гораздо более узкие классы уравнений первого и второго порядков, которые можно найти в распространенных учебниках и справоч​никах.) Однако этот недостаток компенсируется наличием большого числа эффективных методов приближенного пост​роения решений, а также асимптотических и качественных методов их исследования.
     Методы приближенного построения решений дифферен​циальных уравнений, как и других уравнений, в которых искомыми являются функции, можно условно подразделить на непрерывные и дискретные; в первых решение строится как функция непрерывного аргумента, во вторых — дис​кретного. Типичными непрерывными методами являются различные варианты методы Галеркина и другие методы, в которых путем подбора параметров в формуле для приближенного решения производят «исправ​ление» невязки. (Напомним, что невязкой называется раз​ность между левой и правой частями уравнения после подстановки в него приближенного решения; для точного решения невязка равна нулю.) Эти методы широко приме​няются при решении краевых задач.
   Типичными дискретными методами являются методы Рунге — Кутта, Адамса и другие сходные методы, особенно удобные при работе на ЭВМ. В этих методах значение приближенного решения строится в точках [image: image2108.png]L L= +T1,



[image: image2109.png]


 где [image: image2110.png]t>0



— выбранный шаг метода. Дифференциальное уравнение (1) по определен​ному правилу, различному для разных методов, заменяется на разностное уравнение вида
[image: image2111.png]Uiar =P (Upy Upady oy Uawrey k) (K= 0,1, 2, .), GB.10)



                 (2)
где под иk понимается значение приближенного решения при [image: image2112.png]


 тогда говорят о явном r-шаговом разностном мето​де. (Так, метод Рунге — Кутта решения дифференциально​го уравнения первого порядка является одношаговым, а метод Адамса — четырехшаговым.) Иногда оказывается бо​лее удобным перейти к разностному уравнению вида
           [image: image2113.png]D (s, Uesty coor Upsrets W B =0 (k=0,1,2,..)



   (3)
— это неявный r-шаговый метод. Для неявного метода на каждом   шаге   приходится   решать   конечное   уравнение относительно иk+r, но оказывается, что это осложнение мо​жет с лихвой искупаться возможностью увеличения τ и тем самым уменьшением числа шагов для достижения разумной точности.
   Аналогичным образом применение дискретных методов решения системы дифференциальных уравнений приводит к системе разностных уравнений. Ее в общем случае можно записывать в том же виде (2) или (3), но под иk тогда уже понимается вектор той же размерности, что и размер​ность исходной системы.
   Дискретные методы особенно удобны при решении за​дачи Коши. В самом деле, определив сначала значения [image: image2114.png]
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 (имеются способы, как это сделать), мы можем, положив k = 0, найти значение иr; затем, положив k = 1, найти [image: image2116.png]ay



 и т. д., пока не пройдем весь интересующий нас интервал изменения переменной t. В случае краевой задачи значения [image: image2117.png]Upy Uyy oeey Uy



 непосредственно определить нельзя
и совокупность уравнений (2) для всех необходимых значений к приходится рассматривать как систему конечных уравнений специального вида, причем очень высокой раз​мерности. В курсах приближенных вычислений приводится ряд методов решения подобных систем (чаще всего приме​няется так называемая прогонка).
По поводу численного решения дифференциальных урав​нений см. курсы численных методов.
   Разностные уравнения вида (2) и (3), скалярные и векторные, появляются в приложениях математики и вне связи с дифференциальными уравнениями. Задачи, свойства решений, асимптотические и качественные методы их иссле​дования для разностных уравнений схожи с таковыми для дифференциальных уравнений, и их можно найти в спе​циальной литературе. Разностные уравнения обычно появ​ляются как математические модели механических и иных систем, для которых определен закон перехода из одного состояния в другое в некоторые дискретные моменты вре​мени, либо как модели стационарного состояния дискретной системы взаимосвязанных объектов. Особенно удобны ли​нейные разностные уравнения и системы с постоянными коэффициентами, для которых решение строится в виде простой формулы.
    B приложениях математики широко распространились дифференциально-функциональные урав​нения (иначе — дифференциальные уравнения с отклоня​ющимся аргументом). Как правило, это уравнения запаз​дывающего типа или нейтрального типа, простыми представителями которых в случае уравнений первого порядка могут служить соответственно уравнения
[image: image2118.png]W@ =Fu@u-hp




и                         [image: image2119.png]W)= (6 ut), ult-h), « (= h)




(штрихом обозначена производная; h > 0 — заданная посто​янная). Такие уравнения появляются, если в моделируемой системе имеется элемент задержки, в результате действия которого скорость эволюции системы определяется ее состо​янием не только в текущий момент t, но и в предшествующий момент t—h. Дифференциально-функциональные уравне​ния широко применяются в теории регулирования, мате​матической биологии, медицине, экономике и др.
   Методы приближенного построения и исследования ре​шений дифференциально-функциональных уравнений  развиты близко к соответствующим им методам для обычных дифференциальных уравнений и приведены в спе​циальной литературе. Однако появление «запаздывания» h порой приводит не только к количественным, но и к качест​венным изменениям постановок задач и свойств их решений. Так, в качестве начального условия для уравнений первого порядка задается не только значение [image: image2120.png]ulty),



 как для обычных уравнений, а все значения искомой   функции [image: image2121.png]ufi

o



 при [image: image2122.png]h—nsIS



 при заданном начальном условии уравнение может решаться не в обе стороны, как обычно, а только «вперед» по t и т. д. Как и для случая обычных уравнений, наиболее эффективно применение линейных уравнений или систем с постоянными коэффициентами. В частности, вопрос об устойчивости системы, описываемой таким уравнением, полностью решается на основе анализа корней соответству​ющего характеристического уравнения, которое, правда, оказывается не алгебраическим, как для обычного диффе​ренциального уравнения, а трансцендентным.
    Реальные объекты могут описываться дифференциально-функциональными уравнениями и более сложной структу​ры, чем приведенная выше. В частности, уравнение может включать не одно, а несколько дискретных запаздываний, а также «распределенное запаздывание». Это приводит к интегро-дифференциальным уравнениям. В линейном случае такое уравнение может, например, иметь вид
[image: image2123.png]W= KGO u@ds+1O (>0

0




(заданная функция К называется ядром этого уравнения); оно описывает системы, обладающие памятью. Интегро-дифференциальные уравнения могут иметь и более слож​ный вид.
   Применяются и «чисто» интегральные уравнения, чаще всего — уравнения Фредгольма второго рода, т. е. урав​нения вида
[image: image2124.png]B
u® =Kt u@E)ds+f() (a<t<p)




и уравнения Вольтерра второго рода, имеющие вид
[image: image2125.png]u(t)=}l((t,s)u(s)ds+j(t) (<1< P).




(Соответствующие уравнения первого рода получаются, ес​ли левую часть заменить нулем.) При математическом моделировании колебаний сплошных сред встречается соот​ветствующая задача на собственные значения
[image: image2126.png]8
K Huds=du(t) (cst<p).




Собственным значениям ядра К, определяющим частоту так называемых нормальных колебаний среды, называется любое значение λ, при котором последнее уравнение имеет ненулевые решения; сами эти решения, определяющие моды (формы) таких колебаний, называются собственными функ​циями; при этом независимой переменной служит геомет​рическая координата.
    Встречаются и более сложные интегральные уравнения. Методы исследования и приближенного решения интеграль​ных уравнений описаны во многих книгах; в принципе это те же методы, что и для дифференциальных уравнений.
3.6.12. Уравнения для функций нескольких аргументов
    Ес​ли искомой является функция нескольких аргументов, то дифференциальное уравнение становится уравнением с час​тными производными; такие уравнения традиционно назы​ваются также уравнениями математической физики. Они естественно появляются в задачах, связанных с механикой сплошной среды, теорией тепломассообмена, теорией элект​ромагнитных полей и т. д., причем независимыми пе​ременными чаще всего служат геометрические коорди​наты и в случае эволюционных задач время. (По поводу математического описания физических полей см. Добав​ление, п. 6.)
    Уравнения с частными производными, применяемые при решении технических задач, подразделяются на два класса: уравнения, описывающие стационарное состояние среды, и эволюционные уравнения, описывающие развитие процесса в ней. Среди уравнений первого класса наиболее широко известны уравнения Лапласа и Пуассона, имеющие для пространственных задач, соответственно, вид
           [image: image2127.png]


     (1)
Эти уравнения, а также их одномерные и двумерные вариан​ты применяются при описании напряженного состояния однородных изотропных упругих тел, стационарных течений идеальной несжимаемой жидкости, стационарного распреде​ления температуры, электрических и магнитных полей и т. д. При изучении прогиба плоской однородной пластинки применяются также уравнения
                 [image: image2128.png]w=f(x 9.




         (2)
Если рассматривается неоднородная среда либо неплоская пластинка, то уравнения остаются линейными, но коэф​фициенты при производных перестают быть постоянными. Встречаются и более сложные уравнения и системы урав​нений с частными производными; в частности, при рассмот​рении больших деформаций, течений сжимаемой среды и др. уравнения становятся нелинейными. При применении си​стем уравнений с частными производными надо следить, чтобы число независимых уравнений равнялось числу искомых функций.
    Для уравнений стационарного состояния добавочными обычно служат краевые условия, отражающие ситуацию на границе [image: image2129.png](oD



 области (D), в которой   строится   решение.   Так, для уравнений (1) наиболее часто на [image: image2130.png](0D}



 задаются значения либо и, либо [image: image2131.png]ou/

on



 (производная по внешней нормали  к [image: image2132.png]


 либо линейная   комбинация  и и [image: image2133.png]du/an



 — это соответственно краевые условия первого, вто​рого и третьего родов. Для уравнений (2) краевое условие состоит уже из двух равенств: например, в случае жесткой заделки на [image: image2134.png]{oD}



 задаются значения и и [image: image2135.png]ou/an.




    Среди эволюционных уравнений наиболее часто приме​няются волновое уравнение и уравнение теплопроводности, имеющие для пространственных задач, соответственно, вид
                               [image: image2136.png]


                           (3)
(а — постоянная, равная скорости распространения волн для рассматриваемого процесса) и (1п.3.1.3). Для таких уравнений обычно ставится начальное условие, отражающее начальное состояние моделируемого процесса. Для уравнения (3) оно состоит в задании и и [image: image2137.png]au/ ot



 при некотором начальном значении[image: image2138.png]


для уравнения (1п.3.1.3) задается только [image: image2139.png]L1 P




   Если для предпринятого исследования существенна ситуа​ция на границе области, в которой происходит процесс, то задаются еще граничные условия, о которых говорилось в предыдущем абзаце; тогда говорят о начально-краевой задаче.
      Довольно широко распространились нестационарные задачи в областях с изменяющейся гра​ницей, причем закон изменения границы заранее не задан, а определяется попутно с построением всего решения. Такие задачи возникают при исследовании нестационарных дви​жений жидкости или сыпучей среды со свободной поверхно​стью, перехода среды из одной фазы в другую (это «задача Стефана») и т. д. Для них на неизвестной границе задается еще одно добавочное условие типа равенства, которое вместе с остальными условиями и дает возможность найти гра​ницу. Встречаются и стационарные задачи с неизвестными границами.
Промежуточное положение между стационарными и эво​люционными задачами занимают задачи на собственные значения.
   Точное решение задачи для уравнения с частными про​изводными в виде явной формулы, даже включающей интег​ралы или суммы бесконечных рядов, возможно лишь для уравнений и областей специального вида; этой возможно​стью не следует пренебрегать, так как при ее реализации решение иногда удается исследовать наиболее полно. Порой удается найти точные формулы для решений специального вида — например, стационарных (т. е. не зависящих от времени) для эволюционных задач, или не зависящих от пространственных координат, или автомодельных, или типа бегущих или стоячих волн и т. п. Из таких формул обычно удается сделать полезные выводы.
    В качестве простого примера рассмотрим задачу о разог​реве однородного стержня с помощью постоянного (по времени и по пространству) теплопритока, если на концах х = 0 и х = l стержня поддерживается постоянная темпе​ратура θ0. Соответствующее дифференциальное уравнение (Д. 3) в одномерном варианте имеет вид
                                        [image: image2140.png]


                                  (4)
     Естественно ожидать, что для любого начального распреде​ления температур поле температур θ при [image: image2141.png]


 устанавлива​ется, переходит в некоторое предельное стационарное поле [image: image2142.png]


 Как его найти? Для этого надо считать, что в урав​нении (4) θ не зависит от t Тогда мы получаем краевую задачу
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решение которой легко найти:
[image: image2144.jpg]8=0.(9=0+5x(- 2




Это и есть предельное распределение температур. Мы видим, в частности, что оно не зависит от начального распределения.
    Всё же чаще применяется приближенное построение решений, методы которого, как и для обыкновенных диффе​ренциальных уравнений, можно подразделить на непрерыв​ные и дискретные. Впрочем, ряд приближенных методов имеет и дискретные и непрерывные черты; к таким методам относится метод прямых, в котором производится дис​кретизация всех независимых переменных, кроме одной, в результате чего задача приводится к решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений; дискретные и непрерывные черты имеет также широко популярный метод конечных элементов, наиболее приспособлен​ный к решению уравнений в областях сложной конфигу​рации (см. Добавление, п. 3).                                                                        Естественно, что трудность приближенного решения за​дачи значительно повышается с возрастанием ее геомет​рической размерности, под которой понимается число су​щественных геометрических координат, т. е. минимальное число таких (быть может, криволинейных) координат, с помощью которых выписываются все условия задачи и ее решение. (Например, осесимметричная задача в пространст​ве с координатами х, у, z, для которой ось х служит осью симметрии, является двумерной с существенными координа​тами Z и [image: image2145.png]p=Va+ )




    Если одномерные задачи сравнительно просты, а дву​мерные чаще всего поддаются решению на ЭВМ средней мощности, то для существенно трехмерных задач объем вычислений обычно бывает велик и требует применения мощных ЭВМ. Поэтому весьма желательно возможное по​нижение геометрической размерности задачи, т. е. переход от трехмерной задачи к двумерной или от двумерной — к одномерной, если это можно сделать без существенной по​тери адекватности. Иногда это удается сделать с помощью введения специальных систем координат, иногда — с по​мощью объявления параметром одной из координат, от которой зависимость решения сравнительно медленная, и т. п. Подобное понижение геометрической размерности при​меняется, в частности, в теории пограничных слоев.
     Решение эволюционной задачи на ограниченном интер​вале времени, как и задачи Коши, сводится к последовательной перестройке начального ус​ловия шагами во времени; для этого разработаны разнооб​разные эффективные методы. Решение стационарной задачи после дискретизации координат приводится к решению системы конечных уравнений, число которых равно числу узловых точек в области, где строится решение, т. е. обычно достаточно велико. (Кстати, подобные системы воз​никают и при решении эволюционных задач, если применя​ются неявные методы.) Существует большое число методов решения таких систем. Укажем на интересный класс методов: чтобы найти решение уравнения стационар​ного состояния, строится такое эволюционное уравнение, для которого заданное состояние получается в результате установления, т. е. при t→∞; построенное уравнение решается шагами по времени, пока решение практические не уста​новится.
    Отметим, что активно решаются эво​люционные задачи оптимального управления, для которых условия ставятся не только в начальный, но и в конечный моменты времени. Для таких задач время как бы играет роль добавочной геометрической координаты, что соответственно повышает трудность их решения.
    Численное решение уравнений с частными производ​ными описано во многих книгах.
3.6.13. Задачи на экстремум с конечным числом степеней свободы
    Как уже указывалось, при математическом    моделировании широко применяются задачи на экстремум.
    Эти задачи можно условно подразделить на два класса: задачи с конечным числом степеней свободы, для которых искомыми являются точка экстремума и экстремальное значение функции конечного числа аргументов, и задачи на экстремум функционала, в которых искомой является функ​ция. (Для задач второго класса обычно говорят о целевом функционале.) Мы будем рассматривать только задачи на минимум, так как задачи на максимум сводятся к ним переменой знака у целевой функции.
   Отыскание минимума функции одного аргумента, т. е. решение задачи                                    [image: image2146.png]f{x)>min, agx<K),




для функций f простого вида можно осуществить с помощью решения уравнения[image: image2147.png]J{x=0



 и исследования знака f'. Для более сложных функций f бывает проще вычислять после​довательные значения [image: image2148.png]fla), fla + b, fla + 2h), ...



 с доста​точно малым шагом h и сравнивать их друг с другом. Найдя точку минимума на выбранной сетке, можно для уточнения провести аналогичную процедуру на интервалах длины h, примыкающих к этой точке, но существенно уменьшив шаг, и т. д. Имеются способы, позволяющие ускорить этот процесс.
     Минимизацию функции[image: image2149.png]nsl



аргументов поясним, взяв п = 3:
                                    [image: image2150.png]£ (x, y, 2} > min.



                                   (1)
Наиболее ясен случай, когда функция f определена при всех значениях своих аргументов и непрерывна вместе со своими частными производными; тогда обычно применяется один из методов спуска. Так, метод наискорейшего спуска основан на том, что антиградиент функции f, т. е. вектор -grad f с проекциями
[image: image2151.png]—fxy 2, = fxy 2~ ik,




указывает направление наибыстрейшего убывания этой функции в точке (х, у, z). Отправляясь от некоторой началь​ной точки [image: image2152.png]MolXy, Yo, 2



 по направлению антиградиента в ней и следя вдоль (прямой) линии движения за значением функции f, т. е. переходя к функции одного аргумента
[image: image2153.png]Fo (&) = f (x0 = kofs (%0, Yor 20} s Yo — kufy (%o Yor 20) 1
20— kofs (X0, Yoy 20) )




мы можем найти точку [image: image2154.png]Mx, y. 20,



 в которой функция f минимальна вдоль этой линии. Затем мы отправляемся от точки [image: image2155.png]M,



 по направлению антиградиента в ней, т. е. вновь переходим к функции одного аргумента
[image: image2156.png]AW =fla-kfilxuyna)t n—kf(aya)t
7 — ki (%, Y1 1) )




и т. д. (Множители k1 вводятся для того, чтобы при при​ближении к точке минимума движение не слишком замед​лялось; например, можно положить [image: image2157.png]k = (lgrad f|x) ")




    Применяются и другие методы спуска: покоординатный спуск, спуск по случайным направлениям и др. Направление спуска может и непрерывно подправляться: так, в методе градиентного спуска мы задаемся малым шагом h и пере​ходим от точки [image: image2158.png]


 к точке [image: image2159.png]My



 по формулам
[image: image2160.png]Koot = X% = Ky (% Yo Z) R ¥ 2HANOTHYHO Y41, 241




Известны многочисленные варианты этих методов, приспо​собленные к решению различных классов задач.
   Функция f может иметь несколько локальных миниму​мов, а данный метод приводит лишь к одному из них, быть может, не самому глубокому. Для поиска более глубокого минимума можно попробовать повторить процесс несколько раз, начиная с различных точек М0. Однако достаточно представительный выбор таких точек можно получить, толь​ко если число аргументов не слишком велико — скажем, порядка 10 или менее (чем меньше, тем лучше). Впрочем, выбор М0 вблизи от искомой точки минимума позволяет увеличить число аргументов и существенно ускорить проце​дуру. Поэтому неформальные обсуждения и прикидки, поз​воляющие хотя бы грубо нащупать искомую точку, весьма желательны.
   Ecли задача на минимум содержит параметр, то можно, найдя точку минимума при некотором начальном значении параметра, последовательно ее перестраивать, совершая ша​ги по параметру наподобие. Впрочем, при таком про​должении точка минимума может для некоторого критичес​кого значения параметра пропасть; кроме того, если рас​сматриваемый минимум был первоначально самым глу​боким, то в процессе продолжения он может перестать быть таковым.
    Не менее часто встречаются задачи на условный экстре​мум, в которых аргументы целевой функции связаны конеч​ными уравнениями (связями), причем число независимых связей должно быть меньше числа аргументов. Так, в задаче (1) может быть одна или две таких связи; рассмотрим для определенности случай одной связи
                                              [image: image2161.png]g(x,y,2)=0,



                          (2)
так что полная задача имеет вид (1), (2). В ней остается 3 — 1=2 степени свободы. Наиболее благоприятен слу​чай, когда совокупность уравнений связи можно заменить эквивалентным параметрическим представлением аргумен​тов. Для задачи (1), (2) это означает, что переменные х, у, z, удовлетворяющие уравнению (2), можно пред​ставить в виде
[image: image2162.png]x=x{u V), y=yu v, z=z(u).




Тогда рассматриваемая задача сведется к задаче на безус​ловный минимум
[image: image2163.png]fix(u, v), y(uv), z(4 v)->min,




к которой можно применить указанные выше методы.
     Однако чаще такой переход осуществить не удается и тогда приходится проводить спуск в пространстве аргументов вдоль поверхности (S), определенной уравнением (2) (в общем случае — вдоль многообразия, определенного сово​купностью уравнений связи). Так, в градиентном методе мы, отправляясь от точки [image: image2164.png]M; € (5),



 совершаем шаг по направлению  —[image: image2165.png](grad [y,



 получаем точку [image: image2166.png]M, (x;, y1» 2),



  приближенно проецируя которую на (S) (для этого приходится приближенно решить конечное уравнение
[image: image2167.png]g0 + 81(%0 Yo, 20) 1, i+ & (X0, Yoy 20}
zy + g1 (%0, Yo 20} ) = 0),




находим точку [image: image2168.png]


 Далее проделываем ту же процедуру, отправляясь от точки [image: image2169.png]


 и т. д.
     В качестве математических моделей широко распространились задачи на экстремум с ограни​чениями, т. е. задачи, в которых аргументы целевой функ​ции связаны конечными неравенствами (высвобождающи​ми связями), число которых в отличии от уравнений связи может быть любым. Рассмотрим для определенности задачу (1), в которой аргументы связаны неравенствами
                        [image: image2170.png]R(x, 9 2) %0, h(x,y,2)<0,



                     (3)
и обозначим (V) (трехмерную) область в пространстве х, у, z, определенную этими неравенствами. Пока оба они являются строгими, мы можем пользоваться градиентным методом в простейшем варианте. Но пусть после очередного шага одно из неравенств (3), например первое, оказалось нарушенным. Это означает, что точка вышла за пределы (V) и потому ее нужно спроецировать на поверхность [image: image2171.png]


 этой области. При дальнейших шагах, пока вектор                        - grad f направлен из (V) (что распознается по знаку h1, мы производим проецирование точек на эту поверхность, как при отыскании условного экстремума. Мо​жет оказаться, что через какое-то число шагов век​тор                 - grad f будет направлен внутрь (V) и тогда при даль​нейшем спуске неравенства (3) становятся строгими, т. е. связь снимается (во всяком случае, до следующего выхода на границу). Но может получиться и так, что при спуске по поверхности h1 = 0 мы приходим к точке, где и второе неравенство (3) нарушено. Тогда надо ее спроецировать на ребро [image: image2172.png]=04 =0}



 и в дальнейшем в соответствии с направлением вектора - grad f спускаться либо по этому ребру, либо по примыкающим к нему граням[image: image2173.png]h=0nh=



[image: image2174.png]


 Для выбора того, по какому именно многообразию надо идти, здесь и в общем случае имеется алгоритм, определяе​мый так называемой теоремой Куна — Такера и содер​жащийся в курсах нелинейного программирования.
    Аналогично решается задача на условный экстремум с ограничениями, в которой аргументы целевой функции свя​заны не только неравенствами, но и уравнениями. Отметим, что если область (V), определенная всеми этими неравенст​вами и уравнениями, неограниченная (простирается в бес​конечность), то задача на экстремум может и не иметь решения; обычно это свидетельствует о ее неправильной формулировке.
   Некоторые классы задач на экстремум с ограничениями разработаны особенно далеко. Так, если целевая функция является линейной, равно как и все уравнения и неравенст​ва, связывающие ее аргументы, то мы имеем задачу линей​ного программирования. Имеются стандартные программы для ЭВМ, позволяющие решать такие задачи, даже если целевая функция имеет несколько сотен аргументов. Изве​стны также алгоритмы решения задач линейного целочис​ленного программирования, т. е. задач, для которых аргу​менты целевой функции по своему смыслу могут принимать только целочисленные значения.
    Если целевая функция и левые части высвобождающих связей, записанных по образцу (3), являются выпуклыми функциями, а все невысвобождающие связи линейные, то перед нами — задача выпуклого программирования. При этом функция [image: image2175.png]Flxy, X2y ey X0}



 называется выпуклой, если для любых [image: image2176.png]X1y Y1y X25 Y15 voey Xps Yo



 выполнено неравенство
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(Для функции одного аргумента это означает, что ее график выпуклый книзу; если же функция [image: image2178.png]JFOxy, Xy ey X))



 имеет непрерывные производные второго порядка, то ее выпук​лость равносильна неотрицательности всех собственных зна​чений «матрицы Гессе»[image: image2179.png]f )
%9 'x.,-x'



 Задачи выпуклого про​граммирования обладают важным свойством: они не могут иметь более одного решения, и если решение есть, то метод спуска обязательно приводит к нему. Задача выпуклого программирования, для которой целевая функция квад​ратична, а высвобождающие связи линейны, называется задачей квадратичного программирования; для таких задач алгоритм решения особенно стандартизован.
    Отметим, что задача на нахождение экстремального значения целевой функции несколько отличается от задачи на нахождение точки экстремума (т. е. значений аргумен​тов, при которых экстремум достигается). В самом деле, пусть, как это чаще всего бывает, все участвующие функции имеют непрерывные частные производные. Тогда точка без​условного экстремума задачи без ограничений является ста​ционарной для целевой функции f, т. е. в этой точке все производные первого порядка функции f равны нулю. От​сюда следует, что малая погрешность при определении точки экстремума влечет за собой погрешность второго поряд​ка малости для экстремального значения функции f. Та​ким образом, если цель исследования состоит только в том, чтобы придать функции f по возможности меньшее зна​чение, то для рассматриваемого класса задач не требуется слишком точно находить точку минимума, так как это практически не повлияет на значение функции.
    То же относится к задаче на условный экстремум без ограничений, если только соблюдение уравнений связи обес​печено с достаточной точностью. (Что касается задач с ограничениями, то подобное «шатание» точки экстремума возможно только вдоль содержащей ее грани наименьшей размерности области (V).) 
    В заключение укажем на один специфический класс задач с дискретным временем, для решения которых приме​няется так называемый метод динамического програм​мирования, получивший разнообразные применения. Пусть состояние некоторого объекта харак​теризуется величиной х (непрерывной или дискретной) и этот объект надо перевести из заданного состояния х0 в момент t0 в заданное состояние xN в момент tN, подобрав для этого промежуточные состояния [image: image2180.png]X1y X2y eees Xyl




в моменты [image: image2181.png]iy



[image: image2182.png]Ly vy vy



 Пусть при этом известна стоимость [image: image2183.png][, 9



 перевода объекта из состояния х в момент t, в состояние у в момент [image: image2184.png]


 Задача состоит в том, чтобы минимизировать общую сумму затрат:
[image: image2185.png]So (%o %1) + F1 (21, %) + oo + fyy (K1, %) > min.




В курсах динамического программирования приводятся ал​горитмы решения этой и родственных ей задач, в частности аналогичной задачи с непрерывным временем.
    Все описанные в этом пункте задачи могут включать те или иные случайные компоненты. Тогда значение целевой функции становится случайной величиной и цель задачи состоит в минимизации математического ожидания этой величины.
3.6.14. Задачи на экстремум с искомой функцией
   Одной из самых наглядных задач подобного рода является задача о кривой наибыстрейшего спуска, поставленная еще Галилеем: среди всех кривых, лежащих в плоскости х, у с вертикальной осью у и имеющих заданные концы [image: image2186.png]Ala, iy n B, O)



, где [image: image2187.png]a<b h>0,



 найти такую, двигаясь по которой под дей​ствием только силы тяжести, материальная точка, отправ​ляясь из А без начальной скорости, достигнет В за минималь​но возможное время.
     Для формулировки математической модели допустим, что некоторая кривая с концами А и В и с уравнением у = у(х) задана; тогда можно проверить (попробуйте!), что время спуска по ней равно
[image: image2188.png]2
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где g — ускорение земного тяготения. Этот интеграл при​нимает определенное значение, если функция у(х) задана. Подобного рода соотношение, когда каждой  функции из некоторого класса отвечает определенное значение неко​торой  величины,   называется функционалом.
    Таким образом, для функционала те функции, на кото​рых он определен, являются как бы значениями независимой переменной. Чтобы подчеркнуть это обстоятельство, будем в этом пункте, как это сейчас часто делают в математической литературе, различать обозначения у и у(х), понимая под у (пишут также .[image: image2189.png]y(:) )



 саму функцию как закон зависимости, а под у(х) — значение этой функции при значении х аргумента. Тогда сформулированную задачу можно, обоз​начив функционал буквой f, записать в виде
[image: image2190.png]2 (h-y(x)]
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при заданных краевых условиях
[image: image2191.png]ya) =h, yb =0.




Эта задача принадлежит к следующему общему классу: найти функцию у, для которой
                            [image: image2192.png]70):= f FGx y (0, ¥ (1)) dx > min



       (1)
при заданных краевых условиях
                              [image: image2193.png]ya) =y, yB =



                                   (2)
Такие задачи изучаются в курсах вариационного исчис​ления, где рассматриваются и разнообразные варианты: функционал f может включать и производные более высо​кого порядка функции у, функция у может принимать векторные значения (другими словами, искомыми будут не одна, а несколько функций) и зависеть от нескольких аргу​ментов, краевые условия могут быть заданы не на всей границе или даже вовсе не заданы и т. д. Рассматриваются также задачи на условный экстремум — например, если в задаче (1), (2) заданы одно или несколько добавочных условий вида
[image: image2194.png]L
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Такая вариационная задача называется изопериметрической; название происходит от следующей знаменитой задачи: среди всех линий заданной длины на плоскости найти такую, которая ограничивает фигуру наибольшей площади. Подобно задачам на экстремум с конечным числом сте​пеней свободы задача (1), (2) более проста, если функция F определена для всех значений своих аргументов и имеет непрерывные производные. В этих предположениях функция у, на которой функционал принимает экстремаль​ное значение, является стационарной точкой функционала f. (Это означает, что при малом варьировании функции у, т. е. при переходе к функции [image: image2195.png]


 где [image: image2196.png]oy



 и [image: image2197.png](dy)’



малы, с сохранением условий (2) значение функционала f изме​няется на величину высшего порядка малости.) А из условия стационарности легко выводится дифференциальное урав​нение — так называемое уравнение Эйлера,— которому должна удовлетворять искомая функция у. Так, для функ​ционала (1) уравнение Эйлера имеет вид
или, подробнее,                            [image: image2198.png]



[image: image2199.png]Bl ny) = By (n 3 ¥) = By (5, 1, )Y =
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   Таким образом, вместе с (2) мы получаем краевую задачу для дифференциального уравнения второго порядка. В некоторых довольно редких случаях эту задачу удается решить точно. Так, в задаче о кривой наибыстрейшего спуска (см. начало этого пункта) оказывается, что решением служит дуга циклоиды с точкой возврата в А, проходящая через В. Но гораздо чаще точное решение найти не удается и краевую задачу решают приближенно тем или иным способом.
    Однако еще чаще применяются прямые методы, с по​мощью которых приближенное решение задачи на экстре​мум функционала сводится без обращения к уравнению Эйлера к аналогичной задаче с конечным числом степеней свободы. Один из таких методов, предложенный еще Эйле​ром, состоит в следующем. Разобьем интервал[image: image2200.png]fa, b1



на п равных частей длины [image: image2201.png]h=(b—a)yn



и обозначим
[image: image2202.png]x=a+ih, y=yx), i=01,..





После этого напишем приближенное выражение интегра​ла (1) с помощью одной из квадратурных формул, при​чем производные также заменим приближенным выраже​нием через значения у1. Например, применяя квадратурную формулу прямоугольников, получим
[image: image2203.png]f(y)"hg (s __f % +2),-,, e ,)




при этом надо учесть, что значения у0 и уп заданы в силу условий (2). Таким образом, мы приходим к задаче на экстремум функции n—1 аргументов [image: image2204.png]Yis Yoy cees Yty



 которую можно приближенно решать одним из методов, упомянутых в п.6.11. Аналогично решаются задачи на условный экстремум и экстремум с ограничениями для функционала (1) и функционалов более сложной структуры.
    Другой распространенный прямой метод приближенного решения вариационных задач — метод Ритца — по клас​сификации п. 9 принадлежит к числу непрерывных. Так, для задачи (1), (2) этот метод состоит в том, что при​ближенное решение строится в виде
                            [image: image2205.png]¥ = Po+ g + oyt A,



             (3)
Здесь функция φ0 удовлетворяет условиям (2), «коор​динатные функции» [image: image2206.png]


 — соответствующим однородным условиям [image: image2207.png]


 а [image: image2208.png]a,



— искомые постоянные. Подстановка выражения (3) в интеграл (1) сводит исходную задачу к задаче на экстремум с конечным числом степеней свободы.
     Весьма широко распространен еще один класс экстремальных задач с искомой функцией — задачи оптимального управления. Поясним их на простом примере. Пусть вдоль оси х движется материальная точка массы т под действием только силы инерции и внешней силы F(t), которая находится в нашем распоряжении, но не может по модулю превышать заданное значение F0. Требуется так выбрать внешнюю силу, чтобы за кратчайшее время («зада​ча о быстродействии») точка пришла в начало координат х = 0 и там остановилась.
      Математическая формулировка этой задачи имеет вид
[image: image2209.png]mx''(=F(, |F(hl<F 0<1sT,
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Ее решение оказывается следующим: если при [image: image2210.png]


 имеет место неравенство [image: image2211.png]2Fpx () +mx’ (1" (O >0 (< 0),



то надо полагать [image: image2212.png]


(соответственно [image: image2213.png]Fy



пока оно не обратится в равенство; после этого переключить [image: image2214.png]F{



 на противоположное крайнее значение и ожидать прихода точки в начало координат, после чего отключить силу. Это правило действий наглядно показано на «фазовой плоско​сти» х, v (v — скорость точки; рис. 1), где жирная линия имеет уравнение [image: image2215.png]2Fx + mp v] = 0,



 а тонкие линии показывают изменение х и v при указанном выборе [image: image2216.png]F



 для различных начальных условий.

[image: image2217.png]



Рис. 1

     Одна из возможных общих форм подобных задач такова: задана система дифференциальных уравнений
[image: image2218.png]X1 () = g (G X (D X2 (s oy Xa (s w1 (s w2 (D) oy U (D),
X (0) = & (8 X (0 X2 (Ds ooy X0 By 4 (D w2 (B), o0y 1 (),

Ko (D) = 8l X (D X2 (B s 20 (O, 1 (D 2 (s ooey 1 (D),




а также начальные и конечные условия
[image: image2219.png]X1 (o) = Xi0, Xz () = Xa0r 1es Xn () = Xt
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Здесь функции [image: image2220.png]Ky X2y eeny




 описывают эволюцию управляемой системы, а функции  [image: image2221.png]Uy,
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— управление, стесненное заданными ограничениями, например, вида
[image: image2222.png]lu, )] €uo (E=1,2,..,m).




Требуется так подобрать управление, чтобы минимизи​ровать заданный целевой функционал, например, вида
[image: image2223.png]T
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   Имеются разнообразные варианты этой постановки за​дачи. Отметим, в частности, что различают программное управление, когда все величины и, строятся как функции време​ни t, и позиционное управле​ние, когда они зависят также от  [image: image2224.png]x(fH, 0, .
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 т. е. в про​цессе управления мы учитыва​ем, как система эволюционирует, другими словами, имеется об​ратная связь. Точное решение  подобных задач, как в приведен​ном выше примере, возможно лишь в   весьма   редких   случаях. Разнообразные методы при​ближенного построения решения содержатся в курсах оптимального управления.
     Подчеркнем в заключение, что решение любой задачи на оптимизацию самым существенным образом связано с выбором критерия оптимальности, т. е. целевого функцио​нала. При смене критерия решение может измениться, так что не существует «оптимизации вообще» без указания критерия, он должен быть явно указан или подразумеваться. Невнимание к этому вопросу, неправильный выбор критерия порождали многочисленные недоразумения и ошибки.
     Приведем простой пример. Пусть три города А, В, С, расположенные в вершинах правильного треугольника на ровной местности, надо соединить автодо​рогами; как это лучше всего сделать? Решение этой, казалось бы, совсем простой задачи существенно зависит от выбора критерия. Если мы поставим целью минимизацию стоимости строительства, т. е. минимизацию общей длины дорог, то решение окажется таким, как показано на рис. 2,а [image: image2225.png]
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 если же мы захотим минимизировать время проезда из одного города в другой, то решение изменится — оно показано на рис. 2,б.

[image: image2227.png]'3 c




Рис. 2

    Отметим, что «классические» математические методы можно применять, если критерий оптимальности в задаче только один. Поэтому распро​страненные выражения типа «получить максимальную по​льзу при минимальных затра​тах»   математически   некор​ректны; надо говорить «полу​чить   максимальную   пользу при заданных затратах» (тог​да критерий — максимизация     пользы) или «получить задан​ную пользу при минимальных затратах» (критерий — ми​нимизация затрат). Многокритериальные задачи на опти​мизацию обычно стараются как-то свести к единому кри​терию, но это далеко не всегда удается. (Что лучше — быть богатым, но больным или бедным, но здоровым?)  Тогда приходится привлекать экспертные оценки и т. п.
Численные методы решения задач на экстремум, упомя​нутых в этом пункте, приведенные во многих книгах.

3.6.15. О применимости математического анализа
     Все ос​новные понятия и соотношения математического анализа в прикладном исследовании получаются в результате иде​ализации,   упрощения свойств   реального объекта,   и  этонеобходимо иметь в виду при построении его математичес​кой модели. Рассмотрим несколько примеров.
    Пусть в электрическую цепь в момент [image: image2228.png]&



 включается постоянное напряжение [image: image2229.png]U



 Тогда зависимость [image: image2230.png]12£¢;)



 обычно принимается такой, как показано на рис. 1,а, она имеет при [image: image2231.png]


 скачок. 
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Рис. 1
Но если более детально проследить за ней, то окажется, что она имеет вид примерно такой, как показано на рис. 1,б, т. е. скачка не имеет. Надо ли учиты​вать это обстоятельство, т. е. законна ли идеализация [image: image2233.png][776)]



 в виде скачка?
    Ответ зависит от того, какие свойства изучаются, и от значений параметров задачи. В подавляющем большинстве вопросов характер и время нарастания напряжения несуще​ственны, важно только, что длительность τ переходного процесса мала по сравнению с характерным временем Т основного изучаемого процесса — например, периода коле​баний, возникающих в контуре. (Кстати, каков смысл выра​жения «мала по сравнению с ... »? Обычно это означает переход к следующим порядкам величины, т. е. уменьшение по крайней мере в 10 раз. Более детальный разбор этого понятия содержится далее) Тогда можно упростить реальную быстро нарастающую зависимость, заменив ее идеализированной — разрывной.
   Если же τ сравнимо с Т, то такая замена может ока​заться неадекватной и тогда надо так или иначе учесть нарастающий характер [image: image2234.png][776)]



. Наконец, сама эта зависимость может оказаться предметом изучения. Тогда следует при​нять τ за характерное время и в дифференциальных урав​нениях, определяющих [image: image2235.png][776)]



, перейти к безразмерному вре​мени[image: image2236.png]



    В качестве другою примера рассмотрим определение (Д. 30) понятия плотности неоднородного тела в точке. В математических курсах считается, что область [image: image2237.png]


 бесконечно мала, т   е. в процессе ее изменения размеры этой области становятся меньше любого заданного положитель​ного значения. Но ясно, что реально область [image: image2238.png]


 не может уменьшаться безгранично, ее размеры должны быть сущест​венно больше межмолехулярных расстояний. Как же понимать формулу (Д. 30)?
     Если речь идет о реальном неоднородном теле, то в формуле (Д. 30) под [image: image2239.png]


 надо понимать не математически, а физически (говорят также — практически) бесконечно малую область, т. е. переменную или даже постоянную область, размеры которой должны быть не слишком боль​шими, но и не слишком малыми. Смысл этого требования зависит от свойств изучаемого тела и от постановки задачи. Так, если рассматривается плотность газа, жидкости или аморфного твердого тела, то эти размеры l должны быть велики по сравнению с межмолекулярными размерами λ, но малы по сравнению с характерным макроразмерами L, на протяжении которых интересующая нас плотность может заметно измениться. (Можно принять l порядка [image: image2240.png]


 Если перед нами дисперсная структура типа грунта, то l должно быть велико и по сравнению с микронеоднородностями среды и т. п. Когда говорят о элементах объема и массы (см. Добавление, п. 6), соответственно [image: image2241.png]


и[image: image2242.png]dm = pdQ},



 то обычно имеют в виду объем и массу физически бесконечно малой области.
    Формулу (Д. 30) можно понимать и в традиционном математическом смысле, если от реального тела предва​рительно перейти с помощью осреднения к его непрерывной математической модели — сплошной среде; при этом осреднение надо производить по областям [image: image2243.png]


 указанных выше размеров. Этот переход называют разма​зыванием или континуализацией (от лат. слова  «континуум»– неприрывное).
   Рассмотрим еще математическое понятие устойчивости по Ляпунову равновесного состояния некоторой системы (S). Содержание этого понятия состоит в том. что при бесконечно малых возмущениях координат и скоростей системы (S) в некоторый начальный момент времени эти возмущения оста​нутся бесконечно малыми на протяжении всего дальнейшего бесконечного интервала времени (тогда исходное невозмущеяное состояние называется устойчивым) либо могут при​нять конечные значения (тогда оно неустойчиво). Но как такое понятие можно применять к реальным системам, для которых, казалось бы, рассматриваемые возмущения и ин​тервал времени всегда конечны?
      Ответ на этот вопрос, как и на предыдущий, состоит в отличии математической бесконечности от физической. Ма​тематическому бесконечному интервалу времени реально соответствует время перехода из заданного равновесного состояния к другому или к некоторому незатухающему режиму движения, а бесконечно малым начальным возму​щениям отвечают любые малые непредвиденные возму​щения, которые могут реально появиться в рассматриваемых условиях. В зависимости от этих условий одни и те же возмущения при переходе к математической модели могут квалифицироваться как конечные или как бесконечно ма​лые, а потому одна и та же система — как устойчивая или как неустойчивая. В книге В. И. Феодосьева  приведен эффектный пример по этому поводу: сооружение из трех поставленных друг на друга табуреток можно считать устойчивым, если сверху ставится модель в классе для рисования, но должно рассматриваться как неустойчивое, если при его помощи собираются сменить в люстре перего​ревшую лампочку.
   Сказанное сейчас можно описать также следующим об​разом. Рассмотрим положение равновесия q = 0 для систе​мы (S) с одной степенью свободы  (q — обобщенная ко​ордината) и потенциалом, показанным на рис. 2 сплошной линией. 
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Рис. 2

Тогда, если характерная амплитуда α знергии не​предвиденных внешних воздейст​вий   значительно    меньше   «по​тенциального барьерам  ∆U,  т. е. α
[image: image2245.wmf]=

∆U, то этими воздействиями при   исследовании   устойчивости (S) можно пренебречь и пользо​ваться в математической модели заданной зависимостью U(q). Если же α имеет порядок ∆U или даже  α
[image: image2246.wmf]?

∆U,   то «практически беско​нечно малые» возмущенчя суще​ственно возрастут и модель станет качественно неадекватной. Тогда в модели зависимость U(q) надо заменить примерно так, как показано на рис. 2 штри​ховой линией. (Новую зависимость можно получить из старой с помощью осреднения по интервалам, радиус кото​рых отвечает изменению потенциальной энергии на α.) После этого перехода положение равновесия q=0 системы адекватно распознается как неустойчивое. Таким образом, масштаб непредвиденных возмущений может качественно повлиять на свойства математической модели.
    Разницу между математической и практической беско​нечностями продемонстрируем еще на следующем эффект​ном примере хорошо известного в теории вероятностей пара​докса «петербургской игры». Пусть игроки А и Б подбрасы​вают правильную монету до первого выпадения герба, при​чем Б подписал обязательство выплатить A 2N-1 коп., если это выпадение произошло при N-м бросании. Сколько А должен предварительно заплатить Б, чтобы игру можно было считать справедливой? Согласно обычным правилам эта плата совпадает с математическим ожиданием выигрыша А, которое, казалось бы, равно
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Но сумма ряда, стоящего в скобках, равна бесконечности, т. е. получается, что сколько бы ни внес А предварительно, игра — в его пользу. Однако здравый смысл показывает, что это не так. В чем же дело?
   Разгадка этого парадокса в том, что реальное проведение такой игры, на которое ориентируется здравый смысл, прин​ципиально отличается от приведенной математической мо​дели, которая, таким образом, качественно неадекватна. В самом деле, зта модель предполагает, что Б в состоянии выплатить как угодно большую сумму, если N окажется достаточно большим. Но ясно, что если, например, Б должен выплатить 109 руб., он этого заведомо не сделает, каким бы добросовестным он ни был: 109 руб. в данном случае есть практическая бесконечность. Это заставляет пересмотреть модель реальной игры. Допустим, что Б может выплатить никак не более 105 руб. = 107 коп. (результат не очень зависит от этого конкретного значения, если оно реально). Тогда, так как 223<107<224, математическое ожидание выигрыша при указанном ограничении оказывается равным
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Значит, даже предварительная выплата 13 коп. несправед​лива по отношению к А. Вот к чему привели неадекватность модели, основанная на подмене практической бесконечности математической бесконечностью!
3.6.16.  Ограничения на сложность мате​матических моделей

     При анализе сложных систем возможность применения мате​матических моделей в значительной степени зависит от сложности их программной реализации и времени моделирования, необходи​мого для расчета искомых характеристик. Если оценку показате​лей качества реальной системы осуществляют по результатам ста​тистического моделирования, то достоверность принимаемых ста​тистических выводов определяется точностью имитации процессов в реальной системе, временем проигрыша одной случайной ситуа​ции и тем количеством реализаций, которые нужно провести на модели. Если точность рассчитываемых оценок задана, а время моделирования ограничено рядом технических условий или соображений, разработка алгоритмов моделей, сравнительно просто реализуемых на средствах используемой вычислительной техники, приобретает важное практическое значение. Однако стремление к простоте математических описаний находится в известном проти​воречии с точностью имитации исследуемых процессов. Поэтому при разработке допустимых вариантов структурного описания каждого оператора модели системы нужно учитывать:
1)   требования к точности оценок характеристик качества                               работоспособности или эффективности системы;
2)   возможности практической реализации моделей на используемых ЭВМ;
3)   ограничения  на  интервал  времени, необходимый для получения оценок.
    Указанные требования и ограничения определяют некоторую совокупность условий, которые необходимо реализовать при выборе наилучшего варианта построения математической модели системы. Обычно эти ограничения, по своему физическому смыслу ха- рактеризующие пределы изменения параметров системы, относят к ограничениям второго рода и записывают для каждого структурного описания модели системы в виде системы неравенств:              
                         [image: image2249.png]£,,(0)<C0, v=1,2,..., N,,



                          (1) 
где [image: image2250.png]8o



 — некоторые функции вектора параметров модели с.
   Кроме того, при разработке моделей сложных систем учитывают ограничения первого рода, которые выражают в виде некоторой системы равенств относительно известных функций:
                               [image: image2251.png]


              (2)
     K ограничениям первого рода относят уравнения, описывающие процессы в реальной системе, а также некоторые другие условия которые могут быть выражены с помощью подобных соотношений.
     Часто, чтобы учесть ограниченный объем информации, получаемой при проведении физических экспериментов, в системы уравнений (1), (2) вводят равенства и неравенства математических ожиданий от соответствующих функций:
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           (3)
где у — вектор случайных последовательностей  или процессов, полученный при проведении физических экспериментов. 
   Однако при недостаточной априорной информации записать в явной форме все ограничения не удается (такой случай характерен для сложных систем). В связи с этим многие ограничения удается сформулировать только в виде некоторых рекомендаций, в форме словесных формулировок, а иногда и в виде общих пожеланий относительно допустимой сложности структурного описания разрабатываемой модели. Такая неопределенность значительно усложняет процедуру выбора наилучшего варианта построения математической модели.
3.7. Упрощения и уточнения
3.7.1. Рабочие гипотезы
    Часто бывает, что после постро​ения сложной математической модели ее оказывается воз​можно так или иначе упростить, другими словами, перейти к новой, более простой (и обычно более грубой, т. е. менее адекватной) модели. Эта упрощенная модель может оказать​ся достаточной для целей исследования; если же это не так, то результат ее рассмотрения можно применить для изу​чения более сложной модели. Бывает и так, что мы сразу строим грубую модель, имея в виду, что она в дальнейшем будет уточняться. В связи с этим отметим, что, прикладное математическое исследование часто имеет характер после​довательных приближений, при которых предыдущее при​ближение к удовлетворяющему нас результату применяется для построения последующего, более точного.
     Одним из методов существенного упрощения модели является выдвижение рабочих гипотез, относящихся к ожи​даемым свойствам решения задачи и выдвигаемых в процессе ее исследования. Такие гипотезы могут относиться, на​пример, к структуре искомой зависимости (см. примеры ниже), и если они опираются на реальное истолкование математической задачи, разумные аналогии и другие ра​циональные доводы, опыт и здравый смысл, то могут ока​заться решающими. С другой стороны, эти гипотезы могут порой открыть возможность для необоснованных выводов. Поэтому применение рабочих гипотез должно отчетливо осознаваться, а на мотивировку их вклю​чения и последующее обоснование надо обращать серьезное внимание.
   Рассмотрим пример. Пусть исследу​ется равновесие столба жидкости, «под​вешенного» силами поверхностного натя​жения в вертикальной трубке с круговым сечением (рис. 1).
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Рис. 1
 Построение формы свободной равновесной поверхности сво​дится к двумерной краевой задаче для линейного уравнения с частными производными. Но на основании элементарных наблюдений представляется естественным ввести рабочую гипотезу о том, что решение должно быть осесимметричным. При вклю​чении этой гипотезы в модель задача становится одномерной и приводится к решению краевой задачи для обыкновенного дифференциального уравнения, что несравненно проще. Здесь    имеется   два   критерия   подобия — число   Бонда [image: image2254.png]Bo = gpR*/e (p



 — плотность жидкости, σ — коэффициент поверхностного натяжения, g, R показаны на рис. 1) и угол смачивания α. Можно построить решение задачи и проверить его устойчивость для любых достаточно малых значений [image: image2255.png]


 и форма этого решения близка к экспериментально наблюдаемой, что служит апостериорным  оправданием принятой рабочей гипотезы.
    Однако полученное решение существует при значитель​но бóльших значениях[image: image2256.png]|Boy,



чем это реально наблюдается. Это объясняется тем, что, начиная с некоторого критическо​го значения [image: image2257.png]Bo, < 0,



 зависящего от α, решение становится неустойчивым относительно неосесимметричных возмуще​ний! Таким образом, бесконтрольное применение рабочей гипотезы приводит в задаче об отыскании [image: image2258.png]


 к прямой ошибке. Этой ошибки можно избежать, если подумать о реальном характере потери устойчивости столба жидкости, например, при уменьшении σ с помощью разогрева (как показано штриховой линией на рис. 1) либо на основании аналогий. В самом деле, известен целый ряд задач, в которых условия вместе с соответствующей формой равновесия обла​дают определенной симметрией, но для которых наиболее опасные формы потери устойчивости этой симметрией не обладают.
    Широко применяются рабочие гипотезы в прикладной теории колебаний — гипотезы о форме движения, о ее разложимости в ряды того или иного вида, о частоте искомых колебаний и т. д. — и во многих других областях прило​жения математики.

3.7.2. Упрощение уравнений
    Имеется много способов упро​щения математических моделей. Можно упрощать геомет​рические формы, заменять заданные зависимости между величинами на более простые и т. д. Мы здесь остановимся на упрощении уравнений, составляющих математическую модель. Основные способы упрощения таких уравнений со​стоят в переходе к безразмерным величинам, в отбрасывании малых членов, в замене заданных функций на постоянные значения и т. п.
     Приведем пример. Рассмотрим вынужденные гармони​ческие колебания линейного осциллятора, которые для про​стоты будем записывать в комплексной форме:
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                            (1)
где m- маса тела,  f- коэффициент трения, k- коэффициен жесткости, а А, ω — амплитуда и частота вынуждающей силы. Решение будем искать в виде
                                                      х = Bеiωt.                                            (2)
Комплексная амплитуда В колебаний зависит от всех пяти параметров m,  f, k, А, ω, что делает, казалось бы, невоз​можным сколько-нибудь полное представление этой зави​симости в табличном или графическом виде. Но в дей​ствительности положение не столь печальное. Сделаем в (1) и (2) замену переменных
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где [image: image2261.png]


— некоторые характерные значения координаты и времени, которые мы уточним позже, а [image: image2262.png]


— соответствующие безразмерные переменные. Мы получим
                         [image: image2263.png]


           (3)
Разделив уравнение (3) на коэффициент при старшей производной, получаем безразмерный вариант уравнения (1):
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         (4)
Он включает четыре безразмерных параметра (три, взятых в скобки, а также [image: image2265.png]W),



однако путем выбора [image: image2266.png]


 их число можно уменьшить на два. Это можно сделать различными способами в соответствии с условиями задачи и целями исследования.
    Пусть нас интересует в основном зависимость амплитуды вынужденных колебаний от трения и частоты возбуждения, причем силы инерции и упругости считаем примерно одного порядка. Тогда естественно положить в уравнении (4) безразмерные коэффициент упругости [image: image2267.png]kty/m



 и амплитуду внешнего воздействия [image: image2268.png]At/ mx,



 равными единице, откуда получаем[image: image2269.png]fl

{3l

#

L




Таким образом, мы связываем здесь характерное время с периодом свободных колебаний при отсутствии трения, тогда как характерное значение координаты просто равно ее статическому значению, если внешняя сила постоянна. Выбор таких единиц масштаба определила постановка задачи.
После указанной замены уравнение (4) принимает вид
                                   [image: image2270.png]dx dx'
?+f’;x—,+x'=e“‘"'



                           (5)
и содержит всего два безразмерных параметра [image: image2271.png]


 и
[image: image2272.png]


 Зависимость безразмерной амплитуды [image: image2273.png]


 колебаний от безразмерной частоты [image: image2274.png]


(«амплитудно-час​тотную характеристику») при различных значениях безраз​мерного коэффициента трения f' нетрудно представить гра​фически. Зная зависимость [image: image2275.png]Bl = F(uw', ),



мы получаем и соотношение между размерными величинами
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    Проведенное преобразование дает, в частности, ответ на вопрос, при каком условии в рассматриваемой задаче можно считать трение малым и упростить уравнение (1), отбросив средний член в левой части. Ответ «f должно быть малó», хотя и правильный, требует уточнения, так как малость размерной величины имеет смысл только в сравнении с другой величиной той же размерности. Из уравнения (5) мы получаем более точный ответ: должно быть малó f' или, что то же, должно быть [image: image2277.png]


 Чтo это конкретно означает, зависит от допустимого расхождения между прибли​женным и точным значениями амплитуды колебаний и выясняется из сравнения амплитудно-частотных характе​ристик для данного f' и для [image: image2278.png]


Так, при [image: image2279.png]


 (т. е. при [image: image2280.png]< 0,1 Vmk)y



 указанное расхождение имеет порядок процентов.
   Аналогичным образом рассматриваются и более сложные задачи. При этом может получиться, что на различных этапах развития изучаемого процесса или при рассмотрении различных участков изучаемой среды характерные значения величин следует выбирать по-разному и уравнения упро​щать тоже по-разному (см. пример ниже). Поэтому если известны численные значения параметров системы, то после приведения уравнений к безразмерному виду следует про​водить прикидку численных значений отдельных членов, чтобы выяснить, нельзя ли какие-либо из них выбросить. В частности, если речь идет о численных расчетах, то заведомо можно отбрасывать все слагаемые, существенно меньшие по модулю реальных погрешностей в других слагаемых. 
    Таким образом, выбор характерных значений величин допускает варианты. Например, если бы для модели (1) нас интересовало влияние коэффициента жесткости k на амплитуду колебаний, то можно было бы выбрать [image: image2281.png]LM X



так, чтобы сделать безразмерные частоту и амплитуду внешнего воздействия равными единице (проделайте это и разберите смысл полученных характерных значений).
     Рассмотрим еще один случай, который сначала кажет​ся парадоксальным. Пусть нас интересуют колебания, опи​сываемые уравнением (1), при заданных начальных ус​ловиях
                                 [image: image2282.png]ax
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               (6)
если масса т осциллятора пренебрежимо мала, точнее, [image: image2283.png]m <«f /K.



 Может показаться, что тогда надо просто вы​бросить первый член в уравнении (1), т. е. перейти к уравнению
                                         [image: image2284.png]dx -
[tk = Ae



                              (7)
Но ведь произвольно заданные условия (6) могут и не удовлетворить уравнению (7) при t = 0!
    Объяснение этого кажущегося парадокса в следую​щем. Если уравнение (7) при t = 0 противоречит усло​виям (6), то это означает, что сила инерции в этот момент отлична от нуля, т. е. на первом, так называе​мом релаксационном  этапе движения пренебрегать пер​вым членом в уравнении (1) нельзя. На этом этапе из-за малости т ускорение весьма велико и потому скорость быстро становится равной значению [image: image2285.png]h={4—XKx)/ [,



удовлетворяющему уравнению (7). После этого на следующем этапе закон движения получается из дифференциально​гоуравнения (7) при единственном начальном условии
[image: image2286.png]x I,-o = Xq.




    Рассмотрим первый этап подробнее. Так как характерное время [image: image2287.png]


 для него малoj, то в соответствии с уравнением (4) естественно принять [image: image2288.png]L/m=1,



т. е.[image: image2289.png][

m/’f.



Кроме того, перенесем член с х' в правую часть; мы получим
[image: image2290.png]&
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Но так как
[image: image2291.png]



то при малом т и конечных значениях прочих величин (в частности, промежутка изменения t') выражение, стоящее в скобках, почти постоянно и мы заменяем его на значение этого выражения при  t' = 0 — как говорят, замораживаем правую часть. Это приводит к задаче с начальными ус​ловиями (задаче Коши)
[image: image2292.png]



причем значение [image: image2293.png]


 можно и не уточнять. Решение этой задачи имеет вид
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Возвращаясь к размерным величинам, а затем проводя диф​ференцирование два раза, получаем приближенные форму​лы для рассматриваемого этапа:
[image: image2295.png]x=x°+lf(A—kxo)t+%(W+kxq—A)(l-e"”’”‘)‘),
’47' 7 (A = ko) + 3 (0 + Ko = £) €,
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     Видно, что релаксация происходит по показательному зако​ну с показателем, обратно пропорциональным значению т.
    Конечно, тот же результат нетрудно вывести из точного решения уравнения (1) при начальных условиях (6), но мы хотели здесь продемонстрировать общий метод исследо​вания кратковременного переходного процесса, пригодный и в более сложных задачах (см. п. 4).
     По прошествии релаксационного этапа мы можем по​ложить т = 0 и перейти к уравнению (7), отбросив второе начальное условие (6). Мы видим, что на втором этапе решение после переходного процесса, происходящего с «нор​мальной» скоростью, выходит на гармонические колебания. Чтобы определить характерное время этого второго переходного процесса, заметим, что при т=0 уравнение (3) приводится к виду                                  [image: image2296.png]ax My A e
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Поэтому естественно положить  [image: image2297.png]kt/f=1,



 откуда получаем характерное время  [image: image2298.png]L= /K



 Примерный график вещественной части получающегося решения с двумя переходными процессами показан на рис. 1, причем мы для наглядно​сти изобразили зависимость скорости [image: image2299.png]v=dx/dt



 от времени. (Изобразите примерный вид зависимости [image: image2300.png]x{fr.)




[image: image2301.png]



Рис. 1
    Другой пример уравнения с различными способами упрощения на различных интервалах получается при рассмот​рении реакции всё того же осциллятора на произвольное медленно меняющееся внешнее воздействие. Такое урав​нение можно записать в виде
                              [image: image2302.png]m‘—‘-;+/—+kx F (e,



                         (8)
где [image: image2303.png]


 — малый безразмерный положительный параметр, показывающий порядок скорости изменения внешнего воз​действия. Произведение [image: image2304.png]


 называется медленным временем, это как бы время, в котором «живет» внешнее воздейст​вие. Для уравнения (8) ставятся обычные начальные ус​ловия (6).
   На любом конечном фиксированном интервале времени для достаточно малого ε имеем [image: image2305.png]F(ef) = F(0),



т. е. внешнее воздействие остается почти постоянным. Заменяя [image: image2306.png]F (ef)



 на [image: image2307.png]FO),



 мы в соответствии с уравнением (8) видим, что на первом этапе процесса с характерным  временем [image: image2308.png]m/f



в системе происходят затухающие колебания к положению с координатой [image: image2309.png]


 т. е. к положению, для которого в момент t=0 внешняя сила уравновешивается силой упру​гости. Затем наступает второй этап, когда решение меняется медленно и потому силы инерции и трения существенно меньше сил упругости; другими словами, процесс становится квазистатическим. На этом этапе при приближенном ре​шении уравнения (8) мы можем в левой части отбросить два первых слагаемых, что приводит к простой приближен​ной формуле: [image: image2310.png]x = F{eH/k.



 Она подтверждает естественную рабочую гипотезу о медленном изменении решения; диффе​ренцирование этой формулы показывает, что [image: image2311.png]dx/dt



имеет порядок ε, а [image: image2312.png]dix/dt*



— даже [image: image2313.png]


 что также говорит о прием​лемости примененной процедуры.
    На последнем примере мы продемонстрируем явление, ставшее особенно актуальным в связи с изучением нелинейных моделей. Рассмотрим задачу Коши в безразмерных переменных
[image: image2314.png]dx/dt=ax +ex, Xx|mo=1,




где [image: image2315.png]


 Пока х невелико, вторым членом в правой части уравнения можно пренебречь, и мы получаем приближенное выражение для решения: [image: image2316.png]x == ",



 Могло бы показаться, что из-за малости ε второй член вносит в это решение только небольшую поправку. Но так происходит лишь на некотором этапе, пока [image: image2317.png]


 Когда же х достаточно увеличится, второй член станет преобладающим. В данном примере легко написать точное решение (получи​те его!):
[image: image2318.png]x=ae*/(a +& — ee”





Мы видим, что при [image: image2319.png]11
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решение уходит в бесконечность; это явление называется обострением ре​шения. Таким образом, экстраполяция решения по экспо​ненте в данном примере привела бы к грубой ошибке: у режима с обострением медленное экспоненциальное изме​нение величин (в других примерах — квазистационар​ный процесс) сменяется «взрывом» — катастрофическим нарастанием. Вблизи критического момента t* асимптоти​ческое выражение для решения уже совсем   иное: если
[image: image2320.png]sl -L0<t51,



 то
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    Поскольку упрощение моделей часто включает осред​нение участвующих переменных величин, скажем еще несколько общих слов по этому поводу. Надо иметь в виду, что осреднение какой-либо величины х всегда производится по отношению к некоторой переменной величине у, функцией которой х является. (Осреднение возможно и для функции более одного аргумента.) Эта другая величина, по отно​шению к которой производится осреднение, должна быть указана явно или подразумеваться, так что не существует «осреднения вообще». Если та же величина х осредняется по отношению к какой-либо другой величине z, то среднее значение х, вообще говоря, изменится. Невнимание к этому может породить недоразумения и прямые ошибки.
     Приведем простой пример. Пусть поезд половину пути ехал со скоростью 10 км/ч, а вторую половину — со скоро​стью 70 км/ч; какова его средняя скорость? Если осреднять скорость по (по отношению к) пути, то получится ответ: 40 км/ч. Но такой ответ на поставленный вопрос неверен: когда говорят о средней скорости 
[image: image2322.wmf]v

 движения, подразумевает​ся, что осреднение производится по времени. А так как ин​теграл от скорости по времени есть путь, то 
[image: image2323.wmf]v

 равно отноше​нию пройденного пути L к полному времени движения, т. е.
[image: image2324.png]<t
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   Аналогичные недоразумения могут возникнуть при под​счете математического ожидания случайной величины, если нет ясного представления о том, как распределены вероят​ности в так называемом пространстве элементарных со​бытий — грубо говоря, о том, какие события являются равновозможными.

3.7.3. Метод малого параметра
    Этот метод, называемый также методом возмущений, широко применяется в при​кладной математике, в частности, для уточнения решения, полученного из упрощенной модели, а также для выяснения погрешности этого решения; различным вариантам этого метода посвящена обширная литература. Удачный выбор формы для невозмущенного и возмущенного решений позволяет во многих случаях даже с помощью первого приближения получить решение с удов​летворительной точностью при сравнительно небольшой за​трате труда.
    Задачи, при решении которых применяется метод малого параметра, бывают двух типов. В задачах первого типа малый параметр входит в саму их постановку и цель иссле​дования состоит в выяснении влияния этого параметра на решение; метод приводит к асимптотическим формулам, из которых видно это влияние.
     Приведем пример. Пусть рассматривается система из двух тел одинаковой массы, связанных между собой и со стенками пружинами одина​ковой жесткости (рис. 1), и нас интересует влияние ма​лого   трения,   действующего только на одно из этих тел, на характер свободных   колеба​ний системы. 
[image: image2325.png]



Рис. 1
Отсчитывая координаты тел от их положений равновесия, приходим к системе дифференциальных урав​нений (проверьте!)
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Соответствующее характеристическое уравнение имеет вид
                        [image: image2327.png](mp* + fp + 2k) (mp* + 2%) - ¥ =0,



               (1)
и нас интересует влияние коэффициента трения f на его решение.
    Для более грубой модели, если трением пренебречь, задачу легко решить точно:
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Первой паре решений отвечает движение тел в одинаковой фазе, а второй — в противофазе.
     Теперь рассмотрим более точную модель (1) с помощью метода малого параметра в простейшем варианте, а именно строя решение в виде суммы ряда по степеням малого параметра f:
                                  [image: image2329.png]p=a+bf+c/z+...



                                (2)
Так как р = а получается при f = 0, то [image: image2330.png]


 где [image: image2331.png]


 или [image: image2332.png]


 это нулевое приближение. Отсюда
                      [image: image2333.png]- o £ 2wbif + (8 £ 20c) £ + ...



          (3)
     Подставляя выражения (2) и (3) в (1) и раскры​вая скобки, получаем после группировки членов с одинако​выми степенями f
[image: image2334.png]* (dmb + 1) 0l (= mo® + 2) f + {{2m (I = 20ci) + b) X
X (= ma® + 2k) =~ 2mw’b @mb + L)} f + ... =0,



   (4)
Но если сумма степеннoго ряда равна нулю, то и все его коэффициенты равны нулю. Приравнивая нулю коэффициент при f, находим [image: image2335.png]b=~ 1/4m,



т. е. первое прилижение имеет вид
                                           [image: image2336.png]p=:wl~L4
am



                                (5)
Мы видим, что в первом приближении малое трение, не влияя на частоту колебаний, порождает их экспоненциаль​ное затухание.
    Найдем теперь следующую поправку. Для этого приравняем нулю коэффициент при f2 в (4), подставив в него най​денное значение b. После простых преобразований получаем
[image: image2337.png]3ne” - 2
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Подставляя [image: image2338.png]


 и [image: image2339.png]w = Wy,



 находим соответствующие значения с, откуда получаем второе приближение для кор​ней характеристического уравнения:
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     (6)
Таким образом, мы получаем поправку и к частотам коле​баний, правда, второго порядка малости. При желании раз​ложения (2) можно продолжить.
     Тот же результат можно получить, применяя формулу Тейлора
[image: image2341.png]PUY= @+ T (0 + 5 (0 +




где штрихами обозначены производные по f, а индекс нуль означает подстановку значения f=0. В силу нулевого приближения имеем [image: image2342.png](P = x wi.



 Взяв производную от обеих частей (1) по f, получаем
[image: image2343.png]{2mpp* + p + fp') (mp? + 2k} + (mp® + fp + 2k) 2mpp’




      (7) 
подставив значение f=0, приходим к равенству
[image: image2344.png][2m (p)o (9')0 + (PYo] Um (p) + 2k1 +
+ [m(p)h + 2k} 2m (P)o (p')o = O,




откуда  после сокращений находим[image: image2345.png](P =-1/4m,



 Аналогично, взяв производную обеих частей (7) по f и подставив f=0, находими [image: image2346.png]


  т. д. (Проделайте это!)
    Задачи второго типа, в которых применяется метод малого параметра, в своей постановке такого параметра не содержат и его приходится ввести, чтобы можно было при​менить данный метод. Для этого надо сначала «организо​вать» нулевое приближение, т. е. постараться так видо​изменить задачу, по возможности мало, чтобы ее решение можно было найти легко или сравнительно легко. После этого в видоизмененную задачу так ввести параметр, на​пример α, чтобы при [image: image2347.png]


 получилась видоизмененная задача, а при некотором значении [image: image2348.png]


— исходная. За​тем надо решение задачи, включающей α, разложить по степеням этого параметра, после чего в полученном решении положить [image: image2349.png]


 Если эту программу удастся осуществить, то при благоприятном стечении обстоятельств мы получаем в итоге решение исходной задачи.
   Приведем пример. Пусть надо решить уравнение
                                 [image: image2350.png]=12+ 10x—~1=0,



                          (8)
коэффициенты которого считаются точными. Продемонст​рируем схему применения метода малого параметра (хотя стандартный метод Ньютона в этом конкретном случае эффективнее). Для этого заметим, что при х, близких к нулю, первые два члена сравнительно малы и потому для таких х в качестве уравнения для нулевого приближения можно взять
                                                  [image: image2351.png]10x~1=0




с очевидным решением [image: image2352.png]xo = 0,1,



 Тогда возмущенное уравнение можно записать в виде
                                 [image: image2353.png]a(*-12)+ 105k -1 =0,



                     (9)
из которого уравнение (8) получается при [image: image2354.png]


 (Отметим, что малость параметра относительна и то, что зна​чение [image: image2355.png]a =]



 считается малым, не должно вызывать недоу​мения: например, вместо α можно было бы написать 10β, тогда β менялось бы до 0,1. Истинным критерием малости параметра является практическая сходимость разложения, полученного в результате применения метода.)
   Уравнение (9) определяет зависимость [image: image2356.png]


 как неявную функцию. Имея в виду применение формулы Тейло​ра, проведем при [image: image2357.png]X=x{x)



 дифференцирование обеих частей уравнения по α, обозначая производные штрихами:
[image: image2358.png]L1208 4+ o (4 = 36x°) & + 10x" = 0,
2(4x° =36 X' + o (1267 — T2x) X2 +
+ a (4x = 3627 x'* + 10x"





При [image: image2359.png]


  получаем[image: image2360.png]x5 = 1,19-1077,




[image: image2361.png]xo' = 8,4728-107°,



  Отсюда по формуле Тейлора
[image: image2362.png]x (@) = 0,1 + 1,19:10 %0 + 4,2364-10 %2 + ...




При α = 1 получаем разложение искомого решения
                 [image: image2363.png]x=x=0,14+1,19-107 + 4,2364-107° + ...



      (10)
Хорошая практическая сходимость полученного разложения (что распознается по его первым членам) подтверждает возможность считать значение α=1 малым, и мы получаем, таким образом, значение корня x1 = 0,101232. При желании можно продолжить разложение (10) и этим уточнить зна​чение x1.
    При больших х в уравнении (8) сравнительно малыми оказываются два последних члена, поэтому за невозмущен​ное уравнение можно принять
[image: image2364.png]H-12=0




с решением x0 = 12, а за возмущенное —
                           [image: image2365.png]-2 +a(l0x-1D=0.



                   (11)
Аналогично предыдущему после дифференцирования по α находим при α = 0, x0 = 12 значения х0' = - 119/1728 = - 0,068866, х′' = - 0,001574. Применив формулу Тейлора и положив α = 1, получаем второй корень уравнения (8): х2 = 11,9303. Можно проверить, что два остальные корня уравнения (8) «средние» по величине, они равны 0,89429 и —0,92585.
В качестве другого примера рассмотрим нелинейную краевую задачу
      [image: image2366.png]fy+ozf 0 (Osx<l), y@©=0 y(Iy=1



 (12)
Здесь естественно считать второй член в правой части воз​мущением задачи
[image: image2367.png]ri’y

=0 O=x<l), y© =0 y)=1




имеющей очевидное решение у = х. Введем параметр в возмущенную задачу, записав ее в виде
        [image: image2368.png]—:—1-';:+aya=0 @<xsl), y0=0, y()=1,
5



 (13)
и будем искать ее решения как сумму ряда
                             [image: image2369.png]y=x+z(x)a+u (a4 ..



                    (14)
Подстановка его в уравнение и граничные условия (13) дает
[image: image2370.png]—ot—al+ L taxtzat ) =0,
dx

t@a+u@®oi+..=0, z(De+ua(l)ol+..=





Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях α, получаем последовательность линейных краевых задач:
[image: image2371.png]%+£=0 Osxsly, z(0)=0, z(1)=0;
X

%+3)ﬁ=o O<x<l), u@=0 u(l)=0;..




С помощью непосредственного   интегрирования   находим (проверьте!)
[image: image2372.png]z—L(x—x), us—(l3x—lsf+5x)




Подстановка этих выражений в (14) дает при α=0,2 искомое решение задачи (12):
[image: image2373.png]y=x+ = XY+ (le—le +55%) + ..

mo (-




Полученный ряд при [image: image2374.png]0€xsl



 хорошо сходится.
     Мы рассмотрели здесь только самые простые примеры применения метода малого параметра. Далеко не всегда оказывается целесообразным разлагать решение по целым положительным степеням этого параметра. Так, если в невозмущенном решении содержалось слагаемое вида [image: image2375.png]A sin of,



 перешедшее после возмущения задачи в [image: image2376.png]Asin (w + ca)r



 (т. е. параметр повлиял на частоту, но не на амплитуду), то при построении решения в виде ряда по степеням α первая поправка превращает это слагаемое в
[image: image2377.png]A sin wf + (Act cos wi) a




и потому дает неправильное качественное представление о поведении возмущенного решения при t →∞.
   Таким образом, неудачный выбор формы возмущенного решения может привести к ошибочным выводам. Правиль​ный выбор осуществляется с учетом предполагаемых свойств решения, обычно на основе аналогии с уже известными примерами, большое количество которых имеется в книгах, посвященных методу малого параметра, и в специальной литературе.
   Для контроля качества получающегося приближенного решения можно сравнивать последовательные приближения друг с другом. Уже сравнение 0-го, 1-го и 2-го (а иногда даже только 0-го и 1-го) приближений позволяет с определенной достоверностью сделать вывод о качестве приближенного решения, так как сходимость или расходимость процесса обычно проявляются уже на его первых шагах; привлечение же еще нескольких приближений может сделать этот вывод практически достоверным. При этом, если решаемая задача кроме малого параметра включает еще конечные параметры, то может оказаться целесообразной такая проверка для нескольких типичных реальных комбинаций их значений, так как процесс, сходящийся для одних значений парамет​ров, может оказаться расходящимся для других значений. Последовательные приближения можно для контроля срав​нивать также с решением, полученным каким-либо иным методом, либо с экспериментальными данными.
3.7.4. Регулярные и сингулярные возмущения
     Задача, включающая малый параметр α, может при значении α=0 либо не вырождаться, либо вырождаться (определение см. ниже). Как мы уже говорили, задача при α=0 называ​ется невозмущенной, а при α≠0 — возмущенной; как го​ворят, в задачу введено возмущение. Если задача при α=0 невырожденная, то возмущение называется регуляр​ным, в противном случае — сингулярным. Регулярные воз​мущения более просты и обычно изучаются с помощью того или иного стандартного метода; сингулярные возмущения более сложны.
    Само понятие вырожденности зависит от типа изучаемой задачи. Так, если рассматривается система из п алгеб​раических уравнений 1-й степени с п неизвестными, ко​эффициенты которой зависят от параметра α, то она обычно считается вырожденной при некотором значении α=α0, если при этом значении определитель системы обращается в нуль. Тогда при α, близком к α0, этот определитель мал, и потому система становится, как правило, плохо обусловлен​ной, что вносит естественные осложнения в харак​тер зависимости решения от α. Если же α=α0, то система либо не имеет решений, либо имеет их бесконечное количе​ство. Решение возмущенной системы при α→α0 в первом случае уходит на бесконечность, а во втором, как правило, переходит в одно из решений вырожденной системы.
   Покажем, как найти это предельное решение. Для этого запишем возмущенную систему в векторно-матричной фор​ме, причем все заданные функции будем считать разложен​ными по степеням α:
             [image: image2378.png]-
(At Ao+ hHa'+ . )X =3+ a0 +a0" + ...



     (1)
Будем считать, что α0=0 и что невозмущенная система
                                                 [image: image2379.png]AX = aq,



                                       (2)
получающаяся из (1) при α=0, вырожденная, т. е. det А0=0, но имеет решения. Из алгебры известно, что для последнего необходимо и достаточно равенство нулю скаляр​ного произведения:
                                                [image: image2380.png](2,2) =0,



                                    (3)
где z — любое решение однородной транспонированной си​стемы, т. е. [image: image2381.png]


 (все величины считаем веществен​ными). Ограничимся для простоты самым простым и расп​ространенным случаем, когда такое решение [image: image2382.png]


только одно с точностью до произвольного числового множителя. Тогда и решение [image: image2383.png]


 уравнения [image: image2384.png]Agy = U



 тоже только одно с той же точностью. Представим решение системы (1) в виде
                              [image: image2385.png]X=Xy + Xa + X2t + .



                         (4)
Подставляя это разложение в (1) и приравнивая ко​эффициенты при одинаковых степенях α, получаем ра​венства
                       [image: image2386.png]Agkg = a9, A%y =

— AXgy o



                    (5)
Первое из них совпадает с невозмущенным уравнением (2)  и в силу стандартной формулировки «общее решение линейного неоднородного уравнения есть сумма его частного решения и общего решения соответствующего однородного уравнения» получаем
                                [image: image2387.png]


                                               (6)
где с0 — пока не известная постоянная. Однако из условия (3)   разрешимости уравнения  (2), примененного ко второму уравнению (5), получаем
[image: image2388.png]{a; — AXo, — oAy, 2) = 0,




откуда, если [image: image2389.png](A, z) = 0,



находим
                                 [image: image2390.png]€ = (2 — AiXon 2) (A1y, 7).



                (7) 
    Итак, предельное решение невозмущенной,  вырожденнойсистемы имеет вид (6)—(7). При желании можно продолжить разложение (4): для этого надо заметить, что [image: image2391.png]X; = Xy + 1Y



 применив условие (3) к третьему (не выписанному здесь) уравнению (5), найти постоянную с1 и т. д. Можно проверить, что условие [image: image2392.png](Ary, z) = 0



 обеспечивает возможность однозначного построения всех векто​ров х1, а потому и всего разложения (4).
     Аналогично вводится понятие вырожденности и про​водится исследование сингулярного возмущения для других линейных систем — линейных краевых задач для диффе​ренциальных уравнений, линейных интегральных уравне​ний и т. д., когда при некотором значении параметра нару​шается существование либо единственность решения.
     Для алгебраического уравнения произвольной степени, коэффициенты которого зависят от параметра, вырожден​ность обычно означает обращение в нуль коэффициента при старшей степени неизвестной, т. е. понижение степени урав​нения. Чтó при этом происходит, легко понять на примере квадратного уравнения
                                       [image: image2393.png]af +bx+c=0



                              (8)
с коэффициентами а, b, с, зависящими от некоторого пара​метра α. Если [image: image2394.png]af{ap) =0,



 т. е. при [image: image2395.png]


 уравнение (8) вырождается, то из формулы для корней
[image: image2396.png]-6+ Vel —dac 2¢

3 T b VF —da
~ b= V& T da 2

2 IR o




мы видим, что если [image: image2397.png]bl =0,



 то при [image: image2398.png]o —* Gy



 один из корней уходит в бесконечность,  тогда как другой   стремится к [image: image2399.png]-/,



 т. е. к решению вырожденного уравнения; если же и [image: image2400.png]b(agy =0,



 но [image: image2401.png]c(ag) = 0,



 то при [image: image2402.png]LR



 оба корня уходят в бесконечность.
    Оказывается, что в общем случае картина аналогичная. Если алгебраическое уравнение степени п, вырождаясь, переходит в уравнение степени k < п, то в процессе вырож​дения п - k корней уходят в бесконечность, тогда как остальные k корней переходят в корни вырожденного урав​нения. Например, при [image: image2403.png]


 три корня уравнения (9 п.3.7.3) уходят в бесконечность, а один стремится к 0,1, тогда как у уравнения (11 п.3.7.3) все корни остаются конечными (оно при[image: image2404.png]


не вырождается): три из них стремятся к 0, а один — к 12.
   С помощью приведенного общего утверждения анали​зируется и случай, когда некоторые из коэффициентов алгебраического уравнения обращаются в бесконечность. Пусть, например, для уравнения (8) [image: image2405.png]


тогда как а и с остаются ограниченными; как ведут себя при этом корни? Переписав уравнение в равносильной форме
[image: image2406.png]



мы видим, что один из корней стремится к бесконечности, а другой — к нулю.
   Для дифференциального уравнения, включающего неко​торый параметр, вырождением обычно называют понижение порядка этого уравнения. Пример такого вырождения был разобран в п. 3.7.2: это уравнение (7), полученное из урав​нения (1) при т = 0. Мы видели, что для сингулярно возмущенного уравнения, т. е. уравнения (1) с [image: image2407.png]m<«f/k,



 возникает кратковременный этап релаксации, на протя​жении которого значение [image: image2408.png]


 существенно изменяется. Продолжительность этого этапа пропорциональна т, а изме​нение [image: image2409.png]dx/dt



 на нем идет по закону [image: image2410.png]cim

{c = const),



«кру​тизна» которого обратно пропорциональна значению т. При построении этой зависимости (во всяком случае, ее главной части) мало меняющиеся на релаксационном этапе правую часть уравнения и решение x(t) можно «заморозить», за​менив их соответствующими значениями при t = 0.
    Оказывается, что разобранный пример является типич​ным, во всяком случае, для задач, описываемых линейными дифференциальными уравнениями. Если в уравнение входит малый параметр α и при α = 0 оно вырождается, понижая порядок на единицу,  но при[image: image2411.png]a-»Q



решение сингулярно возмущенной задачи остается конечным на некотором интер​вале (а, и), то вблизи точек а и b могут возникнуть зоны, ширина которых имеет порядок α и на которых решение или его производные изменяются по описанному выше «круто​му» закону; вне этих зон решение возмущенной задачи близко к решению вырожденного уравнения. Если незави​симой переменной служит время, т. е. рассматривается раз​витие процесса во времени, то, как в задаче п. 3.7.2, говорят об этапе релаксации. Если же за независимую переменную принята геометрическая координата, то говорят о возникно​вении пограничного слоя вблизи концов интервала, на котором определено решение сингулярно возмущенной за​дачи. (Именно такая картина возникает при обтекании маловязкой жидкостью твердой стенки, причем малым параметром служит коэффициент вязкости.) Поэтому и функции вида [image: image2412.png]e (c>0)



 называются функциями типа пограничного слоя. В теории сингулярно возмущенных уравнений можно найти методы построения асимптотических разложений ре​шения как в зонах пограничного слоя, так и вне этих зон, а также методы выяснения того, действительно ли решение возмущенной задачи остается конечным при [image: image2413.png]


 если это
не ясно из физических соображений.

3.7.5. Осреднение быстро колеблющихся исходных зависи​мостей
   Если изучаемая система включает быстро колеб​лющиеся во времени или в пространстве исходные зави​симости — например, механические или электромагнитные воздействия вибрационного характера либо мелкомасштаб​ные «периодические с переменной амплитудой» структу​ры,— то важным методом упрощения математической мо​дели является осреднение таких зависимостей. В некоторых случаях такое осреднение осуществляется совсем просто. Так, если рассматривается эволюция линейной системы под действием быстро колеблющегося внешнего воздействия, показанного на рис. 1, причем амплитуда этих колебаний остается конечной, то главную часть решения можно по​лучить, заменив это воздействие на и(t).

[image: image2414.png]\

~u(t)





Рис. 1

   Рассмотрим этот вопрос подробнее. Мы будем рас​сматривать функции вида [image: image2415.png]i, v,



 где[image: image2416.png]


а ω весьма велико, поэтому τ естественно называть быстрым временем. Будем считать, что функция f периодична по τ — для определенности с периодом [image: image2417.png]


 Типичным примером может служить функция
[image: image2418.png]g {Hsin v = g (f) sin wf,




описывающая так называемые модулированные колебания (рис. 2).
[image: image2419.png]



Рис. 2
Для функции f указанного вида осреднение определяется по формуле               [image: image2420.png]=
o= f16va,
o




т. е. осреднение производится по быстрому времени, тогда как «обычное» время t при этом считается замороженным. Отсюда можно представить [image: image2421.png]f{ v



 в виде суммы
[image: image2422.png]=00+ E9-N0I=NY+vEy,

1= of,




причем первое, главное слагаемое изменяется со «средней» скоростью, а второе, быстро колеблющееся, имеет среднее значение равным нулю.
    Допустим теперь, что на осциллятор рис. 1 п.3.1.1 действует быстро колеблющаяся сила описанного типа. Выделив у этой силы главную часть, придем к дифференциальному урав​нению вида
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где [image: image2424.png]Won=0;



 для определенности будем считать начальные условия нулевыми. В силу линейности уравнения имеем
                                      [image: image2425.png]x ()=o) + af, o,



 (1)
 где v и α— соответственно решения задач
[image: image2426.png]v dv
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da da
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     Функция α быстро колеблющаяся; выразив ее через ψ с помощью функции Коши, можно с помощью интегрирова​ния по частям показать, что α при [image: image2427.png]


 имеет порядок [image: image2428.png]


 Таким образом, v — главная часть решения — получа​ется как решение задачи с осредненным внешним воз​действием.
    Если внутренние параметры системы быстро колеблю​щиеся или если система нелинейная, то для получения главной части решения простого осреднения всех быстро колеблющихся зависимостей недостаточно, эта процедура может привести к прямым ошибкам. Глубинная причина этого в том, что если быстро колеблющаяся функция имеет нулевое среднее значение, то и произведение ее на «обыч​ную» функцию обладает этим же свойством; но произве​дение двух быстро колеблющихся функций с нулевым сред​ним значением каждой может не обладать этим свойством и потому дать при осреднении добавочный вклад: например, легко проверить, что при [image: image2429.png];. P2 = const




[image: image2430.png]Gin(t+eN=0 (t=ani=1,2),




однако
[image: image2431.png](sin (v + @) sin (v + @) = %cos (P2 — ¢1)




(Этот факт широко применяется в электротехнике при подсчете средней мощности переменного (синусоидального) тока в случае сдвига фазы между напряжением и током.)
Правильный порядок осреднения для таких систем можно найти в курсах теории колебаний; мы ограничимся здесь разбором лишь одного яркого примера, который впервые рассмотрел П. Л. Капица в 1951 г.
   Рассмотрим маятник с вибрирующей осью, т. е. тело малых размеров массы т, укрепленное на конце стержня пренебрежимо малой массы длины l, который подвешен на шарнире и может колебаться в вертикальной плоскости, причем точка подвеса совершает принудительные вертикаль​ные колебания по закону [image: image2432.png]


 Обозначив буквой φ угол отклонения маятника от вертикали, нетрудно вывести диф​ференциальное уравнение колебаний маятника
                      [image: image2433.png]sing =
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         (2)
(здесь k — коэффициент трения в шарнире), что мы предо​ставляем сделать желающим. Будем считать, что колебания точки подвеса происходят с малой амплитудой и большой частотой, точнее, что [image: image2434.png]a/l &l n o> max{k/ml, vg/l}.




     Примем рабочую гипотезу о том, что решение уравнения (2) можно представить в виде суммы (1) «обычной» функции v и быстро колеблющейся функции α с малой амплитудой и нулевым средним значением. Подставив эту сумму в (2) и ограничиваясь линейными членами по α, получаем уравнение
         [image: image2435.png]d’(u-m) k dp+a)
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   (3)
Проведя осреднение обеих его частей, приходим к урав​нению
                   [image: image2436.png]do | kadv g . a s
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        (4)
(При этом мы учли, что производная функции, имеющей нулевое среднее значение, также обладает этим свойством.) Вычитая почленно (4) из (3), имеем уравнение
          [image: image2437.png]d’u+ & da
2 i O

=7m2 {sin v cos wi + (a cos wf = {o cos wi) ) cos v}

8
+ = ukDSV—



 (5)
    При дифференцировании у быстро колеблющейся фун​кции появляется член с множителем ω. Поэтому при боль​шом ω и малом α в обеих частях уравнения (5) главными являются первые слагаемые и в первом приближении мы можем написать
[image: image2438.png]da
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Так как v сейчас заморожено, получаем выражение для быстрой составляющей решения:
[image: image2439.png]a .
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Подставив это выражение в (4), приходим окончательно к уравнению для главной составляющей решения:
                      [image: image2440.png]& k dv Pu?
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          (6) 
     Мы видим, что вибрация точки подвеса привела как бы к появлению добавочного крутящего момента
[image: image2441.png]1
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изменяющегося с «нормальной» скоростью. Это может при​вести к качественному изменению характера колебаний маятника даже без учета присутствия в них вибрационной составляющей α. Прежде всего, возможные положения его равновесия определяются приравниванием нулю третьего члена в левой части уравнения (6). Значит, при
                              [image: image2442.png]<
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                        (7)
кроме очевидных положений равновесия [image: image2443.png]=0 U p;=n



 возникают еще два положения:
[image: image2444.png]2ig 2
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С помощью стандартного метода линеаризации можно вы​яснить устойчивость этих положений, что мы предоставля​ем читателю. Оказывается, что положение φ=0 устойчи​во при любом ω. Положение же [image: image2445.png]


 неустойчиво при [image: image2446.png]w<Vilg/a,



 но если выполнено условие (7), это поло​жение становится устойчивым, тогда как вновь возникшие положения равновесия [image: image2447.png]P = Pia



неустойчивы. Таким обра​зом, если вибрация точки подвеса достаточно интенсивна (выполнено условие (7)), то «обратное» положение маят​ника, когда груз расположен над точкой подвеса, становится устойчивым и маятник, отклоненный от этого положения в интервал от [image: image2448.png]


 до [image: image2449.png]P



 вновь стремится стать вертикально кверху. Более того, чем больше аω, тем труднее вывести маятник из верхнего положения, как, впрочем, и из нижнего.
     Все эти результаты было бы трудно предвидеть, даже в качественном отношении, без проведения выкладок. Их можно подтвердить экспериментом, который производит на неподготовленного зрителя глубокое впечатление.
3.7.6. Анализ влияния упрощений
      Упрощенные матема​тические модели, упрощенные формулы обладают целым рядом очевидных преимуществ. Однако довольно часто бы​вает неясно, можно ли применять данную упрощенную модель или формулу в той или иной ситуации. Чтобы выяснить границы применимости упрощенного метода, можно провести контрольное сравнение получающегося решения с более точным.
     Приведем несколько примеров. Пусть для системы, изоб​раженной на рис. 1 п.3.7.3, мы собираемся пользоваться формулой (5 п.3.7.3); насколько малым для этого должен быть коэф​фициент трения f? Ответ зависит от допустимой погреш​ности. Пусть, например, нас устраивает погрешность, не превышающая [image: image2450.png]3 %,



Примем (так часто бывает при применении метода малого параметра и в других «классических» случаях хорошо сходящихся последовательных приближе​ний), что каждое приближение отличается от точного ре​шения примерно на столько же, на сколько и от последую​щего приближения. Отсюда, сравнивая формулы (5 п.3.7.3) и (6 п.3.7.3), мы видим, что устраивающая нас погрешность фор​мулы (5 п.3.7.3) получится при
[image: image2451.png]R/
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   Еще один пример. Рассмотрим уравнение (1 п.3.1.3) свободных колебаний осциллятора. Мы уже говорили, что если нас интересует частота колебаний, а трение малó, то мы можем упростить уравнение, заменив его на (1 п.3.1.1). При каком значении коэффициента f это можно сделать? Частоты, подсчитанные для уравнения (1 п.3.1.1) и для более полного уравнения (1 п.3.1.3), равны соответственно
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Если мы хотим, чтобы эти частоты различались не более чем на 5 %, то должно быть
[image: image2453.png]\/ 7 _
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Это и есть в данной задаче условие малости трения. (Отметим, что более точное значение коэффициента в пра​вой части равно 0,624; но в таком полукачественном воп​росе «какое трение можно, а какое нельзя считать ма​лым?» вряд ли целесообразно ответ приводить с высокой точностью.)
     В качестве третьего примера рассмотрим колебания ме​ханического осциллятора без трения, возникающие в резуль​тате приложения к нему постоянной силы F0. Пусть т — масса   осциллятора, а ω0 — частота свободных колебаний. Непосредственное интегрирование уравнения
                                          [image: image2454.png]


                          (8)
при нулевых начальных условиях даст решение
                        [image: image2455.png]x-—(]—cosw.,t) {0<1< )
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             (9)
     При выводе этой формулы было принято упрощающее предположение, что внешняя сила принимает значение F0 мгновенно Но реально это, конечно, не так и естественно поставить вопрос, можно ли пользоваться формулой (9), если внешняя сила возрастает с конечной скоростью Для ответа на этот вопрос примем в качестве типичного вариан​та, что внешняя сила возрастает по линейному закону от значения F = 0 при t = 0 до [image: image2456.png]


 при некотором [image: image2457.png]1,



 после чего остается равной  F0 . Тогда при [image: image2458.png]01t



 в правой части уравнения (8) F0 надо заменить на[image: image2459.png](Fo/T) 8,



интегрирование полученного уравнения при нулевых началь​ных условиях дает 
                        [image: image2460.png]e
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             (10)
При[image: image2461.png]1&I< o,



когда внешняя сила уже не меняется, надо решать уравнение (8) при начальных условиях, опреде​ляемых из (10), т е
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Решение, которое мы предоставляем читателю, приводит к формуле
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(11)
    Таким образом, по сравнению с формулой (9) мы получаем поправку как в амплитуде, так и в фазе колебаний Примем, что применение упрощенной зависимости (9) допустимо, если подсчитанная по ней амплитуда колебаний отличается от результата, который дает уточненная форму​ла (11), не более чем на 5 % . Тогда мы получаем, что должно быть [image: image2464.png]0,95 < (sin u)/u < 1,05,



 откуда с помощью таблиц находим, что [image: image2465.png]u <9055,



 т.  е. [image: image2466.png]wer < 1,1



. Обозначив [image: image2467.png]T=2n/w



 период свободных колебаний, получаем, что дол​жно быть [image: image2468.png]T/1 = 2n/wyt 2 6.



 Другими словами, длитель​ность этапа нарастания силы должна быть меньше периода свободных колебаний по крайней мере в шесть раз. Это и есть условие применимости упрощенной формулы (9) при принятом уровне допустимой погрешности.
    Четвертый пример аналогичен третьему. Пусть внешняя сила F0, действующая на тот же осциллятор, возрастает, [image: image2469.png]Fy = Feh),



 но меняется достаточно медленно, начиная со значения [image: image2470.png]Fot®) = 0.



Тогда в упрощенной модели можно процесс считать квазистатическим, т. е. в уравнении (38) отбросить первый, инерционный член, откуда получаем очевидную формулу:
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— отклонение осциллятора пропорционально действующей силе. Но насколько медленным должно быть нарастание силы, чтобы можно было процесс действительно считать квазистатическим?
      Для ответа на этот вопрос примем, что сила нарастает по линейному закону за некоторое время τ, после чего остается постоянной, а процесс можно считать квазиста​тическим, если при [image: image2472.png]>



 осциллятор отклоняется от рав​новесного положения [image: image2473.png]Xp =
o = Fo (V)7



не более чем на 5 %. Тогда в силу формулы (11) получаем, что должно быть [image: image2474.png]{sin u|/u < 0,05,



 откуда [image: image2475.png]u > 20,



 т. е. [image: image2476.png]1> 67T,



Это и есть условие квазистатичности в данной задаче.
    Проведенное исследование в рассмотренных задачах, конечно, не является исчерпывающим. Так, в двух пос​ледних примерах мы приняли, что сила нарастает по линей​ному закону, тогда как в действительности этот закон может быть каким-либо иным. Поэтому привлечение к рассмот​рению других таких законов сделало бы наши выводы более убедительными. Но и проведенный разбор дает правильное представление об условиях применимости упрощенных мо​делей и формул. Кроме того, надо учесть, что и сами критерии применимости (в наших примерах — расхождение не больше чем на            5 %) не имеют категорического характера, так что если мы исходим из 5 %, а в действительности получится [image: image2477.png]


то вряд ли  кто-нибудь будет особенно возражать.
3.8. О решениях
3.8.1. Распределение требований к точности моделирования систем

     При разработке моделей важно организовать работу так, чтобы программирование моделирующих алгоритмов систем велось параллельно и была уверенность в том, что точность описания процессов  в системах обеспечивает требуемую точность расчета выходных показателей эффективности всей системы.

    Чтобы удовлетворить этим требованиям на практике рассматривют целый комплекс задач, связанных с определением допустимых ошибок в имитации процессов в каждой системе. Причем на начальном этапе в условиях неполной информации при постановке этих задач обычно используют очень упрощенное описание для всей системы, но такое, чтобы оно достаточно полно отражало вероятностную природу функционирования реальной системы. Для этих условий, если не вводить новых обозначений для упрощенного оператора системы и предположить, что ошибки моделирования можно выразить через суммарные ошибки задания вектора параметров с, то на основании формулы
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 для каждого фиксированного входного сообщения [image: image2479.png](&, xu]f,



 нетрудно получить   уравнение, связывающее вариации параметров модели [image: image2480.png]2, ...
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 с отклонениями критерия   качества   от   некоторого   номинального значения:
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       (1)
      Если компоненты вектора состояния[image: image2482.png]


 в моменты времени [image: image2483.png]


 терпят разрывы, что возможно при рассматривае​мом описании систем (выход из строя элементов системы, разрывы непрерывности в моменты включения и выключения системы, в не​которых случаях процессы преобразования [image: image2484.png]z{{)



 в [image: image2485.png]Z{i+AL)



 для произвольных t и т. д.), то полная вариация[image: image2486.png]


 когда оператор   Н*   аддитивен   и   однороден   по [image: image2487.png]HHA(t, 1)) =3H* (4, fio),




[image: image2488.png]t.=[l,, to]



  при [image: image2489.png]


- свойство дистрибутивности оператора
Н*) может быть записана так:
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 (2)
     При записи (2) предполагалось, что текущие моменты про​цесса функционирования системы [image: image2491.png]


 (при[image: image2492.png]


 и вектор ее состояния [image: image2493.png]


 являются функциями от вектора параметров мо​дели с, а момент включения t0 системы не зависит от с. Вероятно​стная природа процесса функционирования рассматриваемых си​стем приводит к тому, что производную [image: image2494.png]0z/0¢



 необходимо понимаи как производную случайной вектор-функции [image: image2495.png]z{e, £}



 по вектору                           параметров с. В дальнейшем будем определять указанную производ- ную как производную Гато (слабая производная):
                        [image: image2496.png]dz (¢, ¢) —lim Z{{, ¢+ pAc)—2Z(F, C)
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           (3)
где μ — некоторое вещественное число.
   Для определения производной [image: image2497.png]dt,fde,



 входящей в  (2), необходимо знать уравнение поверхности
                                           [image: image2498.png]Flz), ¢, ¢)=0,



                            (4)
на которой в моменты времени [image: image2499.png]=1, 2, .., §)



 вектор   состояния
системы[image: image2500.png]z(f)



изменяется скачком. Используя   правила  дифферен-
инрования неявной функции, нетрудно получить:
                         [image: image2501.png]O (3F(dz) (3zidcy) + OF[dey
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             (5)
   При практических расчетах необходимо помнить, что для боль​шинства реальных элементов эти уравнения определяют процессы скачкообразного изменения переменных [image: image2502.png]F{, z(H)



 в моменты времени [image: image2503.png]


  Производные, входящие в (5), как и производная
[image: image2504.png]10zZfdc



 — слабые производные.
   Так как ошибки моделирования являются в общем случае случайными величинами, то при разработке моделирующего алгоритма
системы с учетом принятых методов его дискретной реализации
целесообразно потребовать, чтобы вероятность его последующей доработки после проведения натурных испытаний не превышала некоторой заданной величины [image: image2505.png]Py



, т. е.
                         [image: image2506.png]PR (e, £ x ) > A P,



                    (6)
где ∆ — величина, характеризующая требуемую точность   расчета показателя эффективности системы [image: image2507.png]



   При разработке моделей реальных систем величину ∆ задают на основании опыта, с учетом целевого назначения системы и тех требований, которые предъявляют технические задания на точность оцениваемых показателей качества. Но так как уравнение связи между [image: image2508.png]OR(f)c)



  и [image: image2509.png]8C



 одно, то решений уравнения  о  распределении
требований к точности моделирования подсистем может быть получено бесчисленное множество. Поэтому при разработке моделей систем привлекают экспертов и на основании их оценок строят совокупность весовых коэффициентов[image: image2510.png]B1s

P2y oy

5 By



определяющих алгоритм распределения ∆ по каждой системе:
                                  [image: image2511.png]


                        (7)
   Кроме рассмотренного выше способа, можно предложить и другие способы, среди которых нужно выделить один простой и в то же время достаточно наглядный способ деления ∆ на части ∆і. По этому способу весовые коэффициенты[image: image2512.png]


рассчитывают как суммы относительных   ошибок  оценки   параметров [image: image2513.png]Cik



 каждой   i-й   системы:
              [image: image2514.png]rs,_2|
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      (8)
 Когда значения [image: image2515.png]


 найдены, расчет [image: image2516.png]


 нетрудно осуществить по   (7).
   Необходимость постановки и решения подобных задач определяется тем, что при известных требованиях значительно упрощается     выбор метода моделирования и способов дискретной реализации операторов, описывающих процессы в реальных элементах систе​мы. Если модель разрабатывают для оценки векторного показате​ля [image: image2517.png]R{f|¢c).



то задача распределения требований к точности моде​лирования систем получается более сложной, чем в рассмотрен​ном выше примере.

3.8.2. Методы построения и исследования решений
      Мы - будем рассматривать для определенности математические модели, имеющие вид дифференциальных уравнений, обык​новенных или с частными производными, с соответству​ющими начальными или граничными условиями. С необ​ходимыми изменениями наше обсуждение можно распрост​ранить и на другие типы моделей.
     Методы математического анализа можно грубо подраз​делить на качественные, аналитические и численные. 
     С помощью качественных методов свойства решения изуча​ются без его построения, путем анализа свойств заданного уравнения. Применение этих методов требует большой ма​тематической подготовки и наименее поддается алгорит​мизации.
     Приведем пример качественного исследования. Рассмот​рим нелинейный аналог уравнения (1.п.3.1.3):
                            [image: image2518.png]mg’_x+ Lo
"ty {;] Yrm=0,



 (1)
описывающий колебания осциллятора с нелинейными зако​нами упругости и трения. Будем предполагать, что обе функции f u g непрерывные и возрастающие, причем [image: image2519.png]


[image: image2520.png]g2



 и докажем, что все решения уравнения (1) стремятся к нулю при [image: image2521.png]


Доказательство будем проводить на наглядном уровне, принимая, что если какая-либо функция φ при [image: image2522.png]


 стремится к постоянной, то [image: image2523.png]e (-0



в этом процессе. (Практически это всегда так, хотя тео​ретически возможны исключения, поэтому имеется более сложное доказательство, не зависящее от этого наглядного допущения.) Пусть x(t) — какое-либо решение уравнения (1). Введем функцию
[image: image2524.png]0
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представляющую собой математический аналог полной энер​гии осциллятора. Тогда
                 [image: image2525.png]dE
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     (2)
(последнее равенство вытекает из уравнения (1), а нера​венство — из свойств функции g). Значит, функция [image: image2526.png]


 убывающая (хотя бы в слабом смысле), а так как [image: image2527.png]E@ =0,



 то E(t)  имеет конечный предел при [image: image2528.png]


 Но тогда по нашему допущению [image: image2529.png]dE/dt = O



 при [image: image2530.png]


 Отсюда из выражения (2) получаем, что и [image: image2531.png]


в этом процессе.
Значит, по нашему допущению и [image: image2532.png]dx/dtt = 0



 при [image: image2533.png]


 Но тогда из уравнения (1) получаем, что[image: image2534.png]f{xy=+0,



а потому и х → 0 при [image: image2535.png]


, что и требовалось доказать. Как видим, в процессе доказательства мы нигде не пользовались ни точным, ни приближенным выражением для решения х(t)  .
     Аналитические методы направлены в основном на пос​троение точных или асимптотических формул для решений и изучение свойств решений с помощью этих формул. Точные формулы могут либо охватывать совокупность всех решений заданного дифференциального уравнения (тогда говорят о его общем решении), либо представлять отдельные, частные решения, удовлетворяющие определенным свойст​вам: удовлетворяющие заданным начальным или гранич​ным условиям, стационарные, периодические, автомодель​ные (п. 3.7) и т. д. Так, для уравнения (1 п. 3.7.2) вынужденных колебаний мы искали частное решение вида (2 п. 3.7.2) — наибо​лее интересное решение, описывающее единственное в дан​ных условиях установившееся движение.
     Решение, построенное аналитически, может иметь вид либо конечной формулы, либо суммы бесконечного ряда, либо интеграла. Такая форма решения может оказаться особенно полезной, если задача содержит параметры и нас интересует зависимость решения от них, либо если требуется выяснить поведение решения, когда время или координаты стремятся к бесконечности (и потому применение численных методов не очень удобно). В последнем случае, а также если параметры задачи стремятся к нулю, либо к бесконечности, от точных формул обычно переходят к асимптотическим формулам, дающим приближенное предоставление решения (говорят также — дающим асимптотическое решение), справедливое с точностью до членов, малых по сравнению с выписанными. Впрочем, асимптотические формулы чаще получают не из формул для точного решения, а с помощью действий над исходным уравнением (см. последний пример п. 3.7.3, а также п. 3.7.2).
     Приведем простой пример исследования точного решения. Из соотношений (1 п. 3.7.2) и (2 п. 3.7.2) вытекает формула для амплитуды вынужденных гармонических колебаний:
                  [image: image2536.png]18] = A . 4 :
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        (3) 
Пусть параметры [image: image2537.png]A k,m, f



 фиксированы, а ω произвольно. При каком значении ω эта амплитуда максимальна, т. е. на какой частоте осциллятор возбуждается сильнее всего? Для ответа вычислим производную
[image: image2538.png]d |B{
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Мы видим,  что если трение велико, точнее,  если [image: image2539.png]


[image: image2540.png]> VY2 km,



 то [image: image2541.png]d|Bl/dw <0



 при всех [image: image2542.png]


 и потому максимум |В| достигается при [image: image2543.png]


 т. е. при статическом воздействии. Если же[image: image2544.png]/<ﬁkm,



то при росте ω, начиная с [image: image2545.png]


 значение |В|  сначала растет, достигает максимума («квазирезонанс») при [image: image2546.png]= Wy = Vhm ~ f/2/m,



 равного
[image: image2547.png]



В частности, при [image: image2548.png]


с помощью следствия из формулы Тейлора [image: image2549.png](+a)? =1
Ea+ o] <1y



 получаем асимптотические формулы
[image: image2550.png]- £ _ 2ma A ST
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(~ означает асимптотическое равенство). При [image: image2551.png]w -0



 и зафиксированных прочих параметрах из (3) получаем асим​птотическую формулу
[image: image2552.png]



а при [image: image2553.png]


 — асимптотическую формулу
[image: image2554.png]|8 ~
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Эти асимптотические формулы наглядно описывают за​висимость [image: image2555.png]{B| ()



 при близких к экстремальным значениях параметров.
    По поводу численных (приближенных) методов решения задач математического анализа мы уже говорили ранее — в частности, о грубом подразделении этих методов на непрерывные и дискретные. Отметим, что между этими двумя типами методов нет резкой грани. Так, непрерывные методы часто сопровождаются вычислением интегралов, ко​торое осуществляется с помощью перехода к узловым значениям участвующих функций. Подавляю​щее большинство современных численных методов ориен​тировано на применение ЭВМ.
Применение дискретного численного метода к решению дифференциального уравнения по существу означает, что из-за чисто вычислительных соображений мы заменяем ис​ходную непрерывную математическую модель на новую, дискретную.
    Отметим в заключение, что мы описывали здесь тра​диционные математические методы построения решений. Однако при решении прикладных математических задач эти традиционные методы могут сочетаться с действиями нема​тематического характера — физическими измерениями, на​блюдениями и т. п. Это относится не только к получению исходных параметров и зависимостей, но в некоторых слу​чаях и к промежуточным этапам исследования, если какие-либо из появляющихся величин и функций сравнительно несложно получить эмпирически, хотя в принципе их можно было бы найти и средствами математики.

3.8.3. Асимптотические разложения
    Асимптотические раз​ложения заданных и искомых функций широко распростра​нены при применении аналитических методов построения решения. Обычно это — разложения по целым (иногда це​лым и полуцелым) положительным или отрицательным степеням независимой переменной либо параметра, вхо​дящего в уравнение. Такие разложения используются как для вычисления значений решения, так и для исследова​ния его поведения; в частности, асимптотические форму​лы, о которых говорилось в п. 3.8.2, обычно получаются, если в асимптотическом разложении оставить 1 — 2 первых члена.
   Будем здесь рассматривать разложение решения по сте​пеням независимой переменной. При разложении вблизи конечного значения [image: image2556.png]


 по положительным степеням [image: image2557.png]


 часто применяются формула Тейлора или метод неопреде​ленных коэффициентов. Приведем простой пример: пусть мы хотим получить разложение решения задачи Коши
                              [image: image2558.png]dx
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                          (1)
по степеням t. Для этого воспользуемся формулой Тейлора
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                 (2) 
где индекс нуль означает подстановку значения[image: image2560.png]


Из начального условия и уравнения (1) имеем [image: image2561.png]
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Дифференцируя обе части уравнения (1) по t, получаем
[image: image2563.png]



откуда, подставляя значение t =0, находим последова​тельно
[image: image2564.png]a%
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Подставляя эти значения в формулу (2), приходим к разложению
                          [image: image2565.png]2 5
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                      (3)
При желании его нетрудно продолжить. Им удобно поль​зоваться при сравнительно малых [image: image2566.png]


 например, при [image: image2567.png]] < 0,1.



 При дальнейшем увеличении t уравнение надо решать численно с помощью какого-либо из дискретных методов. При некотором значении[image: image2568.png]


 происходит обострение решения — оно обращается в бесконечность. Это обнаруживается по переполнению ячеек памяти ЭВМ; чтобы найти значение Т, можно также, сделав в задаче (1) замену [image: image2569.png]x= 17y



 подсчитать, при каком зна​чении t функция y(t) перейдет через значение [image: image2570.png]



   Разложение (3) можно получить также по методу неопределенных коэффициентов. Для этого надо подставить выражение
[image: image2571.png]x=ay+ a+ a;t2 + a,t3+




в уравнение и начальное условие (1) и, раскрыв скобки, приравнять коэффициенты при одинаковых степенях t. Мы предоставляем читателю проделать соответствующие вы​числения.
Асимптотические разложения при [image: image2572.png]


 обычно  имеют вид
                    [image: image2573.png]X0~ g (ao+%+%+,“+



        (4)
где g — некоторая известная функция, а ряд, стоящий в скобках, вообще говоря, сходится асимптотически. Пос​леднее означает, что для каждого[image: image2574.png]n

w1, & ..



 при всех достаточно больших t имеет место неравенство
[image: image2575.png][r0-50 (@+3+5+.+% ) < T




(постоянная в правой части зависит от п). При этом не требуется, чтобы ряд был сходящимся в обычном смысле, а если он сходится, то чтобы его сумма, умноженная на [image: image2576.png]


 равнялась x(t); поэтому в формуле (4) применен не знак «=», а знак «~» (который, правда, в математическом анализе применяется и в другом смысле). Тем не менее, оставляя у ряда лишь конечное число первых членов, мы получаем асимптотические формулы для x(t), тем более точные при больших t, чем больше членов взято. На прак​тике обычно принимают, что погрешность получающейся приближенной формулы близка к первому из отброшенных членов ряда, хотя теоретически это не всегда так.
       Приведем в качестве примера асимптотическое разло​жение так называемой функции ошибок:
[image: image2577.png]2 f "zds-l—-—z;[-je”zds,
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появляющейся во многих приложениях математики. Для этого проведем интегрирование по частям:
[image: image2578.png]



откуда[image: image2579.png]



Повторение этой процедуры, которое мы предоставляем читателю, приводит к равенствам:
       [image: image2580.png]


 (5) 
С помощью правила Лопиталя нетрудно проверить, что последнее слагаемое внутри скобок при [image: image2581.png]X ~» 00



 имеет порядок очередной отрицательной степени х; например,
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Таким образом, в пределе из (5) получается асимптотиче​ское разложение
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   (6)
Применяя признак Даламбера сходимости рядов, легко про​верить, что полученный ряд расходится для всех х. Однако это не мешает применению формулы (6) как для полу​чения асимптотических формул для erf x (например,
[image: image2584.png]R T
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так и для вычисления значений этой функции. Отметим, кстати, что, как это следует из равенств (5), обрывая ряд в (6) все дальше и дальше, мы получаем в правой части значения попеременно то большие, то меньшие левой части. Например, при х=2,5 частичные суммы ряда последова​тельно равны 0,4; 0,368; 0,37568; 0,372608; 0,3743283; 0,3730897; 0,3741796; 0,3730462; 0,3744062... Мы видим, что эти суммы сначала как бы сходятся, но потом разбалты​ваются, и чем дальше, тем разбалтывание сильнее. Для последовательных пар из приведенных значений наиболее близки друг к другу 6-е и 7-е; руководствуясь ими, получаем значение 0,3736 ± 0,006, что приводит к результату
[image: image2585.png]= - —d oSt =
erf2,5=1 TiE & 0,3736 = 0,999837




с погрешностью, меньшей единицы последнего разряда.
    Приведем еще один полезный пример. Пусть нас инте​ресует ненулевое решение линейного дифференциального уравнения
                                [image: image2586.png]


                                (7)
ограниченное при [image: image2587.png]


Записав разложение при[image: image2588.png]1=0




[image: image2589.png]



можно с помощью метода неопределенных коэффициентов построить разложения двух линейно независимых решений уравнения (7):
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             (8)
что мы предоставляем сделать читателю. Общее решение уравнения (7) имеет вид
                                   [image: image2591.png]x=Cux (1) + Co%, (),



                               (9)
где [image: image2592.png]C, G



— произвольные постоянные. С другой стороны, из разложения при [image: image2593.png]



                 [image: image2594.png]1+



            (10)
мы видим, что при больших t уравнение (7) близко к уравнению 

                                                   [image: image2595.png]e
ar o




которое имеет линейно независимые решения [image: image2596.png]


Это дает основание для того, чтобы искать асимптотическое разложение решения, ограниченного при  [image: image2597.png]


в форме

[image: image2598.png]



Подстановка этого разложения в уравнение (10) с учетом формулы (10) и приравнивание коэффициентов при одина​ковых степенях t приводит к разложению искомого решения (проверьте!)
                  [image: image2599.png]o 103 13 145
(0 = a (] B W




        (11)
Коэффициент а0 остался произвольным, и так как реше​ние определено с точностью до произвольного постоянно​го множителя, будем считать,  что [image: image2600.png]g = L.



 Отметим,  что полученный ряд сходится к решению лишь асимптотически, так что более правильно в (11) писать знак ~.
    Построенному решению х(t) соответствуют вполне опре​деленные значения C1 и С2 в формуле (9), т. е. вполне определенное асимптотическое разложение при t=0. Та​ким образом, возникает задача «склеивания» («сшивания») асимптотических разложений при [image: image2601.png]


 Задача склеивания иногда решается точно, однако чаще, как и в данном случае, ее приходится решать с помощью числен​ного интегрирования. Для этого можно, исходя из раз​ложений (8) и (11) и численно интегрируя урав​нение (7), продолжать решения [image: image2602.png]x1(0) 1 x(8)



 в поло​жительном направлении, а х(t)  — в отрицательном нап​равлении оси t, пока все они не попадут на общий интер​вал оси t. После этого найти коэффициенты C1, С2 не составляет труда.

3.8.4. Интегральные представления решений
     Здесь мы опи​шем некоторые методы интегрального представления ре​шений, специфические для линейных моделей. Напомним, что линейную модель можно трактовать как оператор, преобразующий входы в выходы, для которого справедлив прицип суперпозиции. Рассматриваемые методы дают возможность, зная выходы для того или иного доста​точно полного стандартного набора входов простого вида, получить формулу для выхода при произвольном входе. Эти методы широко применяются для построения и исследования решений.
   Остановимся сначала на методе применения так называ​емых функций Грина. Его общая схема такова. Будем для определенности считать, что входами служат функ​ции f(x), заданные на фиксированном интервале [image: image2603.png]a%

X % 0,

v



 а выходами — функции того же или другого аргумента, тоже заданные на некотором фиксированном интервале, или даже просто числа. Пусть входом служит сдвинутая дельта-функция, [image: image2604.png]d(x—E),



  где[image: image2605.png]a< g <o

M



 обозначим соответствующий выход [image: image2606.png]


 — это и есть функция Грина в рассматриваемой задаче. Тогда, представив про​извольный вход f(x) как результат наложения беско​нечно малых слагаемых [image: image2607.png]i) deld (s -2



(см. формулу Д. 15)) и применяя принцип суперпозиции, получаем соот​ветствующий выход:
[image: image2608.png]fovmas




     Рассмотрим в качестве примера задачу (3 п.3.4.2), в которой д(х) является входом, а у(х) — выходом, причем обе функ​ции определены при [image: image2609.png]as X<



 Соответствующая функция Грина является решением краевой задачи
                         [image: image2610.png]” (515‘3’-) =3(x—%) (@asxsbh),

&y

py] =0 (x=a,b),

y=0,



         (1)
таким образом, это функция двух переменных х и ξ, т. е. 
[image: image2611.png]G=G(x &)




Говорят также, что это функция двух точек: тонки воздействия ξ (в которой прилагается единичная нагрузка) и точки наблюдения х (в которой измеряется прогиб). Поэтому функцию Грина называют также функцией влияния: она описывает, как влияет нагрузка, приложенная к какой-либо точке стержня, на его прогиб в любой дру​гой точке.
Применяя свойства дельта-функции, можем переписать задачу (1) в «обычных» терминах:
[image: image2612.png]P )=0 (@sx<E E<xsd),




[image: image2613.png]


                                                            (2)
[image: image2614.png]dy

a4y £y &y
Vhemts = $hemges ax
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[image: image2615.png]



   Будем считать для простоты, что [image: image2616.png]Ef = const.



 Тогда после простого преобразования переменных можно счи​тать, что все они безразмерные, причем [image: image2617.png]


 Решая при таких условиях задачу (2), получаем (про​верьте!)
               [image: image2618.png]e x (8 - b) (B2 — 265 + £)/68 (0 < x<E),
E(x~8) (- 2x+ )66 (E<x%b)



    (3) 
Это и есть выражение для функции Грина в данной задаче. Таким образом, ее решение имеет вид
[image: image2619.png]y(x>-éib[§§(x—b>(f—be+§’>a(z>da+

+}x(§—b)(§’—2bg+f)q(i)di].




   Отметим важное свойство функции Грина, которое сразу следует из формулы (3): [image: image2620.png]G(x; &)= G(E; x);



это закон взаимности. В самом деле, пусть [image: image2621.png]Ospg=bd



Тогда при вычислении [image: image2622.png]aip; @



 надо пользоваться первой строкой формулы (3), положив [image: image2623.png]


 а  при  вычислении [image: image2624.png]Glg, p



 надо пользоваться второй строкой, положив [image: image2625.png]


[image: image2626.png]


 что приведет к тому же результату (проверьте!).
    Оказывается, что закон взаимности является следствием консервативности  рассматриваемой системы, т. е. на​личием у нее потенциальной энергии. В самом деле, пусть к некоторой точке р приложена сила, непрерывно возраста​ющая от 0 до Р. Тогда прогиб в этой точке возрастает по линейному закону от 0 до [image: image2627.png]PG(p, p),



 а потому сила совершает работу [image: image2628.png]5 PG . p).



 Оставим эту силу без изменения и приложим в точке q еще одну силу, возрастающую от 0 до Q. Тогда эта сила совершит работу  [image: image2629.png]I
530G 9)



 а первая — работу [image: image2630.png]POG(p, @.



 (Здесь используется предположение о линейности системы, в силу которого добавочный прогиб при приложении силы не зависит от уже имеющегося прогиба.) В итоге стержень накопит потенциальную энергию
[image: image2631.png]$ PG (. p) +30°6 4, 9) + POG (p, ).




     Если же сначала возрастает вторая сила, а потом первая, то потенциальная энергия получается равной
[image: image2632.png]506 (0.9 +3 PG (2, ) + QPG (4. ).




Но так как итоговые положения стержня в обоих случаях одинаковы, то эти два выражения должны быть равными. Поэтому [image: image2633.png]Gp,o=0G{qgp)




   Аналогичное построение для задачи мы предостав​ляем читателю, а здесь приведем только окончательный результат, функция Грина (при решении задачи Коши она называется также функцией Коши) для этой задачи имеет вид
[image: image2634.png]0 (0<s<E),

G =
Msmmn(t-g) << oy




это — реакция осциллятора на единичный импульс (тол​чок), подействовавший в момент [image: image2635.png]


 Поэтому решение задачи таково:
[image: image2636.png]x(t)=ﬁfsinwo(l-§)i‘(§)d§ (O<1<o),
1]




Приведем теперь интегральное представление другого типа на примере задачи для одномерного уравнения теплоп​роводности:
[image: image2637.png]*®

I8
E=aa—x’ 0<x<o, 0€1<w®),

Blmo=0 (O€x<®), Blu=0°() (0€1<w).




Если заданный закон [image: image2638.png]80
o



 изменения температуры на конце стержня считать входом, а решение [image: image2639.png]8(x, 0



— выходом, то мы получаем линейную систему.
   Нетрудно непосредственно убедиться (попробуйте!) в том, что входу [image: image2640.png]eD
"=
1



 отвечает решение
[image: image2641.png]O(x =1 - ez,




где erf — функция   ошибок   (п. 2).   Чтобы   перейти   к произвольному входу [image: image2642.png]e°
o,



  представим его, как показа​но на рис. 1, в виде суммы ступенек — одной конечной с уравнением [image: image2643.png]=0 (OH (5



 и остальных бесконечно ма​лых с уравнением общего вида[image: image2644.png]O =d0" (1) H({~7),



 где Н — единичная функция Хевисайда (см. Дополнение,   п. 2).
[image: image2645.png]o)





Рис. 1

 Другими словами, мы как бы считаем, что происходит непрерывное подключе​ние бесконечно малых постоянных входов. Так как каждый такой вход порождает решение
[image: image2646.png]o= 0 (0=st<),
Tl ek t-1) (181< @),




то,  проводя суммирование с учетом равенства [image: image2647.png]a8’ (1) =



[image: image2648.png]= 9% (1) dv



 и учитывая вклад от конечной ступеньки, полу​чаем формулу для решения:
[image: image2649.png]8(x,=0"(0)O(x,0) + f 6 (1) ® (x, £ ~ )dT.
0




   Решение, полученное с помощью такого разложения входов на ступеньки, иногда называют интегралом Дюамеля.
3.8.5. Автомодельные решения
    Автомодельные («самопо​добные») решения играют важную роль при изучении мате​матических моделей сплошных сред, а построение и приме​нение таких решений лежит в основе ряда аналитических методов. Рассмотрим в качестве примера уравнение тепло​проводности для однородного стержня
                        [image: image2650.png]7o
XZ

(B<t< o, ~0<x<®)
&

®_
=a



       (1)
и поставим цель найти такое решение, график которого, изображенный при фиксированном[image: image2651.png]


с изменением t растягивается или сжимается в определенное число раз к каждой из осей [image: image2652.png]


 Другими словами, при изменении t можно не перестраивать этот график, а только менять единицы масштаба вдоль указанных осей. Такое решение и называется автомодельным; оно должно иметь вид
                        [image: image2653.png]9,(x,t)sk,f(%), 0<t<®,



                        (2)
где f — безразмерная функция безразмерного аргумента, а все размерности включены в коэффициенты растяжения lt (по оси х) и kt (по оси в), зависящие только от t Так как стержень считается бесконечным, а потери тепла через его поверхность уравнением (1) не учитываются, то естест​венно поставить требование, чтобы общее количество тепла в стержне оставалось постоянным:
                         [image: image2654.png]cpS [6,(x, ) dx = const, 0 << w,



       (3)
где с — удельная теплоемкость, ρ — плотность и S — площадь поперечного сечения стержня. Из этого условия вытекает,  что коэффициенты lt и kt должны быть обратно пропорциональными (почему?), [image: image2655.png]k=70,



где[image: image2656.png]C = const.




    Так как отношение [image: image2657.png]x/1l



 должно быть безразмерным, а в силу уравнения (2) размерности величин удовлетворяют соотношению
[image: image2658.png]L} 191
W ll > re [xF = o],




то lt с точностью до несущественного числового множителя (его можно включить в f) должно равняться [image: image2659.png]Yat.



Таким образом, в силу (2) получаем
[image: image2660.png]C. x C
=B = mr® =g




Чтобы найти функцию f, вычислим производные
[image: image2661.png]B rm-Sre——
i 2‘/;.,/(E) ,,Z,Tf(E)zm,
# _C .1 & C .1
Pl AN et - TR O




и подставим их в уравнение (1). После простых преобра​зований, которые мы предоставляем читателю, получается дифференциальное уравнение для функции  f:
                        [image: image2662.png]YR HE G+ /() =0



                            (4)
Таким образом, мы перешли от уравнения с частными производными к обыкновенному дифференциальному урав​нению.
    Замечательно, что уравнение (4) можно проинтег​рировать точно:
[image: image2663.png]»_22 12

r®=ce ™
)=Ce ' +Cet fe s




где [image: image2664.png]C,L G



— произвольные постоянные. Ограничиваясь первым слагаемым (второе имеет более сложный физический смысл), получаем искомое решение:
                                   [image: image2665.png]C
8,2, 1) = g €77/ 00,



                           (5)
Постоянную С подберем так, чтобы общее количество тепла в стержне равнялось некоторому заданному значению Q. Исходя из известного интеграла[image: image2666.png]_j;e"z dr= Vi



и формулы  (3), имеем
        [image: image2667.png]f C i g = Wan =
anpsf-ﬁ—?e dx = (x

El!

} Vat dr = cpS-2CVE.



    (6)
Найдя отсюда С и подставив в (2), получаем окончательно
                                   [image: image2668.png]B (5, ) = g .



                 (7)
    Примерные графики этого решения при малом, «сред​нем» и большом t показаны на рис. 1 (соответственно линии 1, 2 и 3). 
[image: image2669.jpg]



Рис.1
Так как оно при[image: image2670.png]|x] » =



очень быстро стремится к нулю, а площадь под графиком все время остается равной [image: image2671.png]Q/(cpS),



 то
[image: image2672.png]Q
600 == 230,




где δ — дельта-функция. Таким образом, найденное ре​шение описывает эволюцию распределения температуры в стержне, если в момент t=0 при х=0 на бесконечно малом интервале сосредоточено тепло в количестве Q, а остальная часть стержня   имеет    нулевую    температуру.
    Из    формулы    (7) вытекает   ряд  следствий. Так,   вычисления   (6)
подтверждают   сделанное    выше допущение о сохранении  количества  тепла в стержне. Из равенства [image: image2673.png]


 вытекает, что любая конечная порция тепла «размывается» со ско​ростью, пропорциональной [image: image2674.png](1) = /WS,



 т. е. с ростом t эта скорость падает. Впрочем, из той же формулы (7) следует и парадоксальный вывод о формально бесконечной скорости распространения тепла, упомянутый ранее.
    В качестве еще одного следствия из формулы (7) получим так называемую формулу Пуассона для решения уравнения (1) при заданном начальном условии:
[image: image2675.png]—w g w,




Здесь рассуждение аналогично тому, как применялась функ​ция Грина в п. 3.8.4.. Начальное распределение тепла можно рассматривать как результат наложения его бесконечно малых порций [image: image2676.png]dQ = (cpSdt) 8, (E)



 на интервалах длины [image: image2677.png]dE.




   В силу однородности стержня каждой такой порции отвечает закон эволюции температуры по формуле
[image: image2678.png]TS R - VP R R
BB = v ot AR O3




     Теперь, пользуясь линейностью уравнения (1), при​меняем суперпозицию полученных бесконечно малых сла​гаемых, что дает требуемый результат:
[image: image2679.png]0 (0 = 5] V0, B

(~o<x<o 0<r< @),




    В других задачах понятие автомодельного решения вво​дится сходным образом. И смысл его аналогичен — оно обычно описывает эволюцию некоторой сингулярности, сос​редоточенной в начальный момент в одной точке. Постро​ение такого решения сводится к решению обыкновенного дифференциального уравнения; однако далеко не всегда это построение удается осуществить в виде точной формулы и тогда приходится прибегать к численному решению. Из конкретного вида автомодельного решения можно вывести многие полезные следствия, даже порой для нелинейных уравнений с частными производными, которые в целом существенно сложнее, чем линейные; однако, к сожалению, такими решениями обладают далеко не все уравнения с частными производными, существенные для приложений.
3.8.6. Решения типа бегущих и стоячих волн
    Поясним оба понятия на примере уравнения продольных упругих коле​баний прямоугольного стержня при линейном законе упру​гости (см. Добавление, п. 1б)
                                             [image: image2680.png]


                                     (1)
Решением типа бегущей волны называется решение вида
                                          [image: image2681.png]u=f(x—ch



                                     (2)
где f — какая-либо функция одного аргумента, вместо которого подставлено выражение [image: image2682.png]X = ¢, ¢ = COnsi.



 Нетрудно понять смысл такого решения. Ведь при фиксированном значении t график функции [image: image2683.png]


 получается из графика [image: image2684.png]u=f{x)



 с помощью параллельного переноса в положительном направлении оси х на ct (если ct < 0, то направление переноса отрицательно). Пусть теперь t меня​ется непрерывно, как это и происходит на самом деле. Тогда мы видим, что график зависимости (2) и от х, не меняя своей формы, перемещается как жесткий шаблон вдоль оси х, причем в момент t перемещение равно ct, т. е. с есть скорость перемещения графика. Таким образом, бегущая волна прохоцит вдоль по стержню, не меняя своей формы, с постоянной скоростью с.
    Чтобы найти такие решения, подставим выражение (2) в уравнение (1). При этом надо пользоваться правилом вычисления производной сложной функции: на​пример,    если [image: image2685.png]


 то [image: image2686.png]we=fFf{(E)E =



[image: image2687.png]=f{(x -cf) (- c);



 здесь f' — это производная функций f по ее единственному аргументу. Аналогично получаем [image: image2688.png]


[image: image2689.png]= o~ ey (= oY, uy= fx - ety VP



и   подстановка   в (1) дает
[image: image2690.png]Cf'(x—c)=af'(x~ch), T.e (F-a)f(x—ch=0.




Так как равенство [image: image2691.png]' ) =90



 приводит к неинтересному решению [image: image2692.png]f(8) = AE + B (A, B = const),



    то
[image: image2693.png]F-a=0, re o,=z%a,




тогда как функция f остается произвольной. Итак, вдоль стержня могут проходить бегущие волны любой формы в обоих направлениях со скоростью а. Заодно мы выясни​ли смысл параметра а, введенного в п. 3.8.2. Добавления формально: оказалось, что это — скорость распространения волн вдоль стержня, другими словами — скорость звука в стержне.
   Tак как уравнение (1) линейное однородное, то сумма его решений всегда является решением того же уравнения. Поэтому сумма
                              [image: image2694.png]u=f{x—ay + f{x+ al)



                        (3)
волн, бегущих в положительном и отрицательном на​правлениях, является решением уравнения (1). Ока​зывается, что в таком виде, подобрав функции f1 и f2, можно представить любое решение этого уравнения, т. е. формула  (3) дает общее решение уравнения  (1).
   Иной характер имеют бегущие волны для телеграфного уравнения в варианте (Д.9) (см. Добавление, п. 1в). Подста​новка [image: image2695.png]


 приводит к уравнению для f:
[image: image2696.png]v
(@ -+ k=0




При k > 0 этому уравнению удовлетворяет уже не любая функция f. Именно если[image: image2697.png]le} < a,



то решение имеет вид
[image: image2698.png]fln)=f@)=
P L = Asin |—eeme (x -
=Asm[m§+xp] A‘““[‘/;z__cz'(x cf) + 9|,




где А и φ — произвольные постоянные. Для | с| > а решение имеет вид суммы двух экспонент и безгранично возрастает по модулю при [image: image2699.png]


 или при [image: image2700.png]E~>— o,



что не подходит по смыслу задачи. Таким образом, бегущие волны имеют форму синусоиды, причем волна, бегущая со скоростью с, имеет длину[image: image2701.png]



(Фактически волна, бегущая вдоль линии, затухает из-за множителя [image: image2702.png]


 в формуле (Д.8).)
   Мы видим, что линия пропускает только волны, длина которых находится в интервале [image: image2703.png]O0<i<2n/k,



 причем волна с длиной λ распространяется с «фазовой скоростью»
[image: image2704.png]



меньшей, чем «групповая скорость» а распространения сиг​нала вдоль линии. Зависимость фазовой скорости от длины волны (или от частоты [image: image2705.png]w = ke/Vat ~ &)



 приводит к искажению формы сигнала общего вида, получающегося при наложении гармонических колебаний при его прохождении вдоль по линии. Исключение составляют «линии без иска​жения», для которых k = 0, т. е. [image: image2706.png]R/L=G/C



 (см. Д.10)), а потому с не зависит от λ и искажения не происходит.
    Для других уравнений с частными производными не всегда удается найти решения типа бегущей волны и тем более построить с помощью таких волн общее решение. Тем не менее, когда такие волны удается найти, они могут дать весьма полезную информацию о характере изучаемого про​цесса. Отметим, что иногда бегущие волны ищутся в более общем виде [image: image2707.png]=@ ) f(x—cl)



 или [image: image2708.png]Y {x)f(x~ ci);




 это
означает, что волна в процессе своего развития меняет амплитуду в зависимости от времени или от геометрической координаты.
   Решением типа стоячей волны называется решение вида
                                              [image: image2709.png]u=@ @)y x).



                              (4)
Смысл такого решения также легко уяснить. Если известен график функции[image: image2710.png]P (x)



 (моды колебаний), то в каждый момент t график зависимости и от х получается из него растяжением вдоль оси u. Коэффициент растяжения [image: image2711.png]¢ (N



 меняется во времени, но точки, в которых [image: image2712.png]Pp(x)y=10



 («узлы»), все время остаются на месте, а в точках экстремума функции ψ (это «пучности») зависимость и от х все время имеет экстремумы.
     Для нахождения стоячих волн подставим выражение (4) в (1). Получим
         [image: image2713.png]POV = e OV, me TLYO
TN



        (5)
Однако переменные t, x независимы, поэтому последнее равенство может иметь место, только если оба частных равны постоянной. Далее мы увидим, что она должна быть отрица​тельной, поэтому обозначим ее -λ. Отсюда получаем два обыкновенных дифференциальных уравнения:
[image: image2714.png]V) + AP R) =0, ¢() +ahp (f) = 0;




как говорят, мы произвели разделение переменных. Из первого уравнения получаем
[image: image2715.png]W (x) = C; cos VAx + C; sin Vhx = 4, sin (VEx + a),




а из второго [image: image2716.png]¢ (1) = A, sin (aVA1 + B).



 Обозначив[image: image2717.png]



приходим к общему виду решения уравнения (1) типа стоячей волны:
                    [image: image2718.png]« = Asin (YXx + &) sin (a VAt + B),



                   (6)
где параметры [image: image2719.png]Ar(0,0,p



остаются произвольными.
     Мы предоставляем читателю проверить, что если частные в равенстве (5) положительны, то временной множитель [image: image2720.png]


 при [image: image2721.png]


 стремится либо к бесконечности либо к нулю.
     Оба эти варианта противоречат закону сохранения полной энергии рассматриваемой колебательной системы.
     С помощью суперпозиции решений вида (6) оказыва​ется возможным построить общее решение уравнения (1). Для этого, если стержень конечный, применяются суммы по дискретным значениям λ аналогично тому, как ранее было построено решение уравнения теплопроводности, а для бесконечного стержня применяются интегралы по λ. И для других линейных уравнений с частными производными, когда удается провести разделение переменных, обычно бывает возможно с помощью стоячих волн построить ре​шение при заданных добавочных условиях в виде суммы ряда или интеграла. Для нелинейных уравнений попытки постро​ения частных решений типа стоячей волны также могут оказаться полезными.
3.8.7. Фазовый портрет
    Если математическая модель эво​люции некоторой реальной системы имеет вид автономной системы дифференциальных уравнений
                                       [image: image2722.png]dx
= = f1 (51 Xapeers )y

=2 =, (R 32,

— = fu (%, X2



                      (1)
(автономность означает, что в правые части не входит независимая переменная t), то для наглядного представления всех способов эволюции, т. е. множества всех решений, оказывается полезным фазовый портрет этой системы. Оста​новимся сначала на случае п = 2, когда система уравнений имеет вид
                           [image: image2723.png]dx; dry
d—,‘ =f0Gnm), = %),



              (2)
причем будем считать функции[image: image2724.png]fis fa



непрерывными и обеспечивающими единственность решения задачи Коши для системы (2).
   Будем истолковывать [image: image2725.png]


 как декартовы координаты на плоскости, обозначим [image: image2726.png]€L 6



 единичные векторы по соответствующим осям и введем   обозначения [image: image2727.png]X&) T X8y



 (это     радиус-вектор), [image: image2728.png]fTH(=1f(x, ) =/fi(x, xp)& +



[image: image2729.png]+ f1 (%1, %) €.



 Тогда систему (2) можно переписать в векторном виде
                                                               [image: image2730.png]=

f (o).



                               (3)
Истолковывая t как время, мы видим, что [image: image2731.png]


 есть скорость точки с радиус-вектором r. Таким образом, уравнение (3), а потому и  система  (2)  задает на  плоскости [image: image2732.png]Xy, X,



 (фазовой плоскости)  стационарное поле скоростей.   Его можно рассматривать для наглядности как поле скоростей плоского стационарного потока жидкости или лучше газа, так как с жидкостью обычно связывается свойство несжима​емости, которое здесь не требуется
      При такой трактовке каждое частное решение системы (2) описывает закон движения какой-либо частицы газа. Каждому такому закону соответствует определенная траек​тория, т. е. линия, которую описывает частица в процессе движения. Обратно, каждой возможной траектории отвечает бесконечное число законов движения, различающихся лишь сдвигом во времени (ту же траекторию частица может проходить позже или раньше).
    Задача Коши для системы (2) сводится к выяснению закона движения частицы, проходящей в заданный момент через заданную точку плоскости. В силу предположения о единственности решения этой задачи две различные трае​ктории не могут иметь общих точек, т. е. вся фазовая плоскость как бы расслаивается на траектории.
     Имеются три основных вида фазовых траекторий: точки покоя, циклы и непериодические траектории. 
     Точкой покоя служит точка с координатами [image: image2733.png]0
Xi, X3y



 для которой постоянные функции [image: image2734.png]s =x, 00 =0



 образуют решение системы (2), т. е. для которой 
[image: image2735.png]L D) =0, L D=0




Такой точке отвечает состояние равновесия рассматривае​мой реальной системы. 
     Цикл (говорят также — периоди​ческая траектория, замкнутая траектория) отвечает непо​стоянному периодическому решению системы (2), он описывает периодический процесс в реальной системе. 
     Не​периодические траектории — все остальные. Они могут существенно различаться по своему асимптотическому пове​дению как при [image: image2736.png]


 так и при [image: image2737.png]1= —w




уходить на беско​нечность, стремиться к точке покоя, к циклу и т. д. Все эти способы поведения допускают реальное истолкование.
     Рассмотрим несколько примеров. Уравнению свободных колебаний маятника без затухания после перехода к безраз​мерному времени можно придать вид 
[image: image2738.png]i‘l’+sin¢=0‘

ar




Чтобы перейти к системе уравнений вида (2), обозначим [image: image2739.png]de/dt



 буквой ψ; тогда получим систему
                                 [image: image2740.png]


                        (4)
Соответствующий фазовый портрет (совокупность всех траекторий на фазовой плоскости) показан на рис. 1,a. 
[image: image2741.png]



Рис. 1
Он периодичен по φ с периодом [image: image2742.png]2n,



 так что достаточно огра​ничиться картиной между двумя штриховыми линиями, считая эти линии отождествленными, т. е. как бы свернув эту полосу в трубку. Другими словами, фазовым многооб​разием (Добавление, п. 5) здесь служит не плоскость, а цилиндрическая поверхность. На этой поверхности система имеет две точки покоя: (0, 0), отвечающую нижнему поло​жению, и (π, 0), отвечающую верхнему положению ма​ятника. Траектории типа 1 — циклы, отвечающие либрационным движениям (т. е. покачиваниям) маятника отно​сительно нижнего, устойчивого положения равновесия. Тра​ектории типа 2 непериодические (если рассматривать их на полной плоскости), им отвечают ротационные движения маятника, т. е. его вращения вокруг точки подвеса с не​ограниченным возрастанием фазового угла φ. Любопытна траектория, обозначенная цифрой 3; соответствующий ре​жим отделяет либрационные движения от ротационных и состоит в асимптотическом стремлении маятника к верхнему положению равновесия при [image: image2743.png]


 Такой режим, очевидно, неустойчив.
    В качестве второго примера рассмотрим осредненное уравнение свободных колебаний маятника без затухания с часто колеблющейся точкой подвеса. После перехода к системе уравнений первого порядка и введения безразмерного времени этой системе можно при​дать вид
                      [image: image2744.png]~ (1 + kcos ) sin g,



               (5)
где [image: image2745.png]= g*w’/(2le) = const > 0,



Пока k < 1, фазовый портрет этой системы примерно такой же, как у (4). Но когда k, возрастая, переходит через значение k=1, бывшая неустойчивая точка покоя (π, 0) становится устойчивой и от нее отделяются две вновь появившиеся неустойчивые точки покоя [image: image2746.png]{3 B nip, )



. (Качественное изменение свойств объекта при переходе параметра через некоторое значение называется бифуркацией этого объекта (от латин​ского слова «бифуркус» — раздвоенный). В данном примере значение k = 1 — точка бифуркации системы (5).) Соответствующий фазовый портрет показан на рис. 1, б. Мы видим, что появились траектории типа 4, которым отвечают либрационные движения маятника относительно его верхнего положения. Траектория типа 3 исчезла, взамен нее появи​лись траектории, обозначенные цифрами 5 и 6, им соответ​ствует асимптотический переход маятника из одного не​устойчивого положения в другое.
    Рассмотрим,   наконец,   важный   формальный   пример системы
[image: image2747.png]dxy

dx;
= F=ntn-nE+ .

— 0 (4 + ), =t




Если перейти к полярным координатам в плоскости х1, х2 по формулам [image: image2748.png]=pCOS, ;=050



то после преобразований, которые мы предоставляем читателю, мы получим систему уравнений при [image: image2749.png]p>0




[image: image2750.png]



Из второго уравнения мы видим, что луч, идущий из начала координат через движущуюся точку [image: image2751.png](x1, X},



равномерно вращается с угловой скоростью 1. Первое же уравнение показывает,  что при  [image: image2752.png]O<p<lt



 (соответственно, [image: image2753.png]l<p<



[image: image2754.png]<)o



 возрастает (убывает) и при [image: image2755.png]


 стремится к 1. Кроме того, система имеет неустойчивую точку   покоя [image: image2756.png]


и цикл [image: image2757.png]


 Соответствующий фазовый портрет показан на
рис. 2: траектории типа 1 «скручиваются» с точки покоя и накручиваются на цикл 3 изнутри, тогда как траектории типа 2 «скручиваются с бесконечности» и накручиваются на тот же цикл извне. 
[image: image2758.png]



Рис. 2
Такой цикл, служащий пределом для незамкнутых траекторий, называется предельным циклом. В данном примере предельный цикл устойчивый — в том смысле, что траектории, проходящие через все близкие к нему точки, при [image: image2759.png]


 стремятся к этому циклу.
    Устойчивый предельный цикл описывает автоколебания изучаемой системы. Это периодический самоподдержива​ющийся процесс, который при любых достаточно малых возмущениях вновь восстанавли​вается по прошествии некоторого переходного этапа. Такой процесс возможен только в нелинейной си​стеме, способной к обмену энер​гией в обоих направлениях с внешними объектами. Автоколе​бания весьма распространены в природе и технике, от «шума мо​ря» в раковине до флаттера крыль​ев самолета.
   Понятие фазового портрета си​стемы (1) при любом п вводится                 аналогично, однако здесь фазовое пространство п-мерно и его «точками» служат наборы чисел [image: image2760.png]X1, X2y ooy Xp)s



 такое пространство обозначают [image: image2761.png]


(сравните с п. 5 Дополнения). Векторная запись системы (1) имеет тот же вид (3), где r — радиус-вектор в [image: image2762.png]


 поэтому и истолкования системы уравнений как поля скоростей, а решения — как закона движения точки сохраняются. Сохра​няется и представление о расслоении фазового пространства на траектории трех типов, хотя теперь фозовый портрет системы может оказаться существенно более сложным, чем при п = 2.
3.8.8. Обобщенные решения
    Если математическая модель сведена к задаче о решении некоторого уравнения, то мы обычно, формулируя это явно или нет, представляем себе, в каком классе математических объектов должно содержаться искомое решение. Например, если ищется число элементов некоторого множества (скажем, число присутствующих лю​дей), то решение должно быть целым неотрицательным числом; если ищется закон изменения тока в цепи, то решение после перехода к безразмерным величинам должно быть вещественной функцией вещественной переменной и т. п. Решив уравнение, мы проверяем, действительно ли найденное решение попало в требуемый класс объектов; если не попало, то такое решение чаще всего отбрасывается как не удовлетворяющее смыслу задачи.
      Однако не так уж редко бывает, что решение, не попав​шее в заранее установленный класс, может оказаться полез​ным и даже имеющим реальный смысл, хотя порой и не совсем тот, который первоначально подразумевался. Такие решения задачи естественно считать обобщенными и воз​можность их появления надо иметь в виду, анализируя, действительно ли полученное решение является полностью бессмысленным.
    Так, широко известен пример неправильного ответа «два землекопа и две трети» к школьной задаче из стихотворения С. Я. Маршака. Автор интерпретирует эти 2/3 как человека «без ног, без головы», и действительно при такой интерпре​тации ответ грубо ошибочен. Но может быть (условие задачи не приведено), речь шла о числе землекопов, необходимом для выполнения определенной работы за рабочий дечь? Тогда смысл решения, которое является обобщенным, со​стоит в том, что третий землекоп должен работать лишь 2/3 рабочего дня.
   Формулу (11п.3.8.3) можно считать определяющей обобщен​ное решение уравнения (7 п.3.8.3). В самом деле, мы искали решение в виде суммы ряда, но построенный ряд оказался расходящимся при всех t, т. е. не имеющим суммы. Конечно, можно было бы сказать, что полученное решение неприемле​мо и этим ограничиться. Но мы видели, что хотя формула (11п.3.8.3) и не дает решение в обычном смысле, но ее можно применить как для получения асимптотических формул, так и для приближенного вычисления значений «истинных» решений. В этом смысле можно в данном случае говорить об обобщенном решении.
    Важный пример обобщенных решений составляют ком​плексные решения линейных автономных дифференциаль​ных уравнений с вещественными коэффициентами в случа​ях, когда по постановке задачи эти решения должны быть вещественными. Применение комплексных решений в тео​рии колебаний и ее разнообразных приложениях к механике, электротехнике и т. д. столь распространено, что такие решения воспринимаются как вполне естественные — хотя, конечно, истинные значения колеблющихся физи​ческих величин вещественны.
   Причины этой распространенности чисто формальные, они связаны с уникальной простотой формулы для производной показательной функции:
[image: image2763.png]ey
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Это дает возможность весьма просто вычислять линейные дифференциальные выражения от такой функции, на​пример,
          [image: image2764.png]2 ¢
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 (1)
Аналогичные формулы имеют место при интегрировании экспоненты и при решении дифференциальных уравнений упомянутого выше типа с экспонентой в правой части. С другой стороны, при вычислении линейного дифференциаль​ного выражения L с вещественными коэффициентами от комплексной функции, действия над ее вещественной и мнимой частями производятся независимо друг от друга:
[image: image2765.png]Lix + )= L]+ x)




то есть
[image: image2766.png]L[Re x] = Re Lix), L{Im x] = Im LIx},




где под[image: image2767.png]Re (Im)



понимается вещественная (мнимая) часть.
Например,
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(если а, b, с вещественны), а правую часть уже можно вычислять с помощью формулы (1). Аналогичные правила справедливы при решении дифференциальных уравнений. Это дает возможность при решении таких уравнений и их систем заменять исходные гармонические и затухающие гармонические зависимости на экспоненты с комплексным показателем, а получив решение задачи, взять его вещест​венную часть в качестве окончательного ответа.
    Рассмотрим в качестве простого примера электрическую цепь, показанную на рис. 1, и пусть нас интересуют токи [image: image2769.png]N Fas



 установившиеся в цепи после переходного этапа. 
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Рис.1 

Уравнения для токов сразу следуют из теории электрических цепей:
[image: image2771.png]1
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причем постоянная в интеграле выбирается так, чтобы он имел нулевое среднее значение. Согласно сказанному выше заменим заданную функцию [image: image2772.png]A sin wf



на [image: image2773.png]A



для которой первая является мнимой частью; тогда уравнения для соот​ветствующих «комплексных то​ков» примут вид
                                [image: image2774.png]Ae™ = Ry (Ji+ 1) =
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              (2) 
Будем искать установившиеся токи   в   виде [image: image2775.png]


[image: image2776.png]/;



[image: image2777.png]


 Подстановка этих выра​жений в (2) после сокращения на [image: image2778.png]


приводит к урав​нениям[image: image2779.png]I
A=Ri(l+ )= Lol + R =z b




Отсюда легко найти
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и искомые токи
                          [image: image2781.png]jo=Im (Bhe™), = Im ("




                       (3)
С помощью формулы Эйлера   для [image: image2782.png]


нетрудно выразить[image: image2783.png]s h



 в «полностью вещественной» форме,  через [image: image2784.png]COs wf



 и [image: image2785.png]


 Однако в ряде отношений формулы (3) удобнее: например, мы сразу получаем, что амплитуда тока [image: image2786.png]


 равна
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и т. д. Поэтому ответ обычно предпочитают оставлять в форме (3) либо в форме комплексного обобщенного ре​шения.
   Еще один тип обобщенных решений возникает из-за отсутствия у построенного решения тех производных, кото​рые предполагались при выводе уравнения,— как говорят, из-за недостаточной гладкости решения. Рассмотрим, на​пример, одномерное волновое уравнение                 (1 п.3.8.6) и его общее решение в виде суммы прямой   и  обратной   волн   (3 п.3.8.6); здесь[image: image2788.png]LHnf,



— произвольные функции одного аргумента. При выводе уравнения (1 п.3.8.6) предполагалось, что функция [image: image2789.png]uix, D



 имеет производные второго порядка, так что, казалось бы,  от функций[image: image2790.png]


также надо требовать наличие
производных того же порядка. Но чтобы пользоваться фор​мулой                             (3 п.3.8.6), этого не требуется! Поэтому естественно счи​тать, что если это «условие гладкости» функций[image: image2791.png]


не выполнено, то формула                   (3 п.3.8.6) дает обобщенное решение уравнения (1 п.3.8.6). (Отметим, впрочем, что если производ​ные понимаются в смысле теории так называемых обобщен​ных функций, простейшим представителем которых являет​ся дельта-функция, то условие гладкости функции и в уравнении (1 п.3.8.6) отпадает. Но решение, понимаемое в смыс​ле теории обобщенных функций, все равно считается обоб​щенным.)
   Этот переход имеет общий характер. Если дифферен​циальное уравнение в предположении определенной глад​кости решений можно преобразовать к равносильной форме, а эта новая форма требует от решений меньшей гладкости, то естественно новые решения, не удовлетворяющие старым требованиям, считать обобщенными решениями исходного уравнения.

3.8.9. Выбор степени точности решения
      Система урав​нений, составляющая математическую модель реального объекта, обычно допускает различные методы решения, в результате применения которых само решение получается с большей или меньшей точностью. Бóльшая точность, как правило, требует большей, иногда существенно большей затраты труда, поэтому выбор метода решения составляет ответственный этап применения математики.
      Рассмотрим схему построения решения:
           реальный объект → математическая модель → решение.         (1)
Как мы говорили ранее, математическая модель имеет бóльшую или меньшую адекватность реальному объекту по изучаемым свойствам. В свою очередь, решение обладает определенной точностью по отношению к модели. Пра​вильность описания решением изучаемых свойств определя​ется обоими этими обстоятельствами.
   Чтобы проиллюстрировать их взаимодействие, приведем простую аналогию. Пусть две фабрики, Ф1 и Ф2 последова​тельно загрязняют воду: каждый килограмм чистой воды, проходя через Ф1 приобретает p1 кг загрязнений, а каждый килограмм уже загрязненной воды проходит через Ф2 иприобретает р2 кг загрязнений того же типа. Пусть обе фабрики принадлежат одному объединению, которое, за​трачивая ежегодно некоторые средства, может уменьшить значения [image: image2792.png]P P2



 тем сильнее, чем больше затраты. Пусть дирекция искренне хочет уменьшить загрязнение воды; как разумно распоряжаться средствами для этого? Заметим, что на 1 кг воды в итоге приходится
[image: image2793.png]=d+p)A+p) ~T=p+p+pp





кг загрязнений. Пусть (мы утрируем картину) сначала было [image: image2794.png]o=

0.2, p, =
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 тогда р=0,32. Пусть р1 уменьшить затруднительно, но при ежегодных затратах S руб. можно снизить р2 до 0,01. Тогда р снизится до 0,212, т. е. на 34%, что довольно существенно. Пусть, далее, при удвоении ежегодных затрат можно р2 снизить до 0,001. Тогда р снизится до 0,2012, т. е. добавочные 5 руб./год снизят загрязненность на 5%, что уже менее эффективно. Пусть, вновь удваивая затраты, мы можем снизить р2 до 10-4; тогда на каждые добавочные S руб./год придется снижение за​грязненности на 0,27 %, т. е. эти затраты практически не принесут никакой пользы. Здесь картина совершенно ясна: как бы мы ни старались уменьшить загрязненность от дея​тельности Ф2, даже доведя ее до нуля, мы не можем сделать итоговую загрязненность ниже той, которая получается от Ф1. Вместо того чтобы увеличивать очистные затраты на Ф2, надо сосредоточить внимание на Ф1, так как уже при р2=0,01 дальнейшее уменьшение р2 неэффективно, но любое уменьшение р1 сразу улучшит картину.
    Вернемся к схеме (1). Нам нужно, чтобы решение математической задачи правильно описывало свойства ре​ального объекта. Для этого надо повышать как адекватность математической модели, так и точность решения мате​матической задачи. Если математическая модель грубая, имеет низкую адекватность или если точность исходных данных неудовлетворительна, то никакое повышение точ​ности решения, привлечение сложных математических ме​тодов и вычислительных средств не могут сделать оконча​тельный результат достаточно надежным. Об этом необ​ходимо помнить, так как упомянутые методы и средства могут создать вредную иллюзию правильности, высокой точности окончательного результата и вводить в заблуж​дение как самого исполнителя, так и других людей: трудно примириться с тем, что значительные усилия и искусство, проявленные при решении математической задачи, могли оказаться практически бесплодными. Поэтому в подобных случаях центральную роль должны играть не столько все большее уточнение вычислительного метода (который, ко​нечно, не должен быть слишком грубым), сколько анализ и совершенствование математической модели.
     Иллюзия достоверности ответа может также создаваться лишними значащими цифрами в решении. Вклад в эту иллюзию вносят ЭВМ, которое обычно выдают решение с предусмотренным для них числом значащих цифр неза​висимо от грубости примененного вычислительного метода и тем более неадекватности математической модели. Напри​мер, если мы вздумаем вычислять длину земной орбиты при движении вокруг Солнца по грубой формуле [image: image2795.png]L =2nR,



 введя вместо R грубое значение 0,149 • 109 км, то ЭВМ выдаст значение[image: image2796.png]L= 0,936194611-10"



км, как будто ответ известен
с точностью до 1 км — что, конечно, не так: в действитель​ности уже третья цифра после запятой сомнительна. Поэто​му так важен контроль точности решения, о котором будет говориться ниже.
    В силу сказанного как в исходных данных, так и в ответах весьма желательно указывать их точность, если это возможно. Это можно делать в явной форме, например, [image: image2797.png]3,171 £ 0,013; 0,262507



 и т. п. Если таких наращиваний нет, то часто считается, что для результата вычисления (соответ​ственно измерения) погрешность не должна превышать еди​ницы (половины) последнего из выписанных разрядов. Впро​чем, допускается и небольшое превышение такой «нормы», если представляется, что это не будет иметь существенных последствий. При такой договоренности записи типа т =1800 т, вполне допустимые в качественных рассужде​ниях, для математической обработки нежелательны, так как они не дают уверенного представления о точ-ности; пред​почтительнее численное значение писать в виде 1,8∙103 или 1,800∙103. (Конечно, от приближенных числовых значений надо отличать точные, как числа 2 и π в формуле [image: image2798.png]


[image: image2799.png]


 или число 1000 в выражении «1 км = 1000 м» и т. п.)
    Приведем в заключение простой пример, показыва​ющий ненужность чрезмерной точности решения. Хорошо известна простая задача на максимум: из квадратного листа жести со стороной а надо, вырезав одинаковые квадратики по углам, согнуть пятистенную коробку в форме прямо​угольного параллепипеда наибольшего объема. Для этого, обозначив длину стороны квадратиков буквой х, получим объем коробки
                                      [image: image2800.png]V= (@~ 20%,



                               (2)
откуда легко находим, что [image: image2801.png]Vo = 28°/27



достигается при
[image: image2802.png]x=a/6=0,1667a



 Какая точность в этом ответе разумна? Простой подсчет показывает, что при [image: image2803.png]0,15a < x < 0,185



 значение V отличается от [image: image2804.png]


менее чем на 1 %. А так как отклонения реальных значений V от значений (2) из-за несовершенства изготовления вряд ли будут меньшими, то и высокая точность в значении х (скажем, выше 10%) в данном примере излишняя.

3.8.10. Выяснение точности решения
     Допустим, что мы выбрали систему уравнений, составляющую математическую модель изучаемого объекта, и построили приближенное решение этой системы. Оставляя вопрос об адекватности модели в стороне, поговорим о том, как выяснить точность полученного ответа как решения математической задачи.
    Вообще, причины, порождающие ошибку при приме​нении математической модели и проведении вычислений, можно грубо подразделить на: 1) ошибки, порожденные неадекватностью этой модели; 2) ошибки в исходных число​вых данных; 3) ошибки вычислительного метода; 4) ошибки округлений в процессе вычислений. Как было сказано, сей​час мы отвлекаемся от первой причины.
   Чтобы оценить влияние ошибок в исходных числовых данных на решение, можно в соответствии со сведениями об этих ошибках по тому или иному правилу произвольно «пошатать» исходные данные и посмотреть, как это скажется на решении. Приведем простой пример: пусть надо вы​числить значение
[image: image2805.png]_ o’ - a
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где[image: image2806.png]a= 1,37, b= 206, c= 3,32, d= 0,27, e = 2,15



и
возможная погрешность достигает единицы в последней циф​ре. Для подобных простых примеров имеются свои специаль​ные правила определения погрешности, но мы не будем здесь ими пользоваться, а продемонстрируем метод «шатания». Непосредственное вычисление на микрокалькуляторе дает значение [image: image2807.png]


 но сразу ясно, что большинство цифр здесь сомнительны. Заменив наугад (это можно делать с помощью датчика случайных чисел) исходные данные на
[image: image2808.png]a =138 5 =205 c=331;d= 0,28 ¢ = 2,16,



 получаем
[image: image2809.png]q = 610,48981



. Другие попытки шатания исходных данных приводят к изменениям q того же порядка. Значит, ответ надо дать в виде:[image: image2810.png]q = 6,2-10°




    В связи со сказанным упомянем о полезном понятии чувствительности [image: image2811.png]Sy, x)



 функции у (х) при данном значении аргумента: это коэффициент пропорциональности между малыми относительными изменениями [image: image2812.png]dx/x



 аргумента и [image: image2813.png]dy/y



 функции, т. е. [image: image2814.png]dy/y = S (y, x) dx/x.



,  откуда
[image: image2815.png]S x)=
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Аналогично определяется чувствительность функции не​скольких переменных по каждой из них. Особенно просто выражается чувствительность для степенных функций: так, если [image: image2816.png]z=x/y,



 то, [image: image2817.png]Sz, x) =3, 8¢z, 9) =~ 2,




      Для оценки возможного влияния ошибок вычислитель​ного метода   наиболее убедительным является сравнение ответа с результатом решения той же задачи с помощью другого, независимого метода. Так, решение краевой задачи, полученное методом сеток, можно проверить, построив ее решение по методу Галеркина или методу конечных элемен​тов. Возможна также проверка решения в рамках одного метода. Например, результат, полученный методом сеток, можно проверить, уменьшив шаг сетки; результат приме​нения метода Галеркина можно проверить, изменив базис, и т. д. (Впрочем, для некоторых простых задач, например задачи Коши для обыкновенного дифференциального урав​нения, выдерживание заданной точности может осуществ​ляться автоматически с помощью стандартной программы на ЭВМ.) Если речь идет о решении серии однотипных задач, различающихся значениями параметров, то такой контроль полезно провести для нескольких наборов значений парамет​ров, достаточно убедительно представляющих полный диа​пазон их значений. Для некоторых таких наборов решение или его компоненты (амплитуда и т. п.) могут быть известны из каких-либо дополнительных соображений — например, из эксперимента; соответствие построенного решения этим сведениям также повышает доверие к нему.
   Что касается ошибок округления, то в эпоху ЭВМ они приобрели особую актуальность. Когда в длинных цепочках вычислений последующие выкладки все время опираются на результаты предыдущих, ошибки округления могут разра​статься до такой степени, что, начиная с некоторого момента, мы будем иметь дело в сущности с одними лишь ошиб​ками — как бы шум полностью заглушит мелодию.
Вот яркий пример такого эффекта. Пусть нам надо вычислить интеграл             [image: image2818.png]



При [image: image2819.png]


 Заметим, что при [image: image2820.png]Q<x<1



 имеем [image: image2821.png]X>X>x>.



 и потому
                                      [image: image2822.png]h>h>L>.>0



                            (1)
Кроме того, с помощью интегрирования по частям легко установить, что
                                [image: image2823.png]ey (n=1,2,3




              (2)
Поэтому, вычислив [image: image2824.png]fy=1~1/¢ = 0,6321206,



 можно с помощью  рекуррентной формулы (2) последовательно вы​числить [image: image2825.png]= il I =




Приведем результаты[image: image2826.png]


вычисления таким методом значений [image: image2827.png]
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При п>9 эти результаты явно ошибочны, так как противо​речат неравенствам (1).
    Причины ошибки легко понять: при вычислении [image: image2829.png]


 первоначальная погрешность округления f0 умножается на п!, а так как точное значение In, стремится к нулю при [image: image2830.png]


 то относительная погрешность стремительно возра​стает.
    Данные вычисления нетрудно перестроить так, чтобы погрешность не разрасталась, а уменьшалась. Для этого достаточно в соотношении (2) заменить п на п + 1 и переписать его в виде
[image: image2831.png]1
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Теперь можно вычислять In, переходя от бóльших значений п к меньшим, положив некоторое стартовое In просто равным нулю, причем при последовательных вычислениях влияние погрешности этого допущения и последующих округлений будет затухать. Так, положив [image: image2832.png]


 получаем значения
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Более точные вычисления дают значения
[image: image2834.png]"
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а в остальных результатах для [image: image2835.png]


 все выписанные цифры верны. Хорошо видно, как происходит приближение зна​чений [image: image2836.png]£)



к точным, и наоборот, удаление [image: image2837.png]


от них.
    Ошибки округления при решении дифференциальных уравнений дискретными методами могут создать парадок​сальную ситуацию: желая повысить точность результата, мы измельчаем шаги, но если применяемый метод выбран неудачно (неустойчив в вычислительном отношении), то из-за увеличения числа действий ошибки округления на​чинают сказываться сильнее и итоговая погрешность возра​стает. Часто такая неустойчивость обнаруживается сама, порождая быстро разрастающиеся осцилляции решения и даже переполнение ячеек, совершенно не согласующиеся с реальным смыслом задачи. В менее острых ситуациях влия​ние ошибок округления можно выяснить с помощью повтор​ного вычисления с удвоенной точностью, или с одной недо​стающей значащей цифрой, или с измененным шагом ин​тегрирования и т. д.

3.8.11. Особенности процесса решения содержательных задач
    Мы уже говорили, что при решении уравнений, составляющих математическую модель, за математически​ми  величинами все  время   скрываются    их   физические прототипы. Это дает возможность в процессе решения в необходимых случаях опираться на интуицию, применять наглядные и физические соображения. Однако слишком вольные отклонения от строгих математических рассуж​дений могут приводить к существенным ошибкам; поэтому логические пробелы и другие слабые места в рассуждениях должны ясно осознаваться. В то же время интуицию, позво​ляющую выбрать правильный метод решения и избежать ошибок при наличии таких слабых мест, надо всячески развивать.
      Одной из характерных черт прикладных математических исследований является широкое применение понятий, не вполне четко определенных с позиций строгой математики; такие понятия принято называть размытыми. Так, мы можем говорить, что тот или иной вычислительный метод в определенных условиях хорош или плох, что некоторый ряд или итерационный процесс сходится быстро или медленно, что погрешность приближенного решения велика или мала и т. п., не давая этим терминам (по существу, понятиям) строгого определения — что не мешает им нести полезную информацию.
      Важным размытым понятием, широко применяемым при решении содержательных задач, является понятие прак​тической сходимости бесконечного процесса, означающее возможность получения ответа за приемлемое число шагов с приемлемыми точностью и достоверностью. Допустим, что речь идет о бесконечном ряде. В курсе математики, изучая сходимость ряда, мы обычно считаем, что все его члены заданы явной формулой или удовлетворяют явно выписан​ному неравенству. В отличие от этого в приложениях мате​матики (например, при применении метода малого парамет​ра) обычно члены ряда просто вычисляют один за другим. Ясно, что при таком образе действий строго доказать сходимость ряда невозможно. Но этого и не делают; вместо этого сравнивают друг с другом последовательные частные суммы ряда и если обнаружится отчетливая тен​денция к сходимости (кстати, это понятие также является размытым) и нет оснований ожидать, что дальнейшие члены нарушат эту тенденцию, то вычисления прекращают, при​нимая полученную частную сумму за полную сумму ряда. Аналогичным образом рассматривают на практике бесконеч​ные процессы других типов, причем часто совершение 2— 3 шагов позволяет уловить тенденцию. Так, при применении метода сеток заключение о практической сходимости можно сделать, сравнив результаты вычислений при уменьшении шага сетки; если применяют метод типа Галеркина, то сравнивают результаты вычислений при расширении множе​ства координатных функций и т. п.
     К сказанному добавим, что признание того или иного процесса практически сходящимся или расходящимся суще​ственно зависит от тех вычислительных средств, которыми мы располагаем. При этом бесконечный процесс — напри​мер, ряд,— сходящийся в чисто математическом смысле, не всегда является практически сходящимся; см. примеры в п. 3.8.12 или еще более эффективный пример
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(Прикидка показывает, что для подсчета суммы этого «бы​стро сходящегося» с абстрактных позиций ряда с точностью до 10 верных цифр потребуется вычислить значения пример​но 400 членов с точностью до 10-55, из-за чего средние члены в этой сумме придется подсчитывать со 100 верными циф​рами!) И обратно, примеры п. 3.8.3 показывают, что ряд, расходящийся в смысле чистой математики, может оказаться практически сходящимся. Правильная квалификация про​цессов как практически сходящихся опирается не только на логические рассуждения, но и в еще большей мере на анализ своего и чужого опыта, на пробы и ошибки, позволяющие накопить правильную интуицию.
    Важный частный случай размытых понятий составляют размытые величины. Они сохраняют некоторые признаки математических величин, но не обладают четкостью пос​ледних. Пусть, например, мы добиваемся того, чтобы пог​решность приближенного решения оказалась малой. Но что означает выражение «малая погрешность»? Это зависит от типа рассматриваемых задач, от традиций, возможных пос​ледствий ошибки и других явно или неявно не очень четко формулируемых условий, причем возникающие критерии малости сами являются размытыми. Допустим, что малой условились считать погрешность в 1%, а она получилась равной 1,5%. Тогда в большинстве случаев погрешность все равно назовут малой; погрешность в 10% вряд ли будет сочтена малой, а по поводу погрешности в 3% может возникнуть дискуссия, неизбежная при применении размы​тых понятий на нечеткой границе их действия.
     При исследовании математических моделей широко при​меняется рассуждение по аналогии. Пусть, например, пока​зано, что некоторый метод хорошо проявил себя при реше​нии какой-то задачи З. Тогда часто тот же метод уже без дополнительного исследования применяют и при решении других задач, аналогичных З; ссылка на задачу З как бы служит обоснованием хорошего качества решения. Конечно, при этом можно и промахнуться, так как каждая новая задача имеет свою специфику. Но все же чаще разумная аналогия оказывается плодотворной, а если сохранять бди​тельность и действовать на основе здравого смысла и интуи​ции, то ошибок, как правило, удается избежать.
     В исследование математической модели может быть включен численный или физический эксперимент и т. д. В книге содержится подробный анализ различных типов рассуждений, не обязательно вполне совершенных с позиций формальной логики, но полезных и потому широко приме​няемых при решении содержательных задач; там такие рассуждения названы рациональными.

3.8.12. О применении ЭВМ
     ЭВМ превратились в повседневное орудие прикладной математики. Они не только повысили на много порядков скорость и точность вычислений для известных ранее классов задач, но и впервые сделали возможным решение огромного числа других задач. Одна​ко ЭВМ потребовали существенного изменения многих вычислительных методов и даже всей «вычислительной идеологии».
    Значительную роль приобрел вычислительный экспе​римент. В раде случаев вместо попытки аналитического исследования свойств решений оказалось более целесообраз​ным выяснить эти свойства, построив решения на ЭВМ. Это относится, в частности, к решениям дифференциальных уравнений, включая свойства, связанные с асимптотиче​ским поведением решений, например с выяснением ус​тойчивости. Разновидностью вычислительного эксперимента является так называемое имитационное моделирование, применяемое для анализа поведения сложных экономиче​ских и т. п. задач, для которых математическую модель в виде системы уравнений даже выписать затруднительно.
      В качестве примера перестройки подходов, вызванной ЭВМ, укажем на решение нелинейных дифференциальных уравнений. В «домашинную» эру считалось само собой разу​меющимся, что если в таком уравнении можно понизить порядок с помощью некоторой подстановки, то это следует сделать. Например, для решения уравнения
                                       [image: image2839.png]il
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                                    (1)
рекомендовалось рассматривать зависимость [image: image2840.png]dx/dt=p



 от х, что приводит к  уравнению первого   порядка [image: image2841.png]pap/dx =



[image: image2842.png]


 Если нам удастся найти его решение р=φ(х), удовлетворяющее заданным начальным условиям, то полу​чаем соотношение [image: image2843.png]Ydx/p()=t+C



 и, вновь применяя начальное условие, приходим к конечному уравнению, свя​зывающему t с х. Такая процедура при аналитическом исследовании иногда приводит к цели, однако это удается лишь в редких случаях (если не говорить о специально подобранных примерах) и приходится прибегать к числен​ному интегрированию. Но для численного решения эта процедура плохо приспособлена, менее трудоемким оказы​вается непосредственное численное интегрирование урав​нения (1) без понижения его порядка. Так и надо посту​пать при работе на ЭВМ. Таким образом, надо уметь хотя бы совсем грубо оценивать объем вычислительной работы, необходимой для доведения решения задачи до конца раз​личными методами, имея в виду имеющиеся в распоряжении вычислительные средства.
     В качестве другого примера такой перестройки укажем на вычисление сумм числовых рядов. Ранее для этого широко применялись разнообразные искусственные преобразования, некоторые из них и сейчас не потеряли актуальности; однако при применении ЭВМ нередко более эффективным оказыва​ется непосредственное суммирование членов ряда. Но при этом, как и в других подобных случаях, весьма ответствен​ным этапом является подготовка задачи к программи​рованию, т. е. выбор алгоритма, наиболее эффективного для решения конкретной задачи.
    Поясним сказанное на простом примере. Пусть мы хотим вычислить сумму бесконечного ряда
[image: image2844.png]



причем, понадеявшись на мощь ЭВМ, решили не применять никаких ухищрений, а просто подсчитывать и складывать члены ряда, пока они не обратятся в машинный нуль. Однако несложный подсчет, который мы предоставляем читателю, показывает, что для ЭВМ средней мощности на это уйдет около 10 ч; при этом итоговая ошибка, даже без учета округлений, получится на десять порядков выше последних слагаемых.
     Описанная схема вычислений крайне нерациональна. Результат получится гораздо быстрее и точнее, если, на​пример, просуммировать 104 первых членов ряда (это займет время порядка 0,1 с), а остаток заменить по приближенной формуле
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точность которой имеет порядок 0,1 п-3. Таким образом, разумная подготовка задачи к программированию позволила здесь уменьшить время работы более чем на пять порядков! (Конечно, в данном примере можно было воспользоваться и справочниками, согласно которым[image: image2846.png]S =n‘/6,



но это редкий случай, когда сумма ряда явно выражается через известные константы.)
    В качестве еще одного примера неразумной и разумной организаций алгоритма приведем вычисление значения е-10, которое с точностью до 10-7 равно 4,54∙10-5. Вычисление на микрокалькуляторе по тейлоровскому разложению
[image: image2847.png]P10+ 5100 - 1010+,





дает значение 1,112∙10-4, т. е. ошибку в 140 %! Причину этого нетрудно понять: хотя члены ряда в конечном счете стремятся к нулю, они перед этим успевают сильно возрасти, а так как вся сумма мала, т. е. эти возросшие члены почти взаимно уничтожаются, то погрешности в них оставляют существенный вклад (о подобной ситуации мы упоминали в ранее). Простая перестройка алгоритма в соответствии с формулой
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устраняет эту трудность и приводит к значению 4,57∙10-5 с погрешностью 0,7 %.
     Если решение математической задачи не сводится к указанию одного или небольшого набора чисел, то возникает еще проблема представления результатов, чтобы можно было их обозреть и ими пользоваться. Такая проблема возникает, в частности, для задач, содержащих параметры. Приведем простой пример: пусть мы хотим составить таб​лицу, с помощью которой можно было бы решать полное кубическое уравнение
                                    [image: image2849.png]a+ bl +ex+d=0



                          (2)
при любых задаваемых коэффициентах а, b, с, d. Тогда, если допустить, что каждый из них может принимать 50 значений — а это не так уж много,— то всего получится [image: image2850.png]500 =
6-10°



 комбинаций этих значений. Средней ЭВМ для выдачи результатов потребуется неделя непрерывной работы (основное время уйдет на печать), а результаты займут около 200 км ленты и ими практически невозможно будет пользоваться! Поэтому весьма актульным является един из основных тезисов, неоднократно подчеркиваемый Р. Хеммингом в книге, предназначенной для инжене​ров, имеющих дело с ЭВМ: прежде чем решать задачу, подумай, что делать с ее решением.
    На самом деле положение с таблицей для решения уравнения (2) не такое уж печальное. Сделав подстановку [image: image2851.png]x=au+p,



 получаем уравнение для и:
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    (3)
Выберем α и β так, чтобы между новыми коэффициентами имели место такие соотношения:
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Отсюда находим
[image: image2854.png]



При таких[image: image2855.png]


уравнение (3) после деления на [image: image2856.png]aa’



приобретает вид
                 [image: image2857.png]*
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      (4)
Это уравнение содержит всего один параметр r. Таблицу решений уравнения (4) в зависимости от r уже нетрудно составить с помощью ЭВМ, даже если r придать не 50, а 5000 значений. В результате решение уравнения (2) можно будет найти с помощью построенной таблицы и(r), извле​чения корня (для чего потребуется еще одна таблица или микрокалькулятор) и простых арифметических действий по схеме:[image: image2858.png]@b (@bhed~qg g~o
(@b ec,a)y=r r>u (of uy=>x




Это, конечно, несравненно проще, чем применение таблицы с четырьмя или даже с тремя входами.
    Следующий пример представляет больший практический интерес. С помощью основных законов механики нетрудно вывести уравнение колебаний маятника, длина которого [image: image2859.png]


 изменяется по заданному закону. В случае пренеб​режимо малого трения это уравнение имеет вид
                                  [image: image2860.png](12 ?) +glsmp=0,



                    (5)
где φ — угол отклонения маятника от вертикали. Рас​смотрим случай, когда длина меняется по гармоническому закону: [image: image2861.png]1=y + acos wt+ bsin wl,



  причем будем считать, что [image: image2862.png]


 a f  малó. Тогда, проводя линеаризацию уравнения (5) по а, b, а затем по φ, получаем
[image: image2863.png]4 .
by [(ln+ 2acosuxt+2bsmwtd—f] +

+g(h+ acoswt+ bsinwf ¢ = 0.




Умножив  обе части  этого уравнения на [image: image2864.png]b+ 2a cos wf +



[image: image2865.png]+ 26 s1n wt



 и    сделав после этого замену [image: image2866.png]dt= (b +



[image: image2867.png]+ Zacos wt + 26 sin wi) du/'ly,



  т. е.
[image: image2868.png]J‘ ds
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приходим к уравнению
[image: image2869.png]"
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X (lp + 2a cos wi + 2bsinwh) @ = 0.




Вновь проводя линеаризацию по a, b, в результате чего члены [image: image2870.png]


заменяется соответственно на [image: image2871.png]a cos wy, &sin wr,



  получим после деления на [image: image2872.png]S



 уравнение
                [image: image2873.png]d—'zi+(u+vcoswx+wsinmx)w=0,
¥



                (6)
где обозначено [image: image2874.png]= bg/l.
u=g/l,v=ag/l, w



 Это же уравнение (6) служит математической моделью и ряда других процессов. Нас будет интересовать возможность наглядного представления наиболее важных свойств его решений.
   Уравнение (6) содержит четыре параметра и, v, w, ω; при каждом их выборе оно имеет двухпараметрическое множество решений (общее решение включает две произ​вольных постоянных), а каждое решение представляет собой функцию τ. Поэтому упомянутое наглядное представление сначала кажется сомнительным. Однако оно возможно.
Прежде всего, число параметров в уравнении можно понизить до двух. Для этого преобразуем
[image: image2875.png]vCos WT + WSIN W1 = 70§ (T — a)
(v=rcosa, w=rsina),




после чего введем обозначения
[image: image2876.png]



Тогда уравнение (6) примет стандартный вид уравнения Матье 
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с двумя безразмерными параметрами[image: image2878.png]


Далее, наиболее важным для практических приложений свойством решений здесь является их устойчивость. А так как при заданных р, ε либо все решения устойчивы, либо все они неустойчивы, то наличие или отсутствие указанного свойства зависит только от значений [image: image2879.png]


Это дало возможность Э. Айнсу и М. Стретту с помощью аналитических и вычислительных методов построить в плоскости [image: image2880.png]


 диаграмму               (рис. 1), на которой области, отвечающие не​устойчивым решениям, заштрихо​ваны.
[image: image2881.png]



Pис. 1
 С помощью этой диаграммы непосредственно выясняется и ус​тойчивость или неустойчивость ну​левого решения уравнения (5) при[image: image2882.png]jal + (b1 « .




    Конечно, описанным способом нельзя получить полные сведения о течении колебательного процесса в том или ином конкретном случае, но в большинстве прикладных за​дач это несущественно. Важно, что здесь удалось наглядно представить информацию, наиболее нуж-               ную для данного класса задач. Так, мы видим,  что при р = 1,  т. е.
[image: image2883.png]


 решение [image: image2884.png]p= ()



 уравнения  (5)  становится неустойчивым для любых достаточно малых [image: image2885.png]


 Так как при любом «замороженном» значении l это решение устойчиво, то неустойчивость возникает только из-за пе​риодического изменения «параметра системы» l. Поэтому такое явление называется параметрическим резонансом. Так  как при [image: image2886.png]


 частота   свободных   колебаний [image: image2887.png]


 то мы видим, что параметрический резонанс наступает, в частности, при [image: image2888.png]w = 2w



 и как угодно малых[image: image2889.png]


 Этот факт, между прочим, используется при рас​качивании на качелях: для этого следует на протяжении каждого периода колебаний качелей два раза присесть.
    Заключая этот пункт о применении ЭВМ к матема​тическим моделям рассматриваемых нами типов, приведем слова В. И. Феодосьева: ЭВМ, «освобождая нас от многих ... обязанностей, не освобождает во всяком случае от двух: от необходимости владеть математическим аппара-    том и творчески мыслить».
3.9. Математическое моделирование нелинейных объектов и процессов
3.9.1. Математические модели процессов нелинейной теплопроводности и горения
1. Краевые задачи для квазилинейного уравнения теплопроводности
    Рассмотрим квазилинейное уравнение теплопроводности:
[image: image2890.jpg]¢ _ 7 22 <
ep é{z— = 7z (wre) Z) 2




    Параболическое уравнение (1) с коэффициентами к(и), удовлетворяющими условию к(и)=0, называют вырождающимся.
      Автомодельными  решениями уравнение (1) мы будем называть такие его частные решения специального вида, которые могут быть получены путем интегрирования некоторых специальных дифференциальных уравнений, аргумент искомых функций которых представляет собой комбинацию независимых переменных х и t.
     Найдем  автомодельное  решение уравнения (1) удовлетворяющее условиям
[image: image2891.jpg]Lo E) s e, LSH D)= 2/




Пусть

[image: image2892.jpg]g:#,zzmz) O(7%)= %) &




Тогда
[image: image2893.jpg]{(xz/&)af/:—zafﬁ’,yo, 4)
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Задача (4), (5) имеет единственное решение, которое в общем случае находится численно.
    Рассмотрим автомодельное  решение уравнения (1) типа бегущей волны:
[image: image2894.jpg]S =2, wiwt)=8lw-2¢) = E/E) (e)
) re)=s  (K(8)E) = ~Dep S -mcFan (7]




    Ищем непрерывное решение (6), обладающее непрерывным «тепловым потоком»
[image: image2895.jpg]( ’ { == g L




Пусть бегущая волна начала движение по нулевому фону температуры:
[image: image2896.jpg]/5/,((/2> ﬁ@ﬁ: D Ve
e &




Пусть к(и)= к0иσ, к0>0, σ>0,  (при σ=5/2 –коэффициент электронной  теплопроводности в полностью ионизованной плазме)
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где
[image: image2898.jpg]oo (2L e2)




     Функция (12) – обобщенное решение квазилинейного вырождающегося параболического уравнения:
      1) функция (12) финитна по х в любой конечный момент времени: существует постоянная А>0 такая, что и(х, t )=0 при х≥А;
       2) функция (12) не имеет всюду непрерывных производных, взодящих в уравнение (1): при  σ=1 они имеют разрыв 1-го рода, при              σ =2 - разрыв 2-го рода на прямой х=Dt.
   Замечание. Тепловой поток
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Является непрерывной функцией:
[image: image2900.jpg]Wiot -9 £ ) = WiDéé)=0.




     Отличительной особенностью вырождающихся уравнений (1) является то, что они  могут описывать процессы с конечной скоростью распространения возмущений.

    Решения вида (3) и (6) – единственные  типы нетривиальных автомодельных решений, которые допускает уравнение (1)  рот произвольных коэффициентах к(и). Новые типы автомодельных решений появляются только при специальном виде функции к(и). Рассмотрим задачу:
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Автомодельное решение
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     При т=1/σ решение (17) совпадает с бегущей волной (11). При т≠1/σ задача (18), (19) решается численно.
   Можно показать, что при любом т>0 существует такое ξ0(m, σ)>0, что θ(ξ)=0 при ξ>ξ0 и θ(ξ)>0 при  0≤ ξ≤ ξ0 . Решение (17) – тепловая волна, движущаяся по невозмущенному фону температур. Фронт волны xф(t): 
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ускоряет свое движение и при t →∞ нагревает до бесконечно больших температур всю полупрямую х≥0.
     Решение (17) асимптотически устойчиво при t →∞ относительно малых изменений начальных значений и малых отклонений к(и) от отопенной зависимости. При незначительных изменениях условий (15), (16) основные закономерности процесса нагрева, которыемдает пространственно-временная структура астомодельного решения (17), сохраняется.

2. Режим с обострением
    Режим с обострением называется такой закон изменения некоторой величины, который обеспечивает ее неограниченное в течение конечного времени.
      Задача Коши для одномерного квазилинейного уравнения теплопроводности
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коэффициент теплопроводности. Сверхинтенсивное горение: β>1.

        Преобразование переменных
[image: image2906.jpg]a‘—»;—é)xf>$V;p’ rg)

s Ly = /Jé'cﬂ.z/x # &J"d )




    Свойства решений уравнения (4) существенно различаются в случаях β=3, β>3, β>3.
       Частный случай уравнения (4):
[image: image2907.jpg])
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    Получим точное автомодельное решение уравнения (5).

    Ищем решение в виде
[image: image2908.jpg]5 by v
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где
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  Решение Зельдовича-Компанейца-Баренблатта:
[image: image2911.jpg](7)




где
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     Решение (7) описывает тепловые волны.

     UA(x, t) - решение типа мгновенного точечного источника мощности Е0, действовавшего в точке х=0 в момент t =0.

      Пусть в среде имеется источник тепловой энергии, соответствующий β=3:
[image: image2914.jpg]Ly = /Kééﬁz/x +t&f
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  Ищем автомодельное решение уравнения (8) в виде:
[image: image2915.jpg]7




из (8), (9)
[image: image2916.wmf]Þ
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(9), (10)
[image: image2918.wmf]Þ

 локазизованный S–режим с обострением:
[image: image2919.jpg]



где Т0 – время существования решения, Ls=π√3 – длина носителя решения в любой момент времени.
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     Решение локализовано в области
[image: image2921.jpg]



При
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Такие тепловые структуры называются режимами с обострением.                       Стоячие температурные волны
    Рассмотрим  уравнение (4) с  β=2.
[image: image2924.jpg]Ly 3/““1&@/4: +w® e)




   Ищем решение в виде
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где Т0 – время существования тепловой структуры.

(13), (12)
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   Функция θ(ξ) строго положительна на интервале (-ξ0, ξ0) и равна нулю вне его. θ(ξ)  и ξ0 определяются численно.

    Свойства решения:

а) режим с обострением: 
[image: image2928.jpg]__7
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б) в любой момент времени тепловая структура имеет конечные правый х+(t) и левый х-(t) фронты:
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 в) фронты движутся с увеличиваюшейся скоростью и в момент обострения t = Т0  тепловая структура охватывает всю прямую, нагревая ее всюду до бесконечной температуры. НS – режим.
   Рассмотрим  уравнение (4) с β=4. [image: image2930.jpg]¢é=/”‘¢xj.z *Ké‘/, (zz)




    Мощность источника энерговыделения Q(и)=и4 при больших температурах выше, чем в S – режиме (β=3) и НS – режиме (β=2). Сильно локализованные тепловые структуры.

    Ищем решение в виде
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где Т0 >0 – время время обострения решения.

(16), (17)
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Асимптотика:
[image: image2935.jpg]



СА  - постоянная, определяются численно.

   Локализация понимается в эффективном смысле: решение во времени растет во всех точках, но неограниченно растет только в точке х=0. Температура ограничена сверху предельнным распределением
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LS- режим.
3.9.2. Математические модели теории нелинейных волн
                                             1. Метод характеристик
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  Уравнения переноса:
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   Квазилинейное уравнение переноса:
[image: image2939.jpg]Uy + I/ Uy =C s/




    Задача Коши:
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(6), (8)
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где f(ξ) – любая дифференцируемая функция.
  Решение задачи (6), (7) определяется из неявного уравнения
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Метод характеристик:

[image: image2945.jpg]rg)




         х=х (t) – решение  уравнения (9) 
[image: image2946.wmf]Þ


[image: image2947.jpg]d/ - / — = =
”_/&[ &’z L) =Lt U, 7;' Sy r Lty z=2(t) é=




                          и(х(t), t) константа на кривой     х=х (t) 
[image: image2948.wmf]Þ


                          х=х (t) прямая линия на плоскости (х, t) с наклоном
[image: image2949.jpg]rw/blé) = acern)o0) = &oswral)




определяемым начальной функцией  

[image: image2950.png]Lot ), F=o)




   Уравнение прямой
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    Мы получили однопараметрическое семейство прямых, зависящих от параметра ξ, на которых решение u(х, t) уравнения (6) оказывается постоянным. Это позволяет по начальной функции и0(ξ) определить функцию u(х, t) в любой момент времени t.
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[image: image2953.jpg]i

Sea € & b b & €D




[image: image2954.jpg]



   Выберем точку

[image: image2955.png]Ze€[a, 8]




и построим соответствующую ей характеристику

[image: image2956.jpg]L[5, X=g +Ely(5)




с углом наклона
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Всюду на характеристике

[image: image2958.jpg]é/*/:fx = (/a/f//




 Точка (хк, t1) – точка пересечения прямой t= t1 с характеристикой

[image: image2959.jpg]



    Скорость переноса начального значения и0(ξк) вдоль характеристики [image: image2960.png]


 зависит от решения, профиль и0(х)  искажения – дисперсия бегущей волны. При t≥tp характеристики пересекаются, профиль неоднозначный – опрокидывание волн.
       2. Обобщенное решение. Условие на разрыв.
   Обобщенное решение: функция и(х, t) удовлетворяет уравнению (6) в обобщенном смысле, если для любого прямоугольника
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и любой бесконечно дифференцируемой и финитной в  Пxt функции ψ(х, t)  справедливо интегральное тождество
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   Если и
[image: image2963.wmf]Î

с(1) , то обобщенное решение (10) удовлетворяет уравнению (6) в обычном смысле:

    проинтегрируем (10) по частям:
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   В силу произвольности Пxt  и ψ из (11) получим уравнение (6).

      Пусть и(х, t) – разрывное решение, имеющее единственный разрыв на кривой
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Пусть [image: image2966.jpg]wrz,t) &7



при
[image: image2967.jpg]red)e T1Y 144

&t >




[image: image2968.jpg])
H xt

S

%)

Ha:é





  Функция и(х, t) в области
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Удовлетворяет уравнению (6). 

     Принтегрируем (10) по частям в области П(1)x,t:
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и в области П(2)x,t:
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где
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предельные значения u(x,t) на кривой S при стремлении к ней справа и слева.

      Сложим (12) и (13): 
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где [u]= u+ -u-. В силу произвольности ψ(х, у)

(14)
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Так как
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то (15), (16) 
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где  vp= 
[image: image2979.wmf]s

&

(t) – скорость распространения разрыва.
   Формула (17) называется формулой Гюгонио-Ренкина или формулой условий на разрыве.

   Формула (17) позволяет определить скорость распространения разрыва на значение и±, но не дает ответ на вопрос о положении разрыва  х=s(t).
               Построение разрыва.

(6)
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предполагая, что и→0 при х→±∞.

   Площадь І под кривой и=и(х, t) оказывается инвариантной во времени (интегралом движения).

[image: image2983.jpg]



          Разрыв х=s(t) нужно построить так, чтобы І(и), отвечающий разрывному решению, был равен І(и0) для начальной функции и0.
    В результате из неоднозначного непрерывного решения получается разрывное, но уже однозначное решение, являющееся обобщенным решением уравнения (6). Условие на разрыв при этом выполняется автоматически.

               3. Уравнение Кортевеча-де Фриза и закон сохранения
Функция  η(х, t), описывающая процесс распространения длинных волн на поверхности воды приближенно удовлетворяет уравнению
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  где h0 - глубина жидкости, G0=
[image: image2985.wmf]0

gh

- скорость длинных волн на мелкой  воде.

    Уравнение (18а) называется уравнением Кортевеча-де Фриза.

     Из (18а) с помощью линейной замены переменных получим:
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(18б) – канонический вид уравнения Кортевеча-де Фриза.

   Уравнение (18б) обладает бесконечным числом интегралов движения (законов сохранения)
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и т.д., что означает, что это уравнение обладает глубокой внутренней симметрией, которая и выделяет его среди других нелинейных уравнений.
                        4. Схема метода обратной задачи
                   1) Прямая и обратная задача рассеяния

  Определение. Функция f(х, t) назывется быстроубывющей, если
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C уравнением Кортевеча-де Фриза тесно связанно уравнение Шредингера (20):
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с  потенциалом и(х, t), завиящим от t как от параметра.

     Рассмотрим для уравнения (20) две задачи.
     а) Нахождение квантомеханических уровней энергии связанных состояний.

      Найти какое значение, λ при которых уравнение (20) имеет нетривиальные решения
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   Здесь ψ(х, t) – нормированные на единицу волновые функции.

    Эта задача имеет решение только при λ <0. 
     При х→∞ решения имеют асимптотику
[image: image2991.jpg]Y rat) ~ Cufé) e,




где ψт(х, t) –  собственная функция. нормированная на единицу,

     [image: image2992.png]


 - собственное значение,
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   б) Задача рассеяния плоской волны единичной амплитуды на потенциале и(х, t).

     Найти при  λ≥0  ограниченные решения уравнения (20) с заданным характером асимптоматического плведения при х→±∞:
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где к2= λ, а подлежащие определению функции  а(к, t) и в(к, t) – коэффициенты прохождения и отражения, причем 
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Совокупность решений задач а) и б)
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называются данными решения.
           Прямая задача рассеяния: определение для заданного потенциала данных рассеяния.

       Обратная задача рассеяния: определение по заданным данных рассеяния соответствующего потенциала.

     Данных рассеяния достаточно для  однозначного  определения потенциала

       Схема решения обратной задачи рассеяния.

    а) По данным рассеяния строится функция В(х, t) – ядро уравнения Гельфанда-Левитана:
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б) Ищется решение линейного интегрального уравнения Гельфанда-Левитана:
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б) Решенив уравнение (23) и найдя К(х, у, t), по формуле (24)
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определяем функцию и(х, t), которая и является искомым потенциалом, т.е. решением обратной задачи рассеяния.
              2) Решение задачи Коши.

Рассмотрим задачу Коши:
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      Решение и(х, t) задачи Коши (25) назовем быстроубывающим, если функция и(х, t) и все ее производные по х до третьего порядка включительно  являются быстроубывающими функциями
    Теорема 1.  Если потенциал и(х, t) в (20) является быстроубывающим решением уравнения Кортевеча-де Фриза, то собственные значения [image: image3001.png]Am =~ &



 не зависят от времени t.
    Теорема 2.  Если потенциал и(х, t) в (20) является быстроубывающим решением уравнения Кортевеча-де Фриза, то данные рассеяния  Ст(t),  а(к, t) и в(к, t)  зависят от времени следующим образом:
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         Зная данные рассеяния  для и0(х)≡ и(х, 0), можно по формуле (26) найти  данные рассеяния  и(х, t) и затем, построив и решив уравнение Гельфанда-Левитана, определить функцию и(х, t).
    Схема построения быстродействующих решений задачи Коши:

  а)  Рассмотриваем стационарное уравнение Шредингера с потенциалом и0(х):
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и определяем данные рассеяния [image: image3004.png]{&m, Cio)]



 и [image: image3005.png][acw,0), 6rx,0))




   б) По формуле (26) определяем Ст(t) и в(к, t) и строим ядро уравнения Гельфанда-Левитана  (23)
[image: image3006.jpg]Bfe;£) =2, Coto) egp (@l - Tn) ¥
m={

e 28
v 5 f//w) egp(fe +inz) ol




   в)  Решив уравнение Гельфанда-Левитана с ядром (28)  по формуле (24) определяем решений и(х, t)  задачи Коши (25) для уравнения Кортевеча-де Фриза.

                  5. Солитонные решения
  Рассмотрим решение  задачи Коши (25) при
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  Данные рассеяния для уравнения (20) с потенциалом (29)
[image: image3008.jpg]oo + (4 + 2
- ))//;0 (s0)




имеют вид: в(к, 0)=0, существует только одно собственное значение
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Ядро уравнения Гельфанда-Левитана имеет вид
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Рассмотрим уравнение Гельфанда-Левитана с ядром (31)  
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И будем искать его решение в виде
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Получим
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Следоватеотно
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и по  формуле (24) получим решение  задачи Коши (25) с начальной функцией (29):
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   Решение (36) является частным случает более общего решения уравнения Кортевеча-де Фриза.
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соответствующее значениям параметров α=2, х0=0.

    Решения уравнения Кортевеча-де Фриза вида (37) получили название солитонов. Они описывают бегущие волны неизменной формы, имеющие скорость, прямо пропорциональную амплитуде решения.
   Будем называть солитонами  такие решения нелинейных уравнений, которые имеют вид уединенных волн, взаимодействующих таким образом,  что после взаимодействия они сохраняют неизменной свою форму, получая лишь приращения в фазах.

3.10. Методы самоконтроля
3.10.1. Прикидки
     В процессе применения математики к ре​шению реальной задачи выдача результата обычно связана с определенной моральной и/или материальной ответствен​ностью. Поэтому на всех стадиях исследования с целью предотвращения ошибок широко применяются различные методы самоконтроля.
     Большую пользу, причем не только для самоконтроля, приносят разного рода прикидки, которые могут быть на​правлены как на получение предварительных сведений о самом решении, так и на упрощение уравнений задачи — что, впрочем, взаимосвязано. Для первого полезно нефор​мальное обсуждение условий задачи, по возможности ясное представление картины изучаемого процесса, привлечение физических соображений, интуиции, аналогий с ранее изу​ченными случаями и т. п. Эту прикидку можно получить и с помощью максимально возможного упрощения геомет​рических форм и уравнений задачи. Знание, хотя бы самое грубое, качественных и количественных характеристик ис​комого решения может помочь при выборе более точного метода — в частности, при выборе нулевого приближения в итерационных методах, дает возможность указать характер​ные значения участвующих величин, а в ряде случаев и упростить уравнения задачи. Сравнение свойств решения, полученного более точными методами, с предварительными сведениями о нем дает дополнительное средство контроля, так как соответствие этих данных значительно повышает доверие к результатам. Существенное рассогласование меж​ду этими данными свидетельствует об ошибочности либо одних, либо других (а может быть, и тех и других); в этом случае нужны проверка и обсуждение всех данных. Такое обсуждение полезно и для развития интуиции в области, к которой относится решаемая задача.
    Как было сказано только что, с помощью прикидок мы можем получить характерные значения участвующих ве​личин и перейти к безразмерной форме уравнений задачи. Это дает возможность прикинуть величину отдельных членов уравнения и сравнительно малые члены либо отбросить, либо упростить, либо учесть с помощью метода малого параметра. После решения упро​щенного таким образом уравнения можно путем подстановки проверить, в самом ли деле относительно малы отброшен​ные члены.
      Прикидки систематически проводятся и для текущего контроля вычисления арифметических и более сложных выражений, интегралов и т. п., особенно в случаях, когда есть опасность ошибиться в порядке величины (неправильно написать показатель степени у десятки). Приведем ти​пичные примеры:
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(более точное значение 6,318∙103);
[image: image3018.png]1 i
1 1
e = | dx =]
‘{Vl+0.lx3 ‘["T




(более точное значение 0,988);
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(более точное значение 0,584).
    Приведем в заключение два курьезных примера того, как прикидка порядка величины позволяет обнаружить грубую ошибку. В известной повести А. Р. Беляева «Продавец воз​духа» есть такой эпизод. Рассказчик вместе с главным злодеем посещает склад, где хранятся какие-то шарики. Первый пытается поднять шарик, но не может, на что второй говорит: это неудивительно, не всякая лошадь может сдвинуть с места поклажу с таким шариком, ведь в нем заключен кубический километр воздуха... Читателя, привы​кшего к прикидкам реальных значений физических величин, это замечание о лошади сразу настораживает: в самом деле, так как масса 1 м3 воздуха равна 1,3 кг, то масса 1 км3 воздуха в (103)3 раз больше, т. е. равна 1,3 × 106 тонн! По-видимому, разгадка «лошади» в том, что, по мнению фантаста,                   1 км3  содержит 103 м3.
    Другой пример. В разделе «Рога и копыта» на 16-й странице «Литературной газеты» как-то появилось сооб​щение: сотрудник одного элеватора подсчитал, что емкость  этого хранилища составляет 83 952 264 175 293 648 209 зе​рен пшеницы. Отвлекаясь от того, что ответ не может быть известен с такой точностью, предлагаем читателю обна​ружить грубейшую ошибку в этом ответе.

3.10.2. Контроль размерностей
     Этот простой, но важный тест состоит из трех правил:
 1) складывать друг с другом и связывать неравенствами можно только величины одинако​вой размерности; 
2) если размерность какой-либо величины, представленной некоторой формулой, известна заранее, то эта размерность должна вытекать и из данной формулы; 
 3) аргумент трансцендентной (т. е. неалгебраической) фун​кции должен быть безразмерным, т. е. числом (в частности, безразмерным должен быть и аргумент тригонометрических функций в соответствии с правилом: sin (угла в х ра​диан) — sin (числа х)).
    Пусть, например, величины а, b имеют размерность длины. Тогда, если в процессе выкладок получилось выра​жение [image: image3020.png]&+ 2



 или [image: image3021.png]a2+-Va’— ¥,



 или просто а + 1, то это свидетельствует о допущенной ошибке, так как нарушено первое правило. Аналогично, если получилось выражение для площади [image: image3022.png]a+b
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то нарушено второе правило. Так как ошибку желательно обнаружить по возможности рань​ше, описанную проверку следует проводить не только по окончании вывода того или иного соотношения, но и на промежуточных стадиях этого вывода.
     Отметим, что если в предыдущем примере a, b представ​ляют собой значения безразмерной длины, т. е. численные значения длины, выраженные через определенную единицу измерения, то все выписанные выражения возможны (конечно, тогда под S понимается безразмерная площадь). Для безразмерных величин правила контроля размерностей не действуют.
   Приведем еще пример. Как-то в научном докладе встре​тилось выражение [image: image3023.png]


 причем докладчик говорил, что t — это физическое (размерное) время. Он не заметил, что в силу третьего правила контроля такое выражение до​пустимо, только если t — безразмерное время.
     Стремление к контролю размерностей приводит к тому, что если в формулировке задачи даны конкретные значения параметров, то часто оказывается удобным обозначить эти значения буквами, считая их размерными, затем решить задачу в буквенном виде и лишь после этого подставить вместо букв их значения. При переходе к действиям с числами здесь добавляется контроль системы единиц, сог​ласно которому все величины должны быть выражены в одной и той же системе единиц.
    Вот простой пример. Пусть требуется вычислить мас​су медной пластинки, вырезанной из листа толщиной δ=0,72 мм и имеющей форму равнобедренного треуголь​ника с основанием а=5,2 см и боковой стороной b=3,7 см. Для решения обозначим размерные массу и плот​ность соответственно буквами т и ρ; тогда легко вывести формулу
                              [image: image3024.png]


                             (1)
Нетрудно проверить, что правила контроля размерностей выполнены. При вычислениях надо подставить ρ=8,96 г/см3 и не забыть перевести δ в сантиметры; получаем
[image: image3025.png]m=26V37 -260,072:8,96 = 4,4




3.10.3. Другие виды контроля
    Перечислим еще некоторые (не все!) применяемые методы контроля.
    Контроль законов сохранения. Если в содержательной модели потери энергии считались пренебрежимо малыми, то математическая модель должна удовлетворять условию сох​ранения энергии, а потому и для решений должно прояв​ляться это свойство. Например, так было для осциллятора, показанного на рис. 1, равно как и для его модели — урав​нения (1): в самом деле, если обе части этого уравнения умножить на [image: image3026.png]dx/dt



и произвести интегрирование, то получим соотношение
[image: image3027.png]dt
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которое и является математической моделью закона сохра​нения энергии. Можно проследить его и для решения (2), так как
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Если же в содержательной модели потери энергии были учтены, то соответствующим свойством должны обладать также математическая модель и решение. Аналогичную проверку полезно произ​водить для закона сохранения количества движения и других подобных законов. Как правило, аналоги фундаментальных законов желательно сохранять и при переходе к вычис​лительному алгоритму, так как этим обеспечивается пра​вильная передача решением наиболее глубоких свойств мо​делируемого объекта.
     Контроль характера зависимости решения от пара​метров задачи. Здесь речь идет о проверке направления, а иногда и скорости изменения найденной величины при из​менении параметров задачи: эти направления, вытекающие из выведенных соотношений, должны быть такими, как следует непосредственно из смысла задачи. Так, из формулы (1 п.3.10.2) мы видим, что m пропорционально δ и ρ и растет с ростом b; но все это становится сразу ясным, если чет​ко представить ситуацию. Указанный контроль также же​лательно по возможности проводить и в промежуточных формулах.
    Контроль экстремальных ситуаций. Всегда оказывает​ся чрезвычайно полезным проследить за тем, какой вид принимают как исходные, так и промежуточные и оконча​тельные соотношения, а также выводы из исследования модели, если ее параметры приближаются к крайним до​пустимым для них значениям — чаще всего к нулю или к бесконечности. В таких экстремальных ситуациях задача часго упрощается или вырождается, так что соотношения приобретают более наглядный смысл и могут быть провере​ны — если, как это часто бывает, соответствующие им решения можно получить независимо от анализа общего случая или если они заранее известны.
   Так, в последней задаче п. 3.10.2 при стремлении а, δ или ρ к нулю объект вырождается и масса обращается в нуль; то же вытекает из формулы (1 п. 3.10.2), что служит ее подтверж​дением. Вырождение происходит и если а фиксировано, а [image: image3029.png]b=>a/z,



 либо если b фиксировано,  а [image: image3030.png]a-=2



(почему?); это же следует из (1 п. 3.10.2). Если одна из величин [image: image3031.png]b, 0, p



стремится к бесконечности, а остальные, как и а, фиксированы, то и [image: image3032.png]7t - W



 это вытекает как из смысла задачи, так и из фор​мулы (1 п. 3.10.2).
   В качестве другого примера рассмотрим случай. При решении задачи п. 2 § 1 сначала вместо (2.2) была выведена (как оказалось, ошибочно)  формула
                                   [image: image3033.png]2wy wy R
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               (1)
Для контроля решено было провести анализ экстремальных ситуаций. Пусть сначала т2→0, тогда как остальные параметры[image: image3034.png]my, ki, Ky, v



 не меняются. Тогда по смыслу задачи [image: image3035.png]


(продумайте это!); это же вытекает из (1) (так как[image: image3036.png]


в данных условиях), так что результаты согласуются. Но рассмотрим другую ситуацию: пусть [image: image3037.png]k=0,



 а прочие параметры не меняются. Тогда по смыслу задачи должно получиться [image: image3038.png]


однако в новых условиях имеем[image: image3039.png]w, = U



и потому из (1) следует, что [image: image3040.png]A-»0



 Так была обнаружена ошибочность формулы (1).
     Контроль математической замкнутости состоит в проверке того, что выписанные математические соотно​шения дают возможность решить поставленную математиче​скую задачу, т. е. что математическая модель полна. Так, если задача свелась к отысканию неизвестных величин с помощью решения системы конечных уравнений, которые должны удовлетворяться точно, то надо проверить, что этих уравнений — во всяком случае, независимых — столько же, сколько неизвестных. Если задача свелась к отысканию конкретного решения дифференциального урав​нения, то надо проверить, что поставлены также добавоч​ные (начальные, граничные) условия, определяющие это решение. (В таком случае после получения решения жела​тельно еще проверить, что поставленные добавочные ус​ловия учтены и что построенная функция действительно им удовлетворяет.)
    Упомянем еще о таком способе проверки правильности окончательного или промежуточного результата: если слож​ным, обходным путем получена простая формула, то пытаются найти более прямой путь ее вывода, что дает возмож​ность не только подтвердить ее справедливость, но и глубже ее понять. В качестве простого примера выведем форму​лу для производной по направлению от скалярного поля
[image: image3041.png]r=VE<+y+ 2,




где   х, у, z — декартовы координаты в пространстве. Вычисления дают (проверьте!):
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здесь точкой обозначено скалярное произведение, а но​ликом — единичный вектор. Однако скалярное произве​дение единичных векторов равно косинусу угла между нами, т. е. мы получаем формулу
[image: image3043.png]al
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Ее простота подсказывает, что должен быть ее непосредст​венный вывод. И действительно, этот вывод сразу получается из рассмотрения рис. 1 (АВ — дуга окружности с центром в О, отрезок АС перпендикуля​рен к r), так как при бесконечно малом ∆l величины |МВ| и  |МС| эквивалентны, а потому
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Рис. 1

3.10.4. Роль примеров
     Для успешного исследования мате​матической модели, избежания ошибок особенно велика роль правильной интуиции, ориентировки в рассматривае​мом круге вопросов. А для этого, в свою очередь, весьма полезным оказывается подробный разбор примеров, частных случаев, элементов модели. С помощью таких примеров можно выбирать и отрабатывать методы исследования мате​матической модели, формулировать и проверять те или иные гипотезы. Каждый пример служит как бы моделью интере​сующей нас более общей или более сложной модели, он выявляет некоторые свойства последней и способствует их пониманию. Существенно, что примеры часто удается иссле​довать значительно детальнее и с более высокой достоверно​стью, чем общую модель. (Впрочем, при переносе свойств примера на более общий класс объектов надо всегда иметь в виду, что некоторые из этих свойств могут проистекать именно из специфики данного примера.)
    Особенно велика роль примеров при опровержении не​правильных гипотез: утверждение «все лебеди белые» опровергается предъявлением хотя бы одного чер​ного лебедя.
   Приведем некоторые «примеры примеров». Легко про​верить, что если линейное однородное автономное диффе​ренциальное уравнение содержит производные только чет​ного порядка и имеет хотя бы один кратный характерис​тический корень λ, то в фундаментальную систему решений этого уравнения входят функции [image: image3046.png]te"
n
te™™,



а так как по
крайней мере одна из них безгранично возрастает по модулю при                t →∞, то такое уравнение неустойчиво. Исходя из этого, Лагранж, а за ним и Лаплас утверждали, что и линейная автономная механическая система, в которой силы трения пренебрежимо малы, в случае кратных характеристических корней из-за появления таких слагаемых всегда оказывается неустойчивой. На математическом языке это означает, что система уравнений вида
[image: image3047.png]dzx
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с постоянными коэффициентами при наличии кратного кор​ня обязательно неустойчива. То, что это не всегда так, сразу видно, если в качестве [image: image3048.png]Has



 взять единичную матрицу. Такой вид при п = 2 имеет после перехода к безразмерным координатам линеаризованная система уравнений колеба​ний маятника, имеющего две степени свободы, около ниж​него положения равновесия — очевидно, устойчивого. Эта знаменитая в истории механики ошибка Лагранжа полу​чилась, как считают историки, из-за того, что ему вообще не было свойственно сопровождать общие рассуждения при​мерами.
    Рассмотрим еще вопрос о влиянии рассогласования меж​ду начальными и граничными условиями на решение урав​нения с частными производными. Пусть, например, рас​сматривается некоторый процесс, происходящий в полубесконечном стержне, [image: image3049.png]0 x<om,



  начиная с момента t = 0. Тогда при t = 0 ставится начальное условие, а при  х= 0 — граничное условие. Таким образом, при [image: image3050.png]


оказываются поставленными и то и другое условия. Если они противоречат одно другому, то говорят об их рассогласо​вании. Как такое рассогласование сказывается на решении задачи? (Строго говоря, тут надо говорить об обобщенном решении.)
     Оказывается, что ответ существенно зависит от так на​зываемого типа уравнения, что легко продемонстрировать на примерах. Простейшим представителем уравнений «ги​перболического» типа, описывающих процессы, распрост​раняющиеся с конечной скоростью, является уравнение (1 п.3.8.6). Пусть начальные и граничное условия имеют, соот​ветственно, вид
[image: image3051.png]du
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причем функция и0 непрерывна. Тогда, исходя из формулы (3 п.3.8.6) для общего решения, можно получить явное выра​жение для решения
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           (1)
Но что происходит при [image: image3053.png]


 когда формулы сменяются?
Если [image: image3054.png]x -+ {an’,



 т. е. х приближается к at со стороны бóльших значений, то в силу второй формулы (1) имеем
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Если же [image: image3056.png]x> (at),



то в силу первой формулы (1)
[image: image3057.png]w5 o 2a1) ~ 1y (0)) (x > (at)).




Таким образом, при [image: image3058.png]1y (0) = 0



(это и есть условие рассогласования начальных условий с граничными) решение имеет разрыв вдоль всего луча [image: image3059.png]af, 0 €1 < ¢,



 в «мировой» плоскости х, t. Этот луч описывает распространение возму​щения, возникшего при t = 0 в точке х = 0.
     Оказывается, что описанная картина характерна для всех уравнений «гиперболического» типа, описывающих волно​вые процессы. При рассогласовании начальных условий с граничными у решения в случае одномерных задач возника​ют линии разрыва, подобные указанной; для двумерных и трехмерных задач размерность многообразия, на котором решение имеет разрыв, соответственно повышается. От​метим, что в разобранном примере линия разрыва оказалась прямой. Это связано со спецификой примера (предполо​жением об однородности стержня) и в общем случае может не иметь места.
     Рассмотрим теперь аналогичный вопрос для одномерного уравнения теплопроводности (1 п.3.8.5) — простейшего пред​ставителя уравнений «параболического» типа, описываю​щих процессы, распространяющиеся с формально бесконеч​ной скоростью. Пусть начальное и граничное условия имеют соответственно вид
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а  решение строится при[image: image3061.png]s x<w 0€1< o,



Решение можно получить по методу отражения: начальную функ​цию [image: image3062.png]B (x) =8, (0 < x< ),



 продолжить на отрицатель​ную полуось нечетным образом, т. е. положить [image: image3063.png]By (x) =



[image: image3064.png]


 после чего решить уравнение (1 п.3.8.5) на всей оси х с помощью формулы Пуассона, но решение рассмотреть только при х > 0, так как при указан​ном продолжении поставленное граничное условие обяза​тельно удовлетворяется (сколько тепла идет в точку х = 0 справа, столько же холода — слева). Таким образом, полу​чаем решение поставленной задачи:
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(при преобразовании интег​ралов мы пользовались четностью функции[image: image3067.png]


 Рассмот​рение полученной формулы для θ(х, t) показывает, что решение при [image: image3068.png]>0(0€ x< »)



 обладает непрерывными про​изводными всех порядков, т. е. начальное рассогласование сразу же ликвидируется, не порождая никаких разрывов. Ясно, что данный пример для уравнения теплопроводности является типичным, т. е. полученное заключение имеет общий характер. Оказывается, что этим же свойством обла​дают и другие уравнения параболического типа.

3.10.5. О верификации модели
    Проблема верификации мо​дели, т. е. выяснения ее адекватности, значительно выходит за рамки самоконтроля, но о ней нельзя упомянуть. Дейст​вительно ли, составляя уравнения и выбирая исходные данные, мы правильно учли все существенные для нас факторы, причем с необходимой точностью? Ответ на этот вопрос имеет кардинальное значение для проводимого иссле​дования или расчета.
     Если речь идет о модели, достаточно апробированной в рассматриваемой области приложений, то вопрос о вери​фикации обычно не возникает, мы полностью полагаемся на предшественников. Он становится существенным, если мы либо строим модель заново, применяя известные ранее приемы, либо применяем известную модель вне рамок, в которых она показала себя адекватной, либо, наконец, строим принципиально новую модель. Во всех этих слу​чаях, особенно в двух последних подтверждение адекват​ности модели весьма желательно, без этого такая адекват​ность остается лишь более или менее правдоподобной ги​потезой.
    Основным подтверждением адекватности принятой мо​дели является согласие следствий из нее с известными из эксперимента или из независимых теоретических исследо​ваний свойствами моделируемого объекта. При этом, чем больше окажется таких независимых подтверждений, тем большее доверие приобретает модель.
    Так, например, нас может интересовать форма нормаль​ных (т. е. гармонических или затухающих гармонических) колебаний системы, но из эксперимента нам известны только их частоты; тогда совпадение рассчитанных частот с экс​периментальными может служить подтверждением правиль​ности расчета форм. Совпадение рассчитанных прогибов с экспериментальными при каких-либо комбинациях значе​ний параметров (чем больше таких комбинаций, тем лучше) может служить подтверждением правильности расчетов про​гибов при других комбинациях значений. Правильность модели может подтверждаться и предсказанием с ее по​мощью какого-либо эффекта, относящегося к известному прошлому («предсказанием прошлого по предпрошлому»).
   Порой бывает и так: мы с помощью модели получаем только те результаты, которые нам уже известны из опыта. При этом модель подтверждается как бы впрок, в расчете на дальнейшие применения в условиях, не охваченных экс​периментом. К тому же математический анализ свойств объекта часто приводит к их более глубокому пониманию, что полезно само по себе.
    Отметим еще следующее важное обстоятельство: при теоретическом подтверждении модели надо следить за не​зависимостью подтверждающих соображений от подтверж​даемых. Допустим, что мы описываем поведение реального объекта с помощью системы дифференциальных уравнений, причем, решив эту систему по методу Галеркина, обна​ружили хорошее совпадение с ранее известным решением той же системы, полученным по методу сеток. Служит ли этот факт подтверждением адекватности модели? Конечно, нет, он говорит только о правильности решения системы дифференциальных уравнений.
    Если обнаружено существенное расхождение между рас​считанными и известными свойствами, то модель необ​ходимо изменить. Это можно делать, либо привлекая до​полнительные теоретические соображения, либо путем под​гонки, либо с помощью комбинации того и другого.
     Рассмотрим в качестве примера про​цесс падения дождевой капли среднего размера с высоты Н = 300 м с нулевой начальной скоростью. Примене​ние «школьной» формулы [image: image3069.png]s=gr/2



 дает время падения [image: image3070.png]T=vVIH/g=78¢.



 Однако фактически капля падает около 40 с, что показывает неадекватность «школьной» модели в данных условиях. Причина неадекватности здесь ясна: не учтено сопротивление воздуха, которое в данной ситуации оказывает весьма существенное воздействие.   Попробуем учесть это сопротивление. Самое простое предположение, не противоречащее здравому смыслу, таково: сила сопротив​ления пропорциональна скорости движения капли. При этом предположении уравнение движения приобретает вид
[image: image3071.png]



(х отсчитывается вниз от точки начала падения), где т — масса капли, а k>0 — коэффициент трения. Отсюда при нулевых начальных условиях получаем решение
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и соотношение между[image: image3073.png]H, Tuk/m
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Если [image: image3075.png]k/m



известно, то при заданном Н отсюда можно найти Т, решив (например, методом итераций) трансценден​тное уравнение
[image: image3076.png]



и положив затем[image: image3077.png]


Значение k можно получить теоретически по известной формуле Стокса [image: image3078.png]k = 6npr,



где μ — коэффициент вязкости воздуха, а r — радиус капли. Мы здесь поступим иначе: рассмотрим [image: image3079.png]K/m



 как подгоночный коэффициент, обеспечивающий заданное время падения капли. Тогда [image: image3080.png]


 надо найти из уравнения (2), считая H и g заданными. Для [image: image3081.png]k/m,



выраженного в с-1, получаем
уравнение
[image: image3082.png]K\? &
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откуда находим значение [image: image3083.png]k/m = 1,28,



т. е. формула (1) приобретает вид
[image: image3084.png]x=1T7-60(-e® t—sc,x—BM.




Мы видим, что уже после 2—3 секунд падения скорость оказывается почти равной своему предельному значению 7,7 м/с, так что модель, основанная на предположении о равноускоренности движения, оказалась полностью неадек​ватной.

3.11. Распространенные ошибки

3.11.1. Ошибки в выборе модели
     Эти ошибки могут про​исходить от разнообразных причин. Самой очевидной явля​ется непонимание ситуации, приводящее к выбору неадек​ватных гипотез. Яркий пример привел английский астроном А. Эддингтон: рыбак, который ловил рыбу только одной сетью, решил, разглядывая свои уловы, что наименьшие среди пойманных рыб — это самые маленькие рыбы в море; он допустил грубую ошибку, не учитывая важную особен​ность ситуации — определенный размер ячеек сети.
     Другой пример приведем. Приходя утром на работу, человек замечал, что пол его комнаты влажный, так как уборщица его протирала мокрой тряпкой перед началом работы. Как-то, включив сразу же вен​тилятор, человек обратил внимание на то, что вскоре та половина пола комнаты, где стоял вентилятор, совершенно просохла, тогда как другая половина пола еще оставалась сырой. Человек решил, что это явление связано с воздушным потоком, создаваемым вентилятором, и попробовал про​извести проверочные прикидки, но по прикидкам необ​ходимая мощность вентилятора оказалась непомерно боль​шой. Вопрос разъяснился, когда то же явление было обнару​жено и при неработающем вентиляторе: попросту выяс​нилось, что смочив тряпку один раз, уборщица протирала ею весь пол в определенном порядке и потому одна половина пола оказывалась смоченной сильнее, чем другая. Таким образом, в этом примере модель была основана на первой попавшейся на глаза причинно-следственной связи, бескон​трольно принятой за основную, что и привело к грубой неадекватности модели явлению.
    Сходный характер имеют случаи, когда не учитывается влияние факторов, которые по тем или иным причинам (например, из-за относительной малости характеризующих их параметров) считаются второстепенными, но на самом деле являются существенными, иногда даже определяющими для изучаемого свойства. Так, расчет так называемых ста​тически неопределимых систем (например, балки, лежащей на трех жестких опорах) был невозможен, пока не поняли, что математическая модель такой системы должна сущест​венно учитывать возникающие в ней малые деформации.
    Модель может оказаться неадекватной также из-за того, что при ее построении была применена схема (круг пред​ставлений, понятия и их связи), разработанная и адекватная для иной области явлений, к которой изучаемое явление не относится; гипотезы, на которые опирается модель, могут в изучаемой ситуации быть необоснованными или даже не​справедливыми. Пример такой ошибки — применение ла​минарной модели течения жидкости в условиях, когда на самом деле это течение турбулентно. Другим примером может служить незаконная попытка провести аналогию меж​ду расчетами балки на равномерно распределенную статиче​скую нагрузку и равномерно распределенную импульсивную нагрузку: в действительности зависимость прогиба балки и изгибающего момента от параметров балки в этих случаях принципиально различна.
       Поучительна история внедрения в практику формул для устойчивости стержневых систем. Первые формулы для критической нагрузки при сжатии упругих стержней получил еще Эйлер в 1757 г., однако они долгое время представляли лишь академический интерес. Практическая заинтересованность в вопросах устойчивости стержневых си​стем пробудилась в середине XIX века в связи с массо​вым строительством больших железнодорожных мостов. При этом Ходкинсон провел серию экспериментов, которые дали значения критической нагрузки в несколько раз меньше, чем получается из формул Эйлера. Только в конце XIX ве​ка выяснилось, что в этих экспериментах потеря устой​чивости стержней (довольно коротких) происходила за пре​делами пропорциональности, при пластических дефор​мациях, не учитываемых в выводе формул Эйлера. Та​ким образом, стала ясной область применимости модели Эйлера и эта модель в дальнейшем нашла практическое применение.
     Конечно, всякое сколько-нибудь существенно новое ис​следование требует выхода за рамки уже испытанной об​ласти и это влечет за собой некоторую возможность ошибки; разумный риск здесь необходим. Однако, как мы уже го​ворили, нужно стараться видеть слабые места в рассуждении, чтобы в случае необходимости произвести соответствующие коррективы или даже полностью изменить модель.
      Неадекватность, особенно количественная, математиче​ской модели может проистекать также от чрезмерных, вы​ходящих за допустимые рамки упрощений моделируемого объекта — упрощений геометрических форм, исходных за​висимостей одних величин от других (или даже замены неизвестных зависимостей на придуманные) и т. п. Труд​ность состоит в том, что упрощения необходимы, но до​пустимо ли то или иное конкретное упрощение, заранее далеко не всегда бывает ясно.
3.11.2. Влияние интерполяции и экстраполяции
    При пост​роении и исследовании математических моделей нам посто​янно приходится пользоваться различными зависимостями между величинами — как исходными, в том числе эм​пирическими зависимостями, так и получающимися в про​цессе исследования. При этом широко применяются интер​поляция и экстраполяция, которые могут как существенно помочь исследованию, так и оказаться источником ошибок .
      Самые грубые задачи интерполяции возникают при под​боре эмпирической формулы по данным измерения. Здесь надо предостеречь от формального, слепого подбора такой формулы только по измеренным значениям. Выбор вида формулы (многочлен, степенная функция, экспонента и т. д.) должен опираться на теоретическое обсуждение раз​личных свойств изучаемой зависимости. После этого выбора параметры, входящие в формулу, можно найти по методу наименьших квадратов или как-либо иначе. При этом применяемый метод должен быть устойчивым отно​сительно возможных ошибок измерения.
     Приведем пример. Пусть измерение величины у в зави​симости от величины х дало следующие результаты:
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(соответствующие точки показаны на рис. 1 кружками), причем в значениях у допускалась погрешность до 0,05. 
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Рис. 1

   Как известно, по четырем значениям можно подобрать многочлен           3-й степени, который точно принимает эти значения. В данном случае этот многочлен f(x) имеет вид (коэффициенты выписа​ны с точностью до 0,01)
[image: image3087.png]F{x) = 3,79x°—4,144+1,18x+0,42,




а его график показан на рис. 1 штриховой линией. Как видим, поведение этого многочлена при 0,2 < х < 1,0 совершенно не выте​кает в качественном отношении из заданных условий и «шатание» зна​чений у в рамках допускаемой погрешности  может существенно из-               менить его значения на этом интервале. Существенно боль​шее доверие в данном примере вызывает многочлен первой степени [image: image3088.png]Ji(x),



 найденной по методу наименьших квадратов.
Подсчет дает, что
[image: image3089.png]f1(x) = 0,84x + 0,40;




соответствующий график показан на рис. 1 сплошной ли​нией. Отклонения значений [image: image3090.png]f1(x}



 от измеренных не превы​шают 0,048, т. е. находятся в допустимых пределах.
      Специального внимания требуют возможные особенно​сти изучаемой зависимости — разрывы, острые экстремумы и т. п., которые могут оказаться определяющими, тогда как при «слепом» интерполировании их можно не заметить. (Например: пусть известно количество писем, доставленных в городе Н. 15 ноября и 14 декабря 1990 г., а также 15 янва​ря и 15 февраля 1991 г.; можно ли с помощью простой интерполяции приближенно определить количество писем, доставленных 31 декабря 1990 г.?) Это также делает суще​ственным предварительный или попутный теоретический неформальный анализ реальной зависимости. Он часто дает возможность предвидеть появление подобных особенностей и так направить подбор эмпирических данных и интерпо​ляционной формулы, чтобы получить правильное описание этой зависимости. Отметим, что во многих задачах оказы​вается удобным использовать в качестве интерполирующих функции, заданные не единой формулой, а двумя или несколькими формулами, действующими на различных ин​тервалах изменения независимой переменной. Такой харак​тер имеет, в частности, широко распространившееся интерполирование с помощью сплайнов (см. До​бавление, п. 7).
   Если при интерполяции обсуждение реального смысла исследуемой зависимости во многих случаях весьма полезно, то при экстраполяции такое обсуждение всегда является центральным, решающим элементом процедуры. Мы уже говорили, что интерполяцию одной и той же зависимости можно осуществить различными формулами. Но даже если эти формулы на интервале интерполирования дают близкие значения, то при удалении от него они могут приводить к принципиально различным результатам. Необоснованное распространение формул с исходного на существенно более широкие интервалы может приводить к вопиющим ошибкам, чему имеется много примеров. Особенно распространена формальная экстраполяция с помощью линейной функции или экспоненты, в основе чего лежит представление  (не всегда явно высказываемое!) о неизменности тех или иных решающих факторов.
    Таким образом, построение экстраполяционной форму​лы или дифференциального уравнения, решение которого должно экстраполировать исследуемую зависимость на сколько-нибудь значительное удаление от уже изученного интервала, возможно только при глубоком анализе влияния существенных факторов, их взаимодействия, усиления или ослабления при отходе от этого интервала и т. п.
3.11.3. Ошибки в выборе метода исследования
       Одна из распространенных ошибок состоит в недостаточной целеуст​ремленности исследования. Это касается как случаев, когда исследователь не представляет себе четко, что он собирается искать, так и случаев, когда такое представление имеется, но движение к цели происходит по слишком извилистому пути и при этом добывается слишком много по существу ненужной информации. Конечно, при решении любой сколь​ко-нибудь сложной задачи получение избыточной инфор​мации неизбежно. Но разным методам свойственно порож​дать различные объемы такой информации, и это надо учитывать при выборе метода. Еще Лаплас сказал: чтобы выяснить, что после дождя трава будет мокрой, нет надоб​ности вычислять траектории всех капель...
       Для уменьшения объема избыточной информации часто бывает полезным по возможности прямое изучение интег​ральных характеристик рассматриваемой системы и приме​нение различных интегральных соотношений — таких, как закон сохранения энергии и т. п. В этом смысле поучительны общие теоремы динамики механической системы; например, теорема о движении центра инерции не позволяет описать движение каждой из точек системы, но дает возможность получить интегральное представление о движении, во мно​гих случаях достаточное для приложений.
      В качестве другой распространенной ошибки укажем на недостаточное внимание к доброкачественности исходных данных. Большой труд, потраченный на реализацию самого точного численного метода, будет в значительной мере обесценен, если воспользоваться неверными или чересчур неточными исходными данными. Более того, если не об​ратить внимания на недостоверность этих данных, то можно сделать неверное представление о доброкачественности окончательного вывода, причем соблазн поверить в такой вывод будет тем большим, чем более трудной была мате​матическая задача. Когда же недоброкачественность резуль​тата будет обнаружена, весь метод может оказаться незаслуженно опороченным. Поэтому выбираемый метод решения задачи должен быть рассчитан на введение в него только таких данных, которые можно реально получить с требуемой достоверностью. Если достаточно точные исходные данные получить не представляется возможным, то во многих слу​чаях бывает целесообразно изменить метод — обычно упро​стив его, чтобы труд, связанный с применением метода высокой точности, не оказался напрасным.
     Печальную роль может сыграть ошибка в выборе вы​числительного алгоритма. Метод, корректный в «домашин​ном» понимании, может оказаться неустойчивым относи​тельно ошибок округления, что довольно часто бывает при решении краевых задач на ЭВМ. Это может привести даже к неправильным выводам о свойствах мо​делируемого объекта, так как чисто вычислительный эффект можно принять за физический. Например, если произво​дится расчет течения жидкости и при переходе характерной скорости потока через некоторое значение решение из «глад​кого» превращается в сильно осциллирующее, то это не обязательно говорит о смене ламинарного режима турбулен​тным: может оказаться, что при этом переходе применяемый вычислительный метод стал неустойчивым.
     Встречаются и многие другие ошибки математического характера. Здесь можно посоветовать только осваивать при​меняемую область математики, разбирать методы приме​нения математики к задачам, аналогичным интересующим Вас, накапливать опыт и интуицию, а в случае осложнений обращаться к специалистам за консультацией.
3.12. Некоторые методы исследования математических моделей

3.12.1. Вариационные методы решения краевых задач и определения собственных значений
                                             1. Принцип Дирихле

[image: image3091.jpg]///
Z, J = / &, lé.z, «, / d/-a
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 функции, кусочнонепрерывно дифференцируемые в  [image: image3095.png]NY



, которые принимают на кривой Г изнутри [image: image3096.png]


 заданные непрерывные значения  [image: image3097.png]K/X?V/



 и итеграл Дирихле  от которых конечен, называются допустимыми функциями.
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      Первая вариационная задача: среди допустимых функций найти такую, которая доставляет минимум итегралу Дирихле.                             Теорема.  Если заданная  на кривой Г   функция [image: image3099.png]2/



  такова, что класс допустимых функций не является пустым, то задача Дирихле (4), (5)  и первая вариационная задача эквивалентны.

     Доказательство.  1) Пусть                       

[image: image3100.jpg]£

“iey) < LD ED) -



                              решение первой вариационной задачи. Класс допустимых функций ищем в виде:
[image: image3101.jpg]wrzy) + A 37 )



где
[image: image3102.jpg]ém// €)1 CD),



интеграл (3) от h конечен и [image: image3103.jpg]boo)= 0, PES, &



- произвольная постоянная.

[image: image3104.jpg]Dlurer] =Blul+Lebluh] e *SIn]>0 7/



где
[image: image3105.jpg]DU k] i@/(%@u%,)/x;//




  Из (7) и произвольности [image: image3106.jpg]E=> Flwr]=0.




[image: image3107.jpg]/444/@/ //,c L ofy //zm//m/é/% oo

(9), A2 = aﬂéf = /;Aa;/;/a -TlLuhl-0
2



[image: image3108.jpg]@) €C%D) = 4l € D), kizy)/-



         произвольная функция 
[image: image3109.wmf]Þ

 (11) 
[image: image3110.wmf]Þ


                                     [image: image3111.jpg]4 zz/w%/ =0 Ve




2) Пусть теперь и(х, у) – решение задачи (4), (5), а [image: image3112.jpg]“/»z",///+é’4/,z;//



- класс допустимых функций, причем для  и(х, у) и h(х, у) имеет место формула
[image: image3113.jpg]o%fa,/u=v/4é%/f~/h;ﬁ% ree)
zr B



Из (12) и того, что [image: image3114.jpg]K@) = O, PEL 2 lins)



 органическая функция следует, что [image: image3115.jpg]Flw s]l=0.



 Поэтому из (7)
[image: image3116.wmf]Þ


[image: image3117.jpg]FLlw] s JLucr], ciAr)



т.е.  и минимизирует интеграл  Дирихле  и является решением первой вариационной задачи.    

    Замечание. Существуют и другие краевые задачи для уравнения Лапласа, которые имеют эквивалентные им вариационные задачи для интеграла  Дирихле, например, задача Неймана. Метод сведения краевых задач для уравнения Лапласа к эквивалентным им вариационным задачам  носит название принципа Дирихле.
2. Задача о собственных значениях

[image: image3118.jpg]dw+il = o, ve )
wUir) =0, PEL, )
term) € D)0 D) o)




   Вторая вариационная задача: среди допустимых функций, удовлетворяющих условию (15),  найти ту, для которой функционал.                             
[image: image3119.jpg]. e
S w) wa) )




где
[image: image3120.jpg]Hrw) = ) &g )%
«©) }/ gz % 72




принимает наименьшее значение.

Теорема 1.  Если и(х, у) – решение второй  вариационной задачи, то и(х, у) является решением задачи (14)-(16) .

     Доказательство.  1) Пусть и  решение второй  вариационной задачи, причем наименьшее значение [image: image3121.png]


                      

[image: image3122.jpg]9/54/
He)

e X >0

€74




  Для класса допустимых функций [image: image3123.jpg]M/-Zi,?//f é'é/;f,/f//



где  [image: image3124.png]


 - произвольная постоянная, h(х, у) - произвольная доустимая функция [image: image3125.png]Az

o, PES



 имеем

[image: image3126.jpg]r& %/
Gre) vLed /e 4)

£

L+ &

fre) =

>A,
ECHE) did
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HT &,





где
[image: image3127.jpg]H b)) = /%é/-c?/y/ vz
2




   Так как  F([image: image3128.png]


) при  [image: image3129.png]


=0 имеет минимум, то
[image: image3130.jpg]L) = g F) S ZL) -~ Sre) He 4)
Hrw)
(49 => Dw) =4 e

w0reL)

/23




   Подставим (23) в (22):
[image: image3131.jpg]) Sk - D) Ko )=o) | D k)4 Huh)y=0




Так как [image: image3132.jpg]Hw) *O,



то из (24) 
[image: image3133.wmf]Þ


[image: image3134.jpg]DBOUK) - A HUh)=O e



[image: image3135.jpg]UhEL D) n CUB),



контур Г достаточно гладкий 

[image: image3136.jpg]/ﬂé} q/'(ld_,é,@-f-&/ /}/-t ='/A[Zé/w;// (&é’/

@s)=> pru é} S HUk) = —f(w uwé/aj -
)
- akraa k) = O e



[image: image3137.jpg]wel ™ 0) =
D) => al€ D), ﬂf/x&y/



- произвольная функция
[image: image3138.jpg]2z = A +A & = O €27




  Теорема 2. Среди собственных значений задачи (14)-(16) найденное собственное значение является минимальным.

      Доказательство. Пусть  
[image: image3139.wmf]ll

¹

%

 некоторое собственное значение и  
[image: image3140.wmf]и

%

(х,у) соответствующая собственная функция.
[image: image3141.png]Q%AZ Tz, & 282 ey + ey =
# )

ﬁz& 2
174 /5’
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[image: image3142.jpg]a9 = QUS4
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e/
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Так как

[image: image3143.jpg]//:/ﬂ/)yef/(/}) /,‘;{/
AT




где [image: image3144.png]p//J



– класс допустимых функций, то

[image: image3145.jpg]cre)




3.12.2. Некоторые алгоритмы проекционного метода
1. Общая схема алгоритмов

[image: image3146.jpg]L = Au ~Ba = f, fE€4 /




где А, В – линейные операторы в гильбертовом пространстве Н; [image: image3147.png]D), D8/



 - область определения. [image: image3148.png]D), D8/



 - плотно в Н. Введем оператор 

                                     [image: image3149.jpg]e D)= )




   Система базисных (координатных) функций:

[image: image3150.jpg]7/ -
1971 #™ei), ivty, ¥ V=r4..




HN – линейная оболочка [image: image3151.jpg]DN

R

X

n

7.,

W 8



- базис в HN.

1) при любом N  функции  [image: image3152.jpg]W
AW



линейно независимы;                          2) последовательность подпространств { HN } предельно полна в Н; для [image: image3153.jpg]Vee & € =
P P

., Zre



[image: image3154.jpg][ e-liy i = 'g/ua—wn $ ECen), we by,

2

<)



[image: image3155.jpg]Elenw) — O, V> oo S Eew)



 - оценка погрешности аппроксимации. 

    Введем также базисные функции   [image: image3156.jpg]144 fediw)




   Ищем приближенное решение (1) в виде

[image: image3157.jpg]rz/




где аі, і= 1,2, …,N определяются из системы уравнений
[image: image3158.jpg]Alw + 8Ly ~f, K)=0, /=g vt sy
( .a/ 5 (// / %




где (u, v) – скалярное произведение в Н и 
[image: image3159.jpg]el =ree, )




   Разрешимость системы (4) и сходимость иN  к и при N→∞ зависит от свойств операторов А, В и выбора [image: image3160.jpg]< 1Z1, 147




                                                2. Метод Ритца
[image: image3161.jpg]Au=f, Loy )




где

[image: image3162.jpg]//54 y/:/(///#/, ///44/ 3/7/%],‘;/;0’ L, 7€ Bra).




 1) Выбирается  базис

[image: image3163.jpg]L%, 8 cBrt),ievig ot




2) Приблизительное решение ищется в виде (3).                                                   3) Коэффициенты аі  находятся из системы уравнений
[image: image3164.jpg](//aw,afﬁj & //3;»/%:44.., v e/



[image: image3165.jpg]/ = ’j: /V' 2 : v/ 2 =(2y )T
Aas=d, [ é/)z, 4/ //ff))a (s, 20)]
f=/§///--w/4/)7) s <fH7), ,;/‘://,g,__y,y /)




    Вариационная трактовка метода Ритца: рассмотрим квадратичный функционал энергии

[image: image3166.jpg]Ere) = (Aw, &)~ L0, £ ) Ve




    Теорема.  Для того, чтобы некоторый элемент [image: image3167.png]o € Do)



 сообщал  минимальное  значение функционалу энергии F(u), необходимо и достаточно, тобы этот элемент удовлетворял уравнению (5). Такой элемент единственный.

    Вариационная задача: найти функцию иN такую, что
[image: image3168.jpg]L tlny) s s //&‘j, o, 7€ 4, g/

o~



[image: image3169.jpg]o, e L) = Loz,
“




где

[image: image3170.jpg]-t apg) s 7
F£54

%: O, ievg. & e

L) = £y ,20) = Saa /1y 2/~




(10)
[image: image3171.wmf]Þ

(7), (6)

     Теорема.   Если для любой функции [image: image3172.png]& € Do)



 можно построить такую последовательность элементов
[image: image3173.png]



что [image: image3174.jpg]| #rr-&,)Iro



при  N→∞, то приближенные решения иN сходятся к точному решению и0 уравнения (5) при N→∞ и имеет место оценка
[image: image3175.jpg]| te -l s C mu|| Al~tn)ll,
(2%




где С>0  не зависит от и0  и иN.

     Доказательство. Пусть [image: image3176.png]2°€ E/)



- произвольная функция.
[image: image3177.jpg](R, &otr) = (A, ) + (40 0) ~ £ (A%, 7)=
= (A, &)+ (Ao, v) - 2/ 4 2) = fFro) + (A2)-
Sl ) F Srs) = L) - Fris) X (A%, &) -
~h(w )= Lv)-Fra) =

(Atte-v) to-2) = £ro) - A ves)




  Поскольку и0 минимизирует функционал F(v) на [image: image3178.png]2°€ E/)



, а  иN  минимизирует F(v) на НN, то
[image: image3179.jpg](Al t&o), to-ten) = Fran)-Fves) <
S Lyt )-Frwe) = (Al-2) a-24)




 При произвольной функции
[image: image3180.jpg]



[image: image3181.jpg]//'{/”Jé'i/rx/”i{ /4/&10'-(&,:/], Uo-Unw) £

(A1), tho-v0) $ | A WA (250 )




[image: image3182.jpg]s -<l
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   В силу произвольного выбора коэффициентов Сі, і=1, 2,…, N в разложении vN, положив vN=
[image: image3183.wmf]N

u

%

 получим утверждение теоремы.

   Замечание. При рассмотрении классической формулировки метода Ритца решение вариационной задачи может не существовать. Введем в [image: image3184.png]2°€ E/)



 энергетическое скалярное произведение и норму
[image: image3185.jpg][u,v]=(Au ), [«]=1uyw]™* (44)




и положим [image: image3186.png]2°€ E/)



  по энергетической норме. Получим энергетическое пространство НА, порождаемое оператором А. В НА могут появиться предельные элементы не принадлежащие [image: image3187.png]2°€ E/)



.
    Рассмотрим функционал энергии на НА:
[image: image3188.jpg]Fre) =lw ul- 204 &)




 и будем искать его минимум на НА. Пусть минимум достигается на             и0
[image: image3189.wmf]Î

НА. Если и0
[image: image3190.wmf]Ï

[image: image3191.png]2°€ E/)



, то и0 обобщенное решение (5), если                          и0 
[image: image3192.wmf]Î

[image: image3193.png]2°€ E/)



 , то и0 классическое решение (5).

      Краевые условия, которым удовлетворяют элементы из [image: image3194.png]2°€ E/)



, называются естественными для оператора А, а краевые условия, которым удовлетворяют как  элементы из [image: image3195.png]2°€ E/)



, так и элементы из НА, называются главными. Базисные функции выбираются из НА. 
                              3. Метод Галеркина
     Основной недостаток метода Ритца: он применим только для самосопряженных положительно определенных операторов.

                            Метод Бубнова-Галеркина.

[image: image3196.jpg]L =AwrBw=[0 fer &)




1) Выбирается  базис

[image: image3197.jpg]L%, 8 cBrt),ievig ot




2) Приблизительное решение ищется в виде (3).                                                   3) Коэффициенты аі  определяются из условия ортогональности невязки  [image: image3198.png]£ <L



 к  [image: image3199.jpg]



[image: image3200.jpg]



   Замечание. Если коэффициенты аі  определяются из условия
[image: image3201.jpg](L ten ~fo H)=C, o=ty A, ()




где {ψi}
[image: image3202.wmf]Ì

H – некоторый базис, то метод называется методом Галеркина – Петрова. 

Если
[image: image3203.jpg]st 7)< e, A7), (AL ) B LY



[image: image3204.jpg]A0, i, 7€ BA/,




то можно ввести энергетическое пространство НА. Тогда (14) 
[image: image3205.wmf]Þ


[image: image3206.jpg]Lw,v1+ (Bu,v)=(fv) veH, &)




1) Выбирается  базис

[image: image3207.jpg][}, e Ha, =04, 7




2) Приблизительное решение ищется в виде (3).                                                   3) Коэффициенты аі  определяются из системы уравнений
[image: image3208.jpg]Clw, 61+ (BUw, %) = (£, 9), iuva.,w )
La-4 L (ly) Ly =10914(849),
A=lts.,an)’, B=(ferrfo), fi=(f ) g




                             4. Обобщенный метод моментов
[image: image3209.jpg]Au+Bu=[f fE€A4
(R L&) sp NN, (4 #e)> 5 \kLl: # g0,



[image: image3210.jpg]& EIA)<SIr)



- оператор А является к-положительно определенным.

1) Выбирается  базис

[image: image3211.jpg]L%, 8 cBrt),ievig ot




2) Приблизительное решение ищется в виде (3).                                                   3) Коэффициенты аі  определяются из системы уравнений:
[image: image3212.jpg](Al + BlUn ~f, L) = O, c=d 4., A (&




       Замечание. Метод моментов широко используется для решения интегральных уравнений:
[image: image3213.jpg]/ -
@i - 4///@5/44(;}4://@ a<xsd (@0




    Ищем приближенное решение в виде разложения по полной системе функций [image: image3214.jpg][ re)f




[image: image3215.jpg]ﬂﬂ/ﬁ/ f/.z’/+42 a Fre) cas)

=1




Коэффициенты аі  определяются из условия ортогональности невязки  ко всем функциям
[image: image3216.jpg]/jgm/ y ///x;/f/m@/ S| g )ote =0

@ (22)
/ 7. N




чо приводит к системе:
[image: image3217.jpg]ja:/ ’4/4//1?/1

Ay ///z/f’/.z/c/z' / ////x y%r//f//a%é’;
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Y
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  Замечание. Если система  [image: image3218.jpg][ re)f



 ортогональная, то метод моментов эквивалентен замене ядра на специальное вырожденное ядро:  
[image: image3219.jpg]A/ z§) Z S/ ¢ /fj 2./F) //J/xg/f%/a@

(24)




5. Метод наименьших квадратов
   Пусть оператор  в (5) имеет ограниченный обратный А-1.

1) Выбирается  базис

[image: image3220.jpg]L%, 8 cBrt),ievig ot




2) Приблизительное решение ищется в виде (3).                                                   3) Коэффициенты аі  определяются из системы уравнений:
[image: image3221.jpg](AL, IE) < (L AR, 5l nf 125)
/ - 4: A c; = 7 3 /j: /4417-
Aasg, A /7/, {/ AL /f/,

4/'= Loy V) BBy, 20), /=//,,,_,,/4,)j
o/; =/./;/.Z// R AN 7




    Замечание. Соотношение (25) можно получить из условия минимизации функционала невязки
[image: image3222.jpg]V) SN Au-f Nwea 4




3.12.3. Метод конечных разностей

1. Основные понятия

    Рассмотрим задачу:
[image: image3223.jpg]{J(J/»Z‘/://@/j “Z'é—oﬂ/ /'//
Lre/ =///.z'/, w7 )




где  L– линейный дифференциальный оператор, 
       l- оператор дополнительныз (начальных, граничных) условий
[image: image3224.jpg]I

D+ 77




[image: image3225.png]Y



 заменяем на  [image: image3226.png]


 - дискретное множество узлов-сетка, [image: image3227.png]L, we



 заменяем на уh (хп) – сеточные функции (зависят от параметра h), [image: image3228.png]



[image: image3229.jpg]



  Пространство Н0 отображается на пространство Нh:
[image: image3230.png]



  где [image: image3231.png]


– линейный оператор из Н0 в Нh.

       На линейном пространстве Нh вводятся сеточные нормы ||yh||h- аналоги норм в пространстве Н0.

    Условия согласования норм:
[image: image3232.jpg]f'ﬂ Ny = feell,
-0

Fe UK lul,-




норма в пространстве Н0.

Пусть
[image: image3233.jpg]Scw) <GSR, weay, 7y /a) < F o)




[image: image3234.jpg]LE Fg,



 где [image: image3235.jpg]/4
2:5(//“%,
,



 - множество внутренних узлов, γh - множество граничных узлов.
   Перейдем от дифференциалных операторов к разностным:
[image: image3236.jpg]



      Будем говорить, что  Lh    аппроксимирует  L с порядком т>0 в точке х, если
[image: image3237.jpg]rw) = Ly )~ L i) = OF 1hI™). 13/




   Задаче (1)-(2) ставится в соответствие система алгебраических (разностных) уравнений.
[image: image3238.jpg]§ Zé/é/x/=v%/¢’/, weay, ¢/
G oyrce) <2 ), wepy <z




Семейство  уравнениий (4), (5), зависящих от параметра h, называются разностной схемой.
   Пусть

[image: image3239.jpg]BY = g4-%f, we &y =G«




Так как  Lh  и lh -  линейные операторы, то получаем задачу

[image: image3240.jpg]Ly %k =H, wed, vz
4 &k wEH, e




где  [image: image3241.jpg]Y



и  [image: image3242.jpg]


 - погрешности аппроксимации на решении и(х) разностной схемы уравнения (1) и дополнительного условия (2).
    Схема (4)-(5):

    а) аппроксимирует задачу (1)-(2) и имеет т-й порядок аппроксимации, если 

[image: image3243.jpg]W Ay = QCIRI™), Wllygy) = QO TR™) &/




б) сходится и имеет т-й порядок точности, если

[image: image3244.jpg]| 44 -~ Uil ==O([/u|'“). iz




      Схема (4)-(5) корректна (разностная задача поставлена корректно), если при всех достаточно малых |h|≤h0:
    а) разностная задача однозначно разрешима при любых входных двнных  [image: image3245.png]


и

    б) решение уh равномерно по h непрерывно зависи от входных данных (свойство устойчивости).

    Если Lh и lh– линейные операторы, то при |h|≤h0
[image: image3246.jpg]”/}/é’”/{é} < M ”“%“MU + My LX), s, e




где М1 >0,  М2>0 -  постоянные, не зависящие от h и выбора входных двнных  [image: image3247.png]


. 

Если схема (4)-(5) устойчива, а zh – решение задачи (6), (7), то   10) 
[image: image3248.wmf]Þ


[image: image3249.jpg]I - alligy =1 gy < Mo Wl gy + e 9kl 27




    Из неравенства (11) следует утверждение:

    Если линейная схема (4)-(5) устойчива и аппроксимирует задачу  (1)-(2), то она сходитмся (из устойчивости и аппроксимации линейной схемы следует ее сходимость).
     Порядок точности схемы (4)-(5)  определяется порядком аппроксимации.

2. Разностная задача для уравнения теплопроводности на отрезке
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           Разностная аппроксимация оператором  [image: image3251.png]



       Введем равномерные сетки:

         Назовем шаблоном множество узлов, на котором записывается оператор.
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    Подставляя (20) в (17), (18), получим
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     При σ=0,5 («симметричная схема»
[image: image3261.jpg]g =Z@f)
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где  ψ – погрешность аппроксимации оператора L  соответствующим разностным оператором Lhτ.
   Добавляя разностному  уравнению разностные начальные и граничные условия, аппроксимирующие  условия (19) и (14), получим разностную начально-краевую задачу (схему):
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  где
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Схема (24)-(26) аппроксимирует задачу (12)-(14) с порядком [image: image3264.png]Gt e )



  при σ=0,      σ=1 и  [image: image3265.png]Y 5



 при σ=0,5.
     Схема называется явной, если σ=0. При σ≠0 схема называется неявной (при σ=1- чисто неявной).
              Явная схема (σ=0):
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       Чисто неявная схема (σ=1):
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     Теорема. Для устойчивости разностной схемы (24)-(26) достаточно, чтобы существовали такие не зависящие от h и τ постоянные С1≥0 и С2≥0, при которых имеет место оценка
                       [image: image3268.jpg](Eal Y2 P e A WY




     Замечание. В (29) введены нормы:

        равномерная (чебышевская):

                            [image: image3269.png]”yy” .y I/,,, Ve




        на s–м слое:
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          Доказательство.
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  Так как
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при  т≤М, то полягая
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         Рассмотрим устойчивость чисто неявной схемы (σ=1).
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         Рассмотрим устойчивость явной схемы (σ=0).
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    Пусть γ<
[image: image3278.wmf]1

2

. Тогда 1-2 γ>0 и получим
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Пусть
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– ошибка на s–м слое. 
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ошибка неограниченно возрастает, причем с уменьшением шага сетки ошибка нарастает (увеличивается число шагов).
    Выводы. Чисто неявная схема является безусловно устойчивой. Явная схема является условно устойчивой при выплнении условия
[image: image3283.jpg]c#8)




3. Метод прогонки
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     Обратный ход:
[image: image3288.jpg]/'f = Qfdﬁ%,«/ DJ¢,{ , RENLNL.,O0 SIF)




     Достаточные условия устойчивости:
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     Число авифметических операций прогонки [image: image3290.png]



        Покажем, что (59)  
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|αi|≤1, i= 1, 2, …, N
     Индукция:
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        Покажем, что αi|<1  
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|αi+1|<1
     Если 
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        Покажем, что (59)  
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        При |αi|≤1 ошибка 
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не нарастает
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   Если αi+1, βi+1 возмущаются, то 
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где ε0 – ошибка округления.

        4. Экономичные разностные схемы. Схема переменных направлений
    Схемы, применяемые для решения многомерных задач и сохраняющие в себе достоинства явных и неявных схем, называются экономичними.

    Экономичная разностная схема:

   1) является безусловно устойчивой,

   2) требует при переходе со слоя на слой числа арифметических операций, пропорционального числу узлов сетки.

     Схема переменных направлений
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фиксированный индекс не пишется.

      Прогонка вдоль каждой строки п2=1, 2, …, N2-1 требует [image: image3311.png]G )



 арифметических операций – всего [image: image3312.png]Crvite).



 Прогонка вдоль каждой строки          п1=1, 2, …, N2-1 требует [image: image3313.png]4<%



 операций – всего [image: image3314.png]Crvite).



 Счет по схеме переменных направлений требует  числа арифметических операций  [image: image3315.png]Crvite).



 пропорционального числу узлов сетки и на каждый узел приходится число операций,  не  зависящее от числа узлов.
5. Консервативные однородные разностные схемы
        Пол однородными разностными схемами (ОРС) понимаются такие схемы, вид которых не зависит ни от выбора конкретной задачи данного класса, ни от выбора разностной сетки. Коэффициетнты ОРС определяются как функционалы коэффициетнтов дифференциального уравнения («шаблонные функционалы».

ОРС сквозного (или непрерывного) счета.

       Схемы, выражающиена сетке законы сохранения, называются консервативными или дивергентными.

      Схемы, нарушающие законы сохранения, называются неконсервативными или дисбаланстными.

    1) Интегро-интерполяционный метод (ИИМ) - метод баланса.

       Рассмотрим уравнение
[image: image3316.jpg](Kiz)etw) L grajeres/=- 0% 4




 где  к(х) и  q(х) могут быть разрывными.
    Уравнение (1)  описывает стационарное распределение тепла в стержне. Введем равномерную сетку ωh и промежуточные потоковые узлы хі±0,5= хі±0,5h.
  Закон сохранения тепла (уравнение баланса) на отрезке [хі-0,5, хі+0,5]:
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где 
[image: image3318.png]W(.z") =~ ///x]%




- тепловой поток.

   Предположим, что и=иi=const при хі-0,5≤х≤ хі+0,5.

Тогда[image: image3319.png]Lo
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 где 
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   Проинтегрируем равенство [image: image3321.png]


 на отрезке [хі-1, хі]:
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   Положим W=W і-0,5= const  при хі-1≤х≤ хі+1.

   Тогда
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или 
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где 
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(2)-(4), (6)-(8)
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где 

[image: image3328.jpg]VoD




  2. Метод конечных элементов (МКЭ) – проекционно-сеточный метод.
    Рассмотрим краевую задачу:
[image: image3329.jpg]o
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   Покроем отрезок 0≤х≤ 1 системой интервалов хк-1≤х≤ хк и для каждого  к≥1  введем функцию ωк(х):
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 где 
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       Система функций {ωк(х)} полна в том смысле, что любую непрерывную кусочно-линейную функцию [image: image3333.png]Fz/



 с возможными изломами в узловых точках {хк}  и обращающуюся в нуль в граничных точках отрезка [0, 1]  можно представить в виде линейной комбинации функций{ωк(х)}:
[image: image3334.jpg]



   где в качестве коэффициентов стот значения самой функции [image: image3335.png])



 в точках  [image: image3336.png]



            Система {ωк(х)} обладает также некоторым сигналом свойства ортогональности.
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   Ищем решение задачи (11)-(12) в виде разложения по системе{ωк(х)}:
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где 
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где 
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    К уравнению (22) следует добавить граничные условия:
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3.12.4. Асимптотические методы
    Получение формул,  описывающих качественное поведение решения на некотором интервале.

1. Метод малого параметра
1) Регулярные возмущения
      Рассмотрим задачу Коши:

[image: image3345.jpg]fff =A£Cy Z ) P A Y o e




Пусть параметр μ изменяется в некоторой окрестности значения                  μ=0. Предположим, что при μ=0 решение задачи (1) известно. Нас интересует решение при μ≠0, но достаточно малых.
     Теорема. Если функции f,  [image: image3346.png]NR



направлены по всем переменным

y, t, μ в [image: image3347.png]


 где
[image: image3348.jpg]DEjijtcaly Plsd | wlscf,




то решение задачи (1) непрерывно по t и параметру μ при  t
[image: image3349.wmf]Î
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   Рассмотрим задачу (1) при μ=0:
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      Из теории следует, что при t
[image: image3352.wmf]Î
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где ε(t, μ)
[image: image3354.wmf]Þ

0 при ε→0.
    Формула (2) - асимптотическая формула (асимптотическое представление) решения у(t, μ) по малому параметру μ.
    Асимптотическими формулами по малому параметру мы будем назывить такие формулы, в которых некоторые члены, называемые остаточными членами, выписываютя не точно, а указываются лишь их свойства при μ→0, например, порядок стремления к нулю при μ→0. В реальных задачах  μ является малой, но не бесконечно малой величиной. Поэтому асимптотические формулы произвольную степень точности обеспечить не могут. Асимптотические формулы удобны тогда, когда нужно получить качественную картину решения.
    Разложим функцию f(у, t, μ) в ряд по степеням μ (предполагая, что она обладает нужным числом производных по μ и у:
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  где f  к (у, t, 0) (к=0, 1,…) - тейлоровские коэффициенты.

     Представим решение задачи (1) в виде формального степенного ряда:
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   Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях μ:
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   Считая, что у, t изменяются в ограниченной области [image: image3359.png]


 и | μ |≤μ0, получим оценку приближенного решения, даваемого конечной суммой
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Пусть и=у-sк
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где
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так как все члены разложения f до μк включительно учтены уравнениями (8) для уі (і= 0, 1,..,к)
[image: image3364.wmf]Þ
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где
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  Запишем и оценим решение задачи (11):
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то есть получено решение с погрешностью ~ μк+1.

Ряд (5)  называется асимптотическим рядом или асимптотическим  разложением по малому параметру μ для у(t, μ). Подчеркнем, что [image: image3368.png]Gt (B 4] =2 1 “re)




при фиксированном к и μ→0. Ксли же μ  фиксированно, а к →∞, то                      εк+1(t, μ) может предела не иметь, т.е построенный ряд (5) сходящимся, вообще говоря, не является.

        Малые члены, отбрасываемые в уравнении, называются возмущениями. Если μ входит в f(у, t, μ) регулярным (непрерывным) образом, то получаем регулярные возмущения.

2) Сингулярные возмущения
    Уравнение движения маятника в среде с сопроивлением:
[image: image3369.jpg]APk S o
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где  μ=І – момент инерции тела относительно оси вращения.

      Если μ =0, то порядок уравнения (15) меняется и оба условия (16) учесть уже нельзя. Поэтому в окрестности начальной точки правильной модели мы не получим. 

    В данном случае говорят  о нерегулярной или сингулярной зависимости от μ и о сингулярных возмущениях.

    Рассмотрим задачу Коши:
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   Вырожденное равнение
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может  иметь несколько решений [image: image3372.png]N



 К какому из них будет сходится решение у(t) при μ→∞?
      Корень [image: image3373.png]7= FE/



называется устойчивым при 0≤ t≤Т, если выполняется условие:

[image: image3374.png]2 £)<o.
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   Областью влияния (притяжения) корня  [image: image3375.png]


 называется область, в которой интегральные кривые направлены к корню.

[image: image3376.jpg]



  Теорема.  Если    [image: image3377.png]//f/-—ﬂ/x/



- устойчивый корень уравнения  (19), а начальное значение лежит в его области влияния, то решение              у(t ,μ)  задачи (17)-(18) cуществует на отрезке [0, Т] и для него имеет место  предельное соотношение [image: image3378.png]


 при 0<t≤Т. Область, в которой решение задачи  (17)-(18) у(t, μ)  сильно отличается от решения  [image: image3379.png]


вырожденного уравнения (19), называется пограничным слоем.
   Асимптотическое представление для задачи (17)-(18) имеет вид:
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но в отличие о регулярного случая остаточный член ε(t, μ) уже не является равномерно малой величино.

         При достаточной гладкости правых частей можно получить   асимптотическое представление для решения задачи (17)-(18) с остаточным членом  [image: image3381.png]


  но кроме степенных по μ регулярных членов оно будет содержать  пограничные члены, зависящие от μ не степенным образом. Пограничные члены имеют заметную величину при t=0 и быстро убывают с ростом t:
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где 
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Пусть
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где 
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  В общем случае получаем цепочку:
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где Qi – известные выражения, уi(t) определяются из алгебраических уравнений.
    В теории сингулярных уравнений доказывается, что ряд (21) является асимптотическим рядом и имеет место оценка:
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   Пример.
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2. Метод ВКБ (Венцеля,  Крамера, Бриллюэна)
  В квантовой механике, теории колебаний и ряде других областей встречается сингулярно возмущенное уравнение вида:
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где  
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Решение уравнения (1) носит колебательный характер, причем при малых μ частота колебаний будет очень большой, что качественно отличается от раннее рассмотренных явлений.

      Сделаем замену:
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    Перейдем к переменной t:
[image: image3409.jpg]7

/4@)4’5

¢)



[image: image3410.jpg]7 ’ & : ” ” s ’ /
Y= & :%7”& :géﬁi +% ;% as)
A, ) => 29" 9 @ 01)*% %
L " v _ I 2 v
Q/é%'x= {‘/ﬁc’— 24° 4 Q7 )./M }Q /Kj

2 &) =5 @Zju y—/ﬂ/’y=g




где 
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- непрерывная функция.

    Вырожденное уравнение при μ=0
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имеет решение
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   Сравним решение [image: image3414.png]


 и  [image: image3415.png]


 уравнений (7) и (9). Для которых [image: image3416.png]1



 при х=а.

   Для [image: image3417.png]


получим уравнение
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решение которого удовлетворяет уравнению:
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где 
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Решение (11) заведомо существует и единственно при [image: image3421.png]/y’z/é{< /,




где 
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    Поскольку
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где
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то решение (11) существует и единственно при
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  При этом условии
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где
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      Замечание. Для уравнения
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аналогично получаем:
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3. Метод усреднения Крылова-Боголюбова
    Рассмотрим работу лампового генератора с контуром в цепи сети.

[image: image3433.jpg]



Если бы триод Т отсутствувал, то в контуре RLC могли бы возникнуть затухающие электромагнитные колебания. Однако, благодаря  связи между катушками L и L1 (М – коэффициент взаимной индукции) в системе возникают автоколебания.
      Автоколебания называются незатухающие колебания в диссипативных нелинейных системах, которые поддерживаются за счет внешнего источника энергии. Характерной особенностью автоколебаний является отсутствие внешнего периодического воздействия.
     Для напряжения U  получается дифференциальное уравнение
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где   S(U)≈ S2 - S2U2 – сетчатая характеристика лампы. Точка обозначает производную по времени.

    Пусть
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  Введем новые переменные:
[image: image3436.jpg]W:ajp{)/;y/?(/; £ = X _ <7





малый параметр
(3), (4) 
[image: image3437.wmf]Þ
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       Уравнение (5) называется уравнением Ван дер Поля.
       Рассмотрим задачу Коши:
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     Если искать решение задачи (6), (7) в виде
[image: image3440.jpg]JY = 7 et e/




то 
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а для у1(t) получаем резонансный случай
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и  решение неограниченно возрастает по времени:
[image: image3443.jpg]J A ) L st -
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    Для решения задачи (6), (7) используем метод Крылова-Боголюбова. Этот метод основан на принципе усреднения, заменяющем точное решение дифференциального уравнения усредненным. Он особенно удобен для исследования нелинейных колебательных процессов.
     Рассмотрим систему
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где ε – малый параметр. Пусть Х – достаточно гладкая функция по х и t и обладает свойством «возвращенности»  по t, т.е.  среднее значение
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например, Х периодическая или почти периодическая функция t. Если Х периодическая с периодом 2π по t функция, то (10) 
[image: image3446.wmf]Þ


[image: image3447.jpg]74
Xoz) =:g‘é‘ //f//»Z',/)o//, )




   Согласно  методу Крылова-Боголюбова, т-е приближение к решению х(t)  системы (9) имеет вид:
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где ξ=ξ(t) – решение усредненного уравнения
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где функции  иі(ξ, t) и Аі(ξ) подбираются из того условия, чтобы выражение (12) удовлетворяло уравнению (9) с точностью до членов порядка εт+1 и чтобы иі(ξ, t) обладали по t той же «возвращенностью», что и   Х(х, t). Функции иі находятся элементарно, а функции Аі определяются в результате усреднения правой части системы (9) после подстановки в нее выражения (12).
    Замечание. При вычислении интегралов (10) и (11)  х рассматривается как параметр и усреднение происходит по явно входящему t.

   Разложим правую часть (9) по ε:
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    Первое приближение:
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   Подставим (12) в (9) и учтем члены первого порядка:
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где 
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    Учитывая  члены первого порядка (16)-(18) 
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Положим
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Второе приближение:
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Подставим (12) в (9) и учтем (23).    Учитывая  члены второго порядка  и формулу (22), получим:
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 где 
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Положим
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     Этот процесс можно продолжить,  но обычно ограничиваются одним-двумя приближениями, так как быстро возрастает сложность вычисления [image: image3463.png]



     В теории метода Крылова-Боголюбова доказывается, что если Х(х, t) обладает необходимой гладкостью и «возвращенностью» (например периодичностью) по t при фиксированном х, то [image: image3464.png]


 на участке  [image: image3465.png]



        Запишем уравнение (6) в виде системы и поставим задачу Коши:
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    Будем искать решение задачи (28) в виде
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где а и θ – функции t.
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Система (30) совпадает с (9), если положить
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Обозначим также 

[image: image3470.png]



  Первое приближение:
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Усредненная система имеет вид:
[image: image3472.jpg]



    Полагая х1=ξ, получим:
[image: image3473.jpg]47
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      При t→∞  решение выходит на стационарный режим: y(t)= 2 cos t.
     На фазовой плоскости (у, 
[image: image3474.wmf]у

&

) автоколебаниям соответствует предельный цикл – замкнутая траетория, на которую наматываются все фазовые траетории из некоторой окрестности.

     Множество, к которому сходятся фазовые траетории, называется аттрактором.
    В рассматриваемом случае аттрактором является окружность радиусом 2.
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   Точки покоя уравнения (31) 
[image: image3476.wmf]а

=0 и 
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=2. Первый корень неустойчивый:
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а второй - устойчивый:
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     Уравнение (21) принимает вид:
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   Второе приближение:
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    Усредненная система: (23), (25), (26)  
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    Уравнение (35) совпадает с (31) 
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при t→∞ 
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 следовательно [image: image3487.png]



     Второе приближение имеет вид:
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где 
[image: image3489.wmf]а

 и 
[image: image3490.wmf]q

определяются из (35), (36).

    Для стационарного решения получим
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где
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    Подставляя (38) в формулу
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и удерживая члены порядка ε, получим второе приближенное стационарное колебательное решение уравнения Ван дер Поля:
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   На фазовой плоскости траетория второго приближения отклоняется от окружноти на величину порядка ε.

3.12.5. Фракталы и фрактальные структуры
    Как мы уже говорили, фрактал – это геометрическая фигура, в которой один и тот же фрагмент повторяется при каждом уменьшении масштаба.

                                   1. Фракталы в математике
   В  1883 году Георг Кантор описал множестово, которое теперь называют множеством Кантора. Это множество имеет мощность континуума, но мера его равна нулю. Каждый из фрагментов множества Кантора выглядит, как все множество в целом, т.е оно самоподобно.
     В 1886 году Карл Вейерштрасс построил функцию, не имеющую производную ни в одной точке
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где 0<A<1. График этой функции – бесконечно изломанная линия. При увеличении любой участок кривой выглядит подобно всей кривой.

         В 1904 году Кох построил пример непрерывной кривой, которая нигде не имеет касательной. Можно построить снежинку или остров Коха, если в качестве начального объекта взять равносторонний треугольник, а не единичный отрезок.
   Снежинка или остров Коха будут иметь бесконечный периметр, но при этом будут ограничивать конечную область.
   В 1915 году Вацлав Сернинский построил ряд конструкций, в частности салфетку Сернинского. Если в качестве начального объекта взять не равнесторонний треугольник, а квадрат, то получим ковер Сернинского. Можно построить трехмерные аналоги этих объектов. Их называют губками.

    Рассмотренные объекты называются конструктивными фракталами. Они получаются в результате простой рекурсивной процедуры (комбинации линейных преобразований).

    Динамические фракталы. В 1918 году Жюлиа и Фату исследовали свойство отображения
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на комплексной плоскости. При фиксированном С в зависимости от выбора начального приближения пределом последовательности будут либо ноль (аттрактор), либо бесконечность (аттрактор). Граница, разделяющая область  притяжения этих двух аттракторов бесконечно изрезана и является фракталом – множеств Жюлиа.
    С помощью (1) Бенуа Мандельброт прослеживал судьбу финкированной точки z при различных С:

   а) последовательность  приближалась к нулю (аттрактор),

   б) последовательность  приближалась к бесконечности (аттрактор),

   в) специальный случай: последовательность лежит на границе двух областей притяжения.

       Эта граница имеет фрактальную структуру и является странным аттрактором для данного процесса. Фигура, ограниченная данной границей, называется множеством Мандельброта. 

                   2. Размерность самоподобия
            Единичный отрезок, N частей длины  l=
[image: image3497.wmf]1
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1=Nl.
            Единичный квадрат, N квадратов со стороной
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    Единичный куб, N кубов со стороной  
[image: image3500.wmf]3
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1=Nl3.
     Во всех этих случаях получаем Nld=1, где d – размерность самоподобия.
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     Чтобы построить множество Кантора нужно взять два множества длины 
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уже не отрезок, но еще не точка.

     Одна салфетка Серпинского  состоит из трех салфеток с размером строны 
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уже не фигура, но еще не отрезок.

     Для кривой Коха требуется четыре отрезка длиной 
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3. Фракталы в природе
   Регулярные фракталы:  на каждом этапе масштабирования в точности повторяют объект в целом.
   Нерегулярные фракталы:  на каждом уровне масштаба структура фрактала подобна, но не идентична объекту в целом.

             Природные фракталы: деревья, реки, облака, береговая линия.

         Человеческий организм: структура дихательной, кровеносной и нервной систем, губчатая структура костей, нейроны (нервные клетки), фрактальные ответвления и  складки поверхности кишечника.

4. Моделирование дендритов
   Дендриты  (древоподобные фракталы): кристаллы, молния, трещины, разломы. 

   Модель ОДА – ограниченная диффузией агрегация: случайное движение молекул, которые могут слипаться, образуя кластер.

   а) Случайная частица движется случайным образом с окружности круга, в центре которого расположена затравка, достигнув которой, частица сливается с ней. В результате получается «дендритный кристалл».
    б) Случайная частица движется случайным образом с верхней границы прямоугольника. При достижении боковых границ она упруго отражается, а при достижении нижней границы прилипает. В результате образуются «фрактальные водоросли».
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Построение множества Кантора
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Построение кривой Коха.
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Остров Коха
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Остров Коха, ориентированный внутрь труегольника.
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Построение салфетки Серпинского.
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Множество Жюлиа при С=0,27334+і0,00742
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Множество Мандельброта. 
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          а) Дендрит, полученный по методу ОДА.

          б) Реальный кристалл в виде дендрита.
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«Фрактальные водоросли»
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Распределение концентрации X. Два различ​ных типа структур, возможных в одной и той же нели​нейной среде (А = 2, B = 4,6, D1= 1,6∙10-3; D2= 8,0∙10-3) при    задании    различных начальных данных.
3.12.6. Самоорганизация и образование структур. Синергетика
1. Диссипативные структуры
    Рассмотрим распределенные системы, в которых в результате развития неустойчивости в однородной диссипативной среде могут возникать устойчивые пространственно-неоднородные структуры. Такие структуры называются диссипативными. Основы их теории заложил в 1952 году М. Тьюринг, а сам термин предложил И.Р. Пригожин.

     Общим условием развития процессов самоорганизации (самопроизвольного возникновения волн и труктур) является появление неустойчивости, возникающее, если отклонание от состояния равновесия превышает критическое.

  Диссипативная структура поддерживается за счет постоянного притока энергии и вещества – открытые системы.

   Уравнения, описывающие процессы в системе, должны быть нелинейными.

         Поцессы в среде должны протекать согласованно.

       Синергетика изучает процессы образования структур в сложных самоорганизующихся системах.

2. Модель брюсселятора
    Базовая модель синергетики, предложенная в 1968 году Пригожиным и  Лефевром, позволяет выявить условия возникновения типов самоорганизации в химических и биологических системах. Представляет собой  схему гипотетических химических реакций, происходящих в тонком и длинном (одномерном) сосуде-реакторе длинной l. 

                                Закон действующих масс
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где  к – постоянная реакции, [image: image3523.png]


 - концентрации.
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                        Схема реакции:
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вещества Х и Y остаются в реакторе, вещества [image: image3527.png]


 и Е удаляются (система открытая), к-і
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кі, і=1, 2, 3, 4.
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где [image: image3530.png]


 - коэффициенты диффузии.

    Замена переменных:
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   Начально-краевая задача (7)-(10) является моделью брюсселятора.
     Исследуем стационарные однородные по пространству решения  (7)-(8) 
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    Единственное решение
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     Будум менять [image: image3537.png]NXovw), Yorz)



и В. Если В невелико, то независимо от начальных данных через определенное время установятся концентрации
[image: image3538.jpg]Xrw t) = A, Yie )= 8/4. et/




    Устойчивое стационарное решение, на которое, незавасимо от начальных данных, выходят распределения параметров при небольших внешних воздействиях называются термодинамической ветвью.
    Зафиксируем [image: image3539.png]NXovw), Yorz)



 и будем увеличивать В.  Начиная с критического ВС происходит выход на немонотонные стационарные распределения концентраций, возникающие вне термодинамической ветви и называемые Пригожинскими диссипативными структурами.

     Стационарные решения (13) удовлетворяют задаче при любых В. При В>ВС  появляется несколько     стационарных решений, т.е. происходит ветвление решений или бифуркация.

    Зафиксируем В>ВС и будем менять [image: image3540.png]NXovw), Yorz)



. При некоторых В с разных классов начальных данных в одной и той же нелинейной среде происходит выход на разные стационары.
    Причиной возникновения структур являются внутренние свойства системы, а поводом – внешние флуктуации. Для учета флуктуаций в правые части (7) и (8) добавляют случайные функции.

      Резонансное воздействие на систему в окрестности ВС: слабые воздействия вызывают сильный эффект.

      Определение ВС.  Линеаризуем уравнения (7) и (8):
[image: image3541.jpg]w7)



[image: image3542.jpg][ K| <<A4, | Y] << BJA.




  Подставим (15) в (7) и (8) и отбросим члены второго порядка и выше:
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       Найдем частные решения вида [image: image3544.png]I ST
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 для всех т, то термодинамическая ветвь  (14) устойчива (малые В).

   Если при [image: image3549.png]E e
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 то при В>ВС возникают структуры.

  Если при  В=ВС для некоторого т [image: image3550.png]Ao Sy, = Apy =0, T S, = ~ T Amy



 , то функции [image: image3551.png]Nom we
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 периодические и в системе возникают колебания (обычно [image: image3552.png]


).
Добавление
1. Вывод некоторых уравнений математической физики.
     а. Уравнение теплопроводности. Пусть тепло распростра​няется в некотором теплопроводящем теле; рассмотрим в нем произвольную область (Ω) в какой-то момент t времени. На поверхности (S) этой области определен тепловой поток с плотностью q, так что через элемент (dS) поверхности за время dt проходит тепловая энергия [image: image3553.png]dQ = g, dSdt,



 где п — направление внешней нормали к (S). Таким образом, через (S) за время dt проходит тепловая энергия
в направлении изнутри наружу.[image: image3554.png](J ¢Sy dt

1)




    С другой стороны, в элементе [image: image3555.png]


объема содержится [image: image3556.png]cpBdQ



 тепловой энергии, где с — удельная теплоемкость,  ρ — плотность тела, а θ — температура в данной точке в данный момент времени. Предполагай, что внешние источ​ники тепла отсутствуют, составляем баланс тепловой энер​гии за время dt:
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[image: image3558.png]{8,



 — частный дифференциал, вычисляемый по формуле [image: image3559.png]o
G = a—u dn.



 Применяя к правой части формулу Остроград​ского, а к левой — правило Лейбница о дифференцировании интеграла по параметру (в данном случае по t), получаем
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   Выбрав область (Ω) бесконечно малой, получаем отсюда уравнение
                             [image: image3561.png]a(cp&) —=2 +divg =0,



                           (Д.1)
     Примем для теплопроводности закон Фурье: плотность теплового потока пропорциональна градиенту температуры, [image: image3562.png]Q=—Agrado



 (подумайте, почему здесь берется минус), где λ — коэффициент теплопроводности тела. Этот закон под​разумевает, в частности, что по отношению к теплопровод​ности рассматриваемое тело изотропно. Кроме того, будем считать величины с, ρ, λ. постоянными (это, в частности, означает, что тело является однородным) и введем ко​эффициент температуропроводности [image: image3563.png]


 Тогда из уравнения (Д.1) получим окончательно уравнение теплоп​роводности
                                      [image: image3564.png]w
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                             (Д.2)
   Мы предоставляем читателю показать, что при наличии внешних источников тепла с плотностью ρ (вообще говоря, зависящей от точки пространства и момента времени) теп​ловой процесс описывается, взамен (Д.2), неоднородным уравнением теплопроводности
                             [image: image3565.png]28 : !
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                          (Д.З) 
     Комбинация div grad появляется во многих задачах и называется лапласианом; она обозначается также [image: image3566.png]v



 или ∆. В декартовых координатах x, у, z лапласиан имеет выражение
                            [image: image3567.png]A )
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                  (Д.4)
     б.  Уравнение продольных упругих колебаний прямоли​нейного стержня. Пусть ось х направлена вдоль стержня. Обозначим и =и (х, t) смещение вдоль этой оси в момент t поперечного сечения, которое в свободном равновесном сос​тоянии стержня имело абсциссу х. (Это значение х называ​ется лагранжевой координатой рассматриваемого сечения; она не зависит от времени в отличие от эйлеровой координа​ты х + и этого сечения.) Тогда относительное удлинение стержня в сечении с координатой х равно[image: image3568.png]e = o, u/0u



[image: image3569.png]ou/dx.




 Это удлинение порождает упругую силу [image: image3570.png]F = So,



 где S — площадь поперечного сечения стержня (изменением S при удлинении стержня пренебрегаем), а [image: image3571.png]


 — упругое напряжение. Предполагая, что других сил, кроме силы упругости, нет, мы можем, применив второй закон Ньютона к элементу (dx) стержня, написать
[image: image3572.png]0.F = (pSdx i)
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где ρ — плотность стержня.
     Считая закон упругости линейным:[image: image3573.png]aga=2Fe¢



(это закон Гука, где Е — модуль Юнга для стержня), а сам стержень однородным,    т. е. [image: image3574.png]


 постоянными,  и обозначив [image: image3575.png]


 получаем отсюда уравнение
                                                   [image: image3576.png]a
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                          (Д.5)
Это одномерное волновое уравнение. При другом смысле букв оно описывает и другие волновые процессы в одномер​ных средах: колебания газа в трубке, поперечные колебания струны и т. д.
    в.  Телеграфное уравнение. Рассмотрим электрическую линию (провод) с распределенными параметрами, т. е. будем считать, что каждый участок (dx) этой линии обладает активным сопротивлением Rdx, индуктивностью Ldx и емко​стью Cdx; кроме того, будем считать, что возможна утечка тока в землю, причем проводимость этого участка для тока утечки равна Gdx. Параметры R, L, С, G будем считать
постоянными. Упомянутый участок схематически изображен на рис.1.
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Pис.1
    Обозначим [image: image3578.png]wx,



и [image: image3579.png]ix, D



 соответственно напряжение и силу тока в точке х в момент t. Баланс напряжений дает
[image: image3580.png]£
92,
Ldx
(Rdx) j+ (
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С другой стороны, из сохранения количества электричества за время dt получаем
[image: image3581.png]—{3./) dt = (Gdx) vdt + (Cdx) du.




(Продумайте эти уравнения! Умение правильно действовать с дифференциалами, отбрасывая члены высшего порядка мало​сти — один из важнейших навы​ков для построения непрерывных математических моделей.)
    Из   выписанных   уравнений   после перехода к производным и сокращений получаем   систему  телеграфных  уравнений
                 [image: image3582.png]v a L af &
ax+L;;+R]—0, ﬂx+CdI+GU=0'



           (Д.6)
Отсюда,  продифференцировав  первое уравнение по x и подставив вместо [image: image3583.png]aj/

ax



 его выражение из второго уравнения, приходим к телеграфному уравнению (проверяйте все вы​числения!)
                     [image: image3584.png]+ (LG + RC) 2 2 + RGv.



                (Д.7)
Аналогичное исключение v вместо j из уравнений  (Д.6) приводит в точности к тому же уравнению с j вместо v.
    Будем считать, что [image: image3585.png]


т. е. R и G, но не L и С могут быть пренебрежимо малыми. Для упрощения уравнения (Д.7) сделаем подстановку
                                 [image: image3586.png]=g Y
=eu
(o = const).



                            (Д.8)
Легко проверить, что при[image: image3587.png]a=[(R/L)y + (G/C)V2



 в уравнении для и производная[image: image3588.png]ou/s ot



пропадает и телеграфное уравнение приобретает вид
                                     [image: image3589.png]


                               (Д.9) 
где обозначено
[image: image3590.png]



В частности, при выполнении условия
                                                 [image: image3591.png]~x

LeH~



                             (Д. 10)
уравнение (Д.9) превращается в волновое уравнение (Д.5).
    2. Дельта-функция. Эта функция была введена анг​лийским физиком П. Дирaком и широко применяется в математике и ее приложениях. Дельта-функцию δ(х) можно получить, от​правляясь от любой функции δ1(0)≥0 (-∞<х<∞), для которой 

[image: image3592.png]8 (0) >0, xb (x) =520

Xetw




  и
[image: image3593.png]!;é,(x)dx= 1.




Преобразуем график функции δ1(х): сожмем его в N раз к оси у и растянем во столько же раз от оси х. Мы получим функцию[image: image3594.png]Oy (x) = N3, (Nx),



примерный график которой при большом N показан на рис. 2, причем площадь заштрихо​ванной области равна 1.
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Pис. 2
   Дельта-функция δ(х) получается из δN (х) при N →∞, так что можно написать
                                     [image: image3596.png]8 (x) = lim &y (x).

New



                      (Д. 11)
Правда, этот предел понимается в некотором обобщен​ном смысле, который мы здесь не будем уточнять. Непосред​ственный переход к пределу в форму​ле (Д.11), который мы предоставляем читателю,     приводит    к   значениям
[image: image3597.png]d(x)=0(x=0), d3(0) =,




однако указание только этих значений не оп​ределяет дельта-функцию полностью. (Этим она отличается от обычных функций, которые полностью опреде​ляются указанием своих значений; δ(х) — простейший пример «обобщенной функции».) Надежнее относиться к ней, помня о ее происхож​дении, т. е. рассматривать δ(х) как      δ∞(х). Иногда это выра​жают словами: все отличные от нуля значения функции δ (х) принимаются в бесконечно малой окрестности точки            х = 0, причем эти значения положительны и таковы, что
[image: image3598.png]= ot
femex=fomar=1
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Отметим, что конкретный вид исходной функции δ1(х) при этом несуществен и что в силу последнего равенства, если величина х размерна, то размер​ность δ(х) обратна размерности х.
    Физический смысл дельта-функции вытекает из ее опре​деления. Если х — декартова координата, отсчитываемая вдоль некоторой оси, то δ(х) есть плотность единичной массы (eдиничная масса безразмерна, она равна числу 1), распределенной по бесконечно малому интервалу, содержащему начало координат. Короче говорят, что это плотность единичной массы, сосредоточенной в начале ко​ординат. Поэтому[image: image3599.png]mo (x - a)



есть плотность массы т, сос​редоточенной в точке х = а. Аналогично рассматриваются сосредоточенные заряды, силы и т. п. Если же мы рассматриваем закон F(t) изменения силы во време​ни, то зависимость[image: image3600.png]


 описывает единичный импульс (удар) в момент      t = 0. Поэтому дельта-функцию называют также импульсной функцией.
Из определения δ-функции сразу следует, что
                            [image: image3601.png]}6(:)ds=

a0

0 (x<0),
{l x> 0).



                           (Д.12)
Полученная функция аргумента х называется единичной или функцией Хёвисайда; будем ее обозначать Н(х). Это обычная (не обобщенная) кусочно-постоянная функция, заданная как таковая двумя формулами. Ее значение при х = 0 ча​ще всего бывает несущественно; впрочем, иногда полагают
[image: image3602.png]H(0)=§/2.




   Формула (Д. 12) приводит к заключению, что долж​но быть
                                      [image: image3603.png]b (x) = H' (x).



                                     (Д.13)
    И действительно, в теории обобщенных функций это равенство обосновывается. Его неформальный смысл легко понять. В самом деле, вспомним о том, что в реальных ситуациях скачок у функции — это идеализация ее конеч​ного изменения на протяжении весьма малого интервала изменения аргумента. В частности, функ​цию H(х) можно считать идеализацией, упрощенным пред​ставлением функции [image: image3604.png]1
Hy (x) = 3t %arclg Nx



  при весьма большом N. Но производная последней, т. е.
[image: image3605.png]N
Dy (x) 1= Hiy (x) = e




при таком N приближенно представляет функцию δ(х), что и объясняет формулу (Д. 13). (Постройте графики функций [image: image3606.png]


 и [image: image3607.png]


 при              N = 1 и при N = 10.)
      В соответствии с формулой (Д. 13), для любой функции, имеющей конечные скачки (разрывы первого рода), про​изводная имеет дельта-слагаемые. Например, если
[image: image3608.png]< (<] <1,
O =131 (Jx > 1)




то эта функция имеет скачок, равный 6, при х = - 1 и непрерывна при            х = 1, а потому [image: image3609.png]ff(x) =g(x)+60(x+1),



где

[image: image3610.png]2 (x| <1y,
W =13 (x> 1)




   Исходя из определения дельта-функции, нетрудно по​нять формулу
                           [image: image3611.png]s(>e)

J 1o x-0dx=1(
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               (Д. 14)
для любой функции f(x), непрерывной при х = с; для этого достаточно представить левую часть в виде суммы интегра​лов по интервалам [image: image3612.png]{a, ¢}, (¢, ¢)



и[image: image3613.png](c’, 9).



 При рассмот​рении интеграла
[image: image3614.png]bi>c)

frp(x = cydx




требуется уточнять, захватывается в нем «особенность» дельта-функции (бесконечно малый интервал, на котором она отлична от нуля) или нет. Это можно записать так:
[image: image3615.png]d(>¢) bi>c}
Jrowa-gda=r@). [r@pE-odei=o.

o ¢




В частности, в операционном исчислении принимается пер​вое правило, так что изображением по Лапласу функции [image: image3616.png]


 считают
[image: image3617.png]Jerodr=femamdi=1.
] d
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    Переписав формулу (Д. 14) в виде
                     [image: image3618.png]F=frepe-Ddi@<o<d)



       (Д. 15)
(функция δ четная, так что[image: image3619.png]S(E-x)=d(x—E),



мы получаем представление производной функции f(x) в виде суммы бесконечно большого числа «столбчатых» функций, каждая из которых отлична от нуля на бесконечно малом интервале; график одного из слагаемых показан на рис. 3 жирной линией. 
[image: image3620.png][ Jat &z




Рис. 3

Это представление лежит в основе применения функции Грина.
     Исходя из приближенного представления дельта-функ​ции в виде
[image: image3621.png]0 (Ixl > 172N,
B () = {N (sl < 170M)




с большим N, можно понять смысл ее производной [image: image3622.png]


 Это плотность единичного диполя, т. е. совокупности двух равных бесконечно больших то​чечных  зарядов противополож​ного знака на бесконечно малом расстоянии с единичным момен​том   (произведением   величины каждого из зарядов на рассто​яние между ними). Обобщенная функция [image: image3623.png]' (x)



 имеет при х=0 еще более «острую» особенность, чем [image: image3624.png]o (x).




     Рассматриваются также обобщенные функции нескольких аргументов или, что равносильно, векторного аргумента. Так, если [image: image3625.png]r=uxi+y+zk,



 то
[image: image3626.png]3(N:=3(x)d(»d(2




есть плотность единичной массы, сосредоточенной в начале координат[image: image3627.png]


И здесь дифференцирование разрывных функций приводит к появлению дельта-слагаемых. Напри​мер, в теории сплошных сред важную роль играет формула для лапласиана
[image: image3628.png]V=~ dnd ).
M




    3. Метод Галеркина. Метод конечных элементов. Тер​мин метод Галеркина объединяет несколько родственных методов приближенного решения краевых задач для диффе​ренциальных уравнений, как обыкновенных, так и с част​ными производными. Мы приведем здесь один из наиболее простых вариантов на примере задачи
[image: image3629.png]®) =y
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 (Д. 16)
    Для ее приближенного решения выберем какую-либо последовательность координатных функций
               [image: image3630.png]Pi(x) P2 (1), s Pa ), (@S xS D),



          (Д. 17)
т. е. последовательность функций, удовлетворяющих соот​ветствующим однородным краевым условиям
[image: image3631.png]pl(@)=9, (=0 (=123 .)




и обладающих свойством полноты. Последнее означает, что любую функцию из достаточно широкого класса, удовлетво​ряющую указанным однородным краевым условиям, можно разложить в ряд по функциям (Д. 17). (Здесь, как и в других подобных случаях, мы не уточняем формулировок.) Чаще всего полагают
[image: image3632.png]=Y -0 wm g0 =sin (x-a).




Кроме того, надо выбрать какую-нибудь функцию φ0(х), удовлетворяющую краевым условиям, указанным в (Д. 16), например,
или                                [image: image3633.png]x=a
Po(X) = Yot O =Yg,




[image: image3634.png]P00 = Yo + (% = 1) sin g2
(o = o) sin 35—





       Приближенное решение задачи (Д. 16) ищется в виде
                             [image: image3635.png]Y = 9000 + 3, Cop ()

1ol



                (Д.18)
где   значением п ≥ 1 мы задаемся, а постоянные [image: image3636.png]Ci, Cay e



[image: image3637.png]


 подбираем. Тогда краевые условия, указанные в (Д. 16), заведомо удовлетворяются, а при подстановке выра​жения (Д.18) в дифференциальное уравнение получается невязка   (т. е.   разность между левой и правой частями уравнения)
[image: image3638.png]Ba (%3 Cry €y s Co) 1=
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С ее помощью получаем уравнения для определения [image: image3639.png]


[image: image3640.png]



[image: image3641.png]&
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 (Д. 19)
Это система из п конечных уравнений с п неизвестными, которую можно решать различными методами. Особенно просто она решается, если краевая задача (Д. 16) линейна, так как тогда и система уравнений (Д. 19) линейна.
        Рассмотрим в качестве примера краевую задачу
            [image: image3642.png]Y+y=1 (0sx<l), y@0=0 yl=1,



 (Д.20)
точное решение которой[image: image3643.png]— cos x + (ctg 1) sin x.



 При решении по методу Галеркина положим
[image: image3644.png]pe()=x, p(x)=xX1-x (=1,2.) n=2




т. е. будем искать приближенное решение в виде
[image: image3645.png]Ya=x+Cx(l = x)+ Cpd (1 = x).




Тогда невязка оказывается равной
[image: image3646.png]B CLC)=C(-2+x-H+
T 26+ - -+




Система уравнений (Д.30) после вычисления интегралов приобретает вид           
[image: image3647.png]3 3 1 3 13 L
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и имеет решение
[image: image3648.png]0,631, €y= 7 = 0,1707.




Таким образом, приближенное решение оказывается равным
[image: image3649.png]Yo = 0,6369x + 0,5338%° - 0,17074°,




Сравним, например,  значения точного и приближенногорешений при   х = 0,5:
[image: image3650.png]¥ (0,5) = 0,4303, y, (0.5) = 0,4304.




Как видим, погрешность близка к 0,02 %.
     Отметим, что принято трактовать множество функций, заданных на одном и том же интервале, как пространство обобщенных векторов, а интеграл от произве​дения двух функций по данному интервалу — как скалярное произведение этих векторов. При таком подходе последова​тельность координатных функций трактуется как базис в рассматриваемом пространстве, а уравнения (ДЛ9) означа​ют приравнивание нулю проекций невязки hn на первые п векторов из этого базиса. Поэтому методы описанного типа называются проекционными.
Проекционным является и метод конечных элементов. Его мы также поясним на примере задачи (Д.16). Разобьем отрезок [image: image3651.png]ia, b1



 на п частей с помощью точек деления
                  [image: image3652.png]A= %< << <X,=b



                            (Д.21)
и будем считать, что i-й конечный элемент [image: image3653.png](O0=<{<n)



— это
непрерывная функция [image: image3654.png]¢, (K)(as x<0),



линейная на каждом  интервале [image: image3655.png][x,-
15 X, ],



 причем [image: image3656.png]


[image: image3657.png](= 0.



 Тогда любую непрерывную функцию[image: image3658.png]


[image: image3659.png]®* XD



 линейную на каждом интервале[image: image3660.png]-1, %),



можно и притом единственным образом представить в виде
                              [image: image3661.png]s = 2 Copy (X

=t



                               (Д.22)
для этого надо просто положить [image: image3662.png]C=yx) i=0,1, .., n.




   Если мы хотим, чтобы сумма (Д.22) удовлетворяла краевым условиям из (Д.16), то надо положить
                              [image: image3663.png]Co=Y, Co=



                                  (Д.23)
Остальные постоянные Сі находим из проекционного ус​ловия, аналогичного (Д. 19):
[image: image3664.png]b
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  (Д.24)
Если раскрыть квадратные скобки и представить левую часть в виде разности двух интегралов, то при вычислении первого полезно провести интегрирование по частям. Подставляя значения производных и отбрасывая нулевые слагаемые, получим, обозначая [image: image3665.png]



[image: image3666.png]L
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(Тот же результат получится без интегрирования по частям, если при вычислении [image: image3667.png]&y/dx



применить правило п. 2 Добавления о дифференцировании разрывных функций, а за​тем воспользоваться формулой (Д. 14).) Таким образом, из (Д.24) мы получаем систему уравнений для нахождения[image: image3668.png]Cr Gy en
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(Д.25)
где [image: image3670.png]



    Применим   для   примера описанный метод к задаче (Д.20), приняв [image: image3671.png]n=5x=02(1=01,.,9).



 Равенства (Д.23) приобретают вид
[image: image3672.png]


т. е. после упрощений
[image: image3673.png]30,2C,_, - 59,2C, + 30,2C,, = 1,2 (i=1,2,3,4).




Решение этой системы по методу Гаусса с учетом значений С0 и С5 приводит к значениям
[image: image3674.png]= 0,1477, C, = 0,3292, C; = 0,5375, C, = 0,7640.





    В частности, приближенное значение решения при х=0,5 получается равным 0,4333 с погрешностью 0,7 %.
        Конечно, в данном примере первый метод и проще второго и дает более высокую точность. Однако метод конеч​ных элементов оказывается весьма эффективным при реше​нии уравнений с частными производными, когда число про​странственных переменных не менее двух, а область, в которой строится решение, имеет сложную форму. Пусть, например, область (D) имеет вид восьмиугольника, показан​ного на рис. 4, а на ее границе[image: image3675.png]


поставлены однородные условия первого рода:[image: image3676.png]u

©D)



задано. 
[image: image3677.png]



Рис. 4

Произведем триангуляцию этой области, т. е. разобьем ее на треугольники так, что любые два из них либо не имеют общих точек, либо имеют общую вершину, либо общую сторону; на рис. 4 триангуляция изображена штриховыми линиями. За​нумеруем все вершины (на рис. 4 их 50) и поставим каждой Аі из них в соот​ветствие конечный элемент [image: image3678.png]


 Это непрерывная функция, линейная в каж​дом треугольнике выбран​ной триангуляции и равная  единице в Аі и нулю во всех прочих вершинах; на рис. 4 выделена одна из вершин Аі и заштрихована область, в которой функция [image: image3679.png]5y



 отлична от нуля (ее график напоминает шатер). Дальнейшее построение приближенного решения проходит аналогично тому, как в одномерном случае.
    Метод конечных элементов имеет большое число вариантов, приспособленных к решению разнообразных за​дач. Все эти методы основаны на применении функций — «конечных элементов», каждая из которых отлична от нуля лишь в небольшой области.
    4. Итерационные методы. При приближенном решении математических задач широко применяются различные итерационные  методы. В каждом из таких методов некото​рая единообразная вычислительная процедура повторяется вновь и вновь, причем каждый раз результат проведенного вычисления кладется в основу последующего вычисления. В благоприятных случаях это приводит к построению при​ближенного решения со все большей и большей точностью; поэтому итерационные методы называются также методами последовательных приближений. Ясно, что они наиболее удобны для организации циклов при составлении программ для ЭВМ.
    Поясним структуру итерационного метода на примере конечного уравнения
                                      [image: image3680.png]J(x)=0



                                           (Д.26)
Перепишем его в какой-либо из равносильных форм вида
                                         [image: image3681.png]x = (x);



                                       (Д.27)
это можно сделать многими способами, что приводит к различным результатам в применении итераций. Затем вы​берем более или менее произвольно нулевое приближение х=х0; желательно только, если о точном решении что-либо известно, выбрать х0 поближе к нему — чем ближе, тем меньше итераций придется проводить. Подставив х = х0 в правую часть уравнения (Д.27), получаем первое при​ближение [image: image3682.png]X = ¢ (xg);



 проделав то же с [image: image3683.png]


 получаем [image: image3684.png]


 и т. д. Общая рекуррентная формула (т. е. формула, выражающая последующие члены последователь​ности через предыдущие) здесь имеет вид
                       [image: image3685.png]X =@x) (1=0,1,2,..




                      (Д.28)
Теоретически мы можем, вообще говоря, продолжать этот процесс бесконечно. Если он сходится, т. е. хп имеет конеч​ный предел при[image: image3686.png]


то в пределе получается точное решение уравнения (Д.27), т. е. (Д.26). (На практике схо​димость обычно обнаруживается уже после нескольких ите​раций и вычисления прекращаются, когда  хп+1 отличается от хп меньше чем на некоторое разумно выбранное заранее малое число.) Если процесс расходится, то это не значит, что и решения нет: может быть, оно есть, но уравнение (Д.27) или значение х0 выбраны неудачно.
    В качестве примера рассмотрим уравнение
                                    [image: image3687.png]X ex+0,3=0.



                                (Д.29) 
Для его решения перепишем его в виде
[image: image3688.png]x=x+03




и проведем итерации, начиная с х0 = 0. Получим
[image: image3689.png]0n=0+03=03 x=03+03=0327,..




Вычисления с точностью до 10-7, которые мы предоставляем читателю, показывают, что[image: image3690.png]X = x5 = (,3380361.



Считая последнюю цифру сомнительной вследствие округлений. можем написать точное решение: х = 0,338936 с точностью до 10-6. Нетрудно проверить, что уравнение (Д.29) имеет еще два вещественных решения, их также можно найти по методу итераций, но иначе организованному.
    Геометрический смысл метода итераций для уравнения (Д.27) показан на рис. 5, причем вариант а соответствует случаю [image: image3691.png]


  [image: image3692.png]


— точное решение), вариант б — случаю [image: image3693.png]-l<cp'(xy< 0



, и  вариант в  —  случаю[image: image3694.png]@' {x)>1



(разберите случай[image: image3695.png]P ()< -1



 
[image: image3696.png]



Рис. 5
Мы   видим,  что   если [image: image3697.png]o (x)| <g<t



 и х0 выбрано не слишком далеко от [image: image3698.png]


 то процесс сходится со скоростью геометрической прогрессии, т. е. [image: image3699.png]. — x| < const-¢".




 Наиболее благоприятен случай, когда [image: image3700.png]


тогда процесс сходится со сверхгеометриче-
ской скоростью, т. е. быстрее геометрической прогрессии с любым знаменателем. Если [image: image3701.png]{' x| >1,



то процесс итераций либо расходится либо сходится, но не к [image: image3702.png]


 (Проведите итерации для равносильных уравнений [image: image3703.png]


[image: image3704.png]=14+ 0,1x



 и [image: image3705.png]x = 10x — 10



 и объясните результат.)
    Методы последовательных приближений применяются также при решении систем конечных уравнений, диффе​ренциальных, интегральных и других уравнений и их систем, при нахождении экстремумов функций и функ​ционалов и т. д.
   5. Число степеней свободы и многомерные многооб​разия. Эти понятия довольно часто появляются при описании математических моделей; кратко поясним их со​держание.
   Как известно, положение точки в пространстве можно охарактеризовать в различных системах координат — декар​товой, цилиндрической, сферической и др., но для всех них является общим то, что это положение определяется тремя координатами. С другой стороны, положение точки на пло​скости или криволинейной поверхности определяется двумя координатами, а на линии — одной координатой. Это выра​жают словами: при выборе точки в (обычном) пространстве имеется три степени свободы, на поверхности — две и на линии — одна степень свободы. Иначе говоря, пространство трехмерно, тогда как поверхности двумерны, а линии — одномерны.
    В общем случае понятие числа степеней свободы вводится так. Пусть имеется некоторая совокупность объек​тов (в предыдущем примере — совокупность всех точек в пространстве), каждый из которых можно охарактеризовать указанием значений некоторых скалярных непрерывных параметров (в предыдущем примере — координат). Пусть эти параметры являются:
1)  независимыми, т. е. могут принимать произвольные значения: например, если зафиксировать все параметры, кроме одного, то этот один можно еще произвольно менять, быть может, в некоторых пределах;
2)  существенными, т. е. при любом малом изменении параметров рассматриваемый объект фактически меняется.
   Тогда, если таких параметров k, то говорят, что при выборе объекта из рассматриваемой совокупности имеется k степеней свободы, а сама совокупность называется k-мерным многообразием. Параметры называются (обобщен​ными) координатами на этом многообразии; как и в случае обычных координат в обычном пространстве, их можно выбирать различными способами, как это окажется удобнее в том или ином исследовании, но при этом их число остается неизменным. Объекты, составляющие многообразие, назы​ваются его точками. Таким образом, многомерное многооб​разие получает конкретное истолкование. 
     Если рассматривается механическая система, то можно говорить о ее положении в данный момент времени, опреде​ляемом как бы ее фотоснимком, и о ее состоянии в этот момент, которое фиксирует также и скорости движения компонентов системы. Когда говорят о числе степеней сво​боды и об обобщенных координатах такой системы, «объек​тами», о которых говорилось выше, служат все ее возможные положения. Таким образом, если система имеет k степеней свободы, то многообразие (говорят также — пространство) ее положений k-мерно с обобщенными координатами q1, q1, …, qk. Многообразие же состояний (говорят также — фазовое многообразие) этой системы 2k-мерно, координа​тами в нем (фазовыми координатами) служат [image: image3706.png]1y G2y ers Q1>



 [image: image3707.png]Pis P2y oo Py



 где [image: image3708.png]


а t — время.
    Рассмотрим в качестве примера систему из зубчатых колес, в которой каждое последующее колесо зацеплено с предыдущим. Здесь имеется всего одна степень свободы, причем за обобщенную координату можно принять угол поворота первого колеса, так как задание этого угла полно​стью определяет и положение остальных колес. Если же колеса не зацеплены, то число степеней свободы системы равно числу колес.
   Подсчитаем, сколько степеней свободы имеет отрезок данной длины l при движении в пространстве. Каждый такой отрезок полностью определяется декартовыми координатами [image: image3709.png]{x;, Y1, Z;}



 и [image: image3710.png]{(x2, ¥2. 23}



его концов. Эти координаты можно принять за параметры, определяющие положение отрезка. Они, очевидно, существенны, но не являются независимыми, а связаны соотношением
[image: image3711.png]Vou =2y + -y + (-2 =1L




Таким образом, только пять параметров можно считать независимыми, а шестой выражается через них из этого соотношения. Значит, отрезок данной длины при движении в пространстве имеет пять степеней свободы.
   В общем случае, если параметров п. и они существенны, но связаны т независимыми уравнениями (т. е. такими уравнениями, из которых ни одно не вытекает из осталь​ных), то п — т параметров можно принять за независимые, а остальные т можно — во всяком случае, в принципе — выразить через них, т. е. имеется п — т степеней свободы. Отсюда, например, получаем, что при движении жесткого треугольника в пространстве имеется 9 — 3=6 степеней свободы (проверьте!). Этот пример важен в связи с тем, что положение абсолютно твердого тела произвольной формы полностью определяется указанием положений трех его то​чек, не лежащих на одной прямой. Значит, при движении такого тела в пространстве также имеется шесть степеней свободы.
    Приведем еще один поучительный пример: найдем число степеней свободы при выборе прямой на плоскости. Можно рассуждать так: выберем произвольно две точки А и В на плоскости (каждая имеет по две координаты) и проведем через них прямую рAB, которая определяется, таким образом, четырьмя параметрами. Так как эти параметры незави​симые, то, казалось бы, получается четыре степени свободы. Однако такое рассуждение неверно, так как при изменении этих параметров (координат) точки А и В будут, правда, меняться, но прямая рAB может при этом оставаться неизмен​ной; значит, требование существенности параметров не вы​полняется. Так как прямая рAB не меняется, если точка А скользит по ней (одна степень свободы) или точка В скользит по ней (еще одна степень свободы), то при нашем подсчете получилось две лишних степени свободы и на самом деле число степеней свободы равно 4 — 2=2. За независимые и существенные параметры можно взять, например, коэф​фициенты k и b в уравнении у = kх + b; правда, прямые, параллельные оси у, не описываются такими уравнениями, но эти особые случаи не могут сказаться при подсчете числа степеней свободы. Многообразие всех прямых на плоскости двумерно.
    6. Локальные и интегральные характеристики полей. Здесь мы укажем на некоторые принципиальные моменты, возникающие при математическом моделировании физи​ческих полей. Напомним, что в пространстве задано поле некоторой величины и, если в каждой точке пространства или некоторой его области определено значение этой величины. Поле может быть скалярным или векторным в зависимости от характера исследуемой величины: например, поля температур или плотностей являются скалярными, а поля скоростей или сил — векторными. Если обозначить буквой М произвольную (текущую) точку пространства, то для стационарного поля — а также для нестационарного поля, рассматриваемого в фиксированный момент време​ни,— имеем и=и(М), т. е. и является функцией точки пространства; если рассматривается эволюция нестационар​ного поля, то и=и(М, t), где t — время.
    Если ввести в пространство произвольную (вообще гово​ря, криволинейную) систему координат [image: image3712.png]A, pu, v,



 то  функция точки переходит в функцию трех переменных: [image: image3713.png]


[image: image3714.png]


 Однако для полей, моделирующих реальные ситуации, функция точки первична по отношению к функ​ции координат, так как поле и(М) по своему смыслу задается и может быть исследовано без всяких систем координат. К тому же, надо иметь в виду, что одно и то же поле в различных системах координат может записываться совсем по-разному.
  Поэтому надо следить за тем, чтобы основные мате​матические характеристики физического поля, применяе​мые для описания его свойств, были связаны с ним инвариан​тно, т. е. не зависели от выбора системы координат, даже если эти характеристики выражены с помощью координат. Типичным примером служит лапласиан скалярного поля, выраженный в декартовых координатах (см. формулу (Д.4)): каждое слагаемое, конечно, неинвариантно, оно зависит от выбора направлений осей координат, но вся сумма инвариан​тно связана с полем, что легко вытекает из представления лапласиана в виде div grad и. Подробное изучение идеи инвариантности приводит к понятию тензора, на котором мы здесь не будем останавливаться.
   Величины, трактуемые как функции точки, являются локальными характеристиками поля. Имеется и другой класс величин — величин, распределенных по пространству и потому являющихся интегральными характеристиками поля. Рассмотрим, например, неоднородное материальное тело с массой, непрерывно распределенной в пространстве. Тогда каждой мысленно выделенной области (Ω) отвечает значение ее интегральной характеристики, [image: image3715.png]m = mum.



  При этом имеет место закон сложения  (аддитивности):  если область (Ω) как-то разбита на части, например, [image: image3716.png]


 и [image: image3717.png](323),



[image: image3718.png]Mgy = My ¥ M@,y



тов этом и состоит смысл выражения «масса распределена в пространстве».
   Распределенной массе отвечает плотность, являющаяся уже функцией точки:
                                   [image: image3719.png]


                           (Д.30)
(под [image: image3720.png]


 здесь понимается объем области [image: image3721.png]


это действие аналогично обычному определению производной. Величины [image: image3722.png]


 и [image: image3723.png]dm = p (M) dQ2



 называют соответственно «элементом объема» и «элементом массы» в точке М. При [image: image3724.png]{AQ) = M



 величины [image: image3725.png]dm



и[image: image3726.png]Am = Mag)



 различаются на малую высшего порядка по сравнению с каждой из них.
   Обратный переход от плотности к массе осуществляется с помощью интегрирования. Таким образом, в данном при​мере локальная и интегральная характеристики поля связа​ны соотношениями
[image: image3727.png]dm
M

p M) = v Mgy = f pdS2.
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    Возможность появления точечных масс в математиче​ских моделях не противоречит подходу к массе как к рас​пределенной величине: если масса т0 сосредоточена в точке М0, то ее можно считать распределенной в пространстве с плотностью [image: image3728.png]myd (MgM),



 где δ — дельта-функция векторного аргумента.
   По этому же образцу рассматриваются другие величины, распределенные по пространству,— такие, как заряд, энер​гия и т. п.— и их плотности. Распределенной может быть и векторная величина — например, количество движения; тогда и значение плотности векторное. Отметим, что для того чтобы некоторую величину можно было считать распреде​ленной по пространству, не требуется, чтобы она была «размазана» наподобие массы или заряда. Например, стати​ческий момент или момент инерции материального тела могут считаться величинами, распределенными по объему, хотя они не являются непосредственно «размазанными», а зависят от плоскости или оси отсчета. Важно только, чтобы можно было выписать элемент этой величины, пропор​циональный dΩ, и выполнялся закон сложения.
     Величина может быть распределена не по объему, а по поверхности (плоской или кривой) или по линии. В этом случае все рассуждения остаются в силе, если под (Ω) понимать часть поверхности или линии, а под Ω — соответ​ственно площадь или длину этой части.
     Вернемся к примеру массы, распределенной в простран​стве. Если среда движется, то важную роль играет вектор потока массы («массовой скорости») ρv, где v — вектор мгновенной скорости среды в рассматриваемой точке; этот вектор является локальной характеристикой направления и интенсивности переноса массы. Его поток через воображае​мую поверхность (S) (впрочем, говорят не «поток потока массы», а просто — поток массы), т. е. интеграл
[image: image3729.png]f pv-dsS
©




равен массе, переносимой через (S) за единицу временив направлении изнутри наружу. Аналогично вводится поток других распределенных величин.
   7. Сплайны. При интерполяции и вообще при прибли​женном представлении функций формулами широко применяются так называемые сплайны. Пусть речь идет о представлении функции на интервале [а, b]. Разобьем его на п частей с помощью точек (Д.21). Сплайном (точнее, полиномиальным сплайном, так как бывают и другие) сте​пени k(= 1, 2, 3, ...), отвечающим этому разбиению, назы​вается функция, заданная на [а, b], имеющая там непре​рывные производные k-1-го порядка и на каждом интер​вале [xj-1, xj] совпадающая с некоторым многочленом сте​пени не выше k. В частности, сплайн 1-й степени — это непрерывная на [а, b] функция, линейная на каждом интер​вале [image: image3730.png]1x-3, x L



 В приложениях наиболее распростра​нены сплайны 3-й степени; если Р(х) — такой сплайн, то в точках [image: image3731.png]Xy, Xay




 смены формулы для Р(х) значения Р, Р' и Р" остаются непрерывными, тогда как Р'", вообще говоря, испытывает скачок. Каждый такой сплайн можно записать и притом единственным образом в виде
[image: image3732.png]P(x)=a0+a‘(x~a)+az(x—a)z+$:a,(x—x.-1)3
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   Сохранение «гладкости» в точках смены формул при​водит к тому, что сплайны осуществляют в целом лучшее приближение функций, чем «классические» интерполяци​онные формулы. Однако при построении сплайна для сколько-нибудь большого п вычисления довольно объемны, хотя и легко программируются, а потому требуют привле​чения ЭВМ.
   Если решается задача интерполяции с помощью сплайна 3-й степени, т. е. требуется построить такой сплайн по условиям
[image: image3733.png]P(x)=y (@=0,1,..,n),




то, так как формула (Д.31) включает п + 3 параметра, для однозначного выбора сплайна требуется указать еще два условия типа равенств. Например, можно задать значе​ния Р'(а) и Р'(b). Тогда, переходя от Р(х) к функции [image: image3734.png]P{x) =y~ P (a)(x— a)



 , можно считать, что у0 =0 и Р' (а) = 0, а потому в формуле (Д.31) надо положить а0 = а1 = 0.
     Рассмотрим пример. Пусть на интервале[image: image3735.png]0 x5



надо построить сплайн 3-й степени по условиям
[image: image3736.png]PO=0, PMH)=1, PQ
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Применение формулы (Д.31) приводит к системе уравнений
[image: image3737.png]ato=1, 4o +8x+a, =1,

10,244, + 32,768¢; + 10,6480, + 1,7280; = 0,
16a, + 640, + 27a; + 8a; + 0,5120, = ~ 1,
25a; + 125a, + 64a; + 2705 + 5,832a, + 05 = = 3,
10a, + 75a; + 48c; + 27a3 + 9,720, + 305 = — .




Ее решение по методу Гаусса дает значения
[image: image3738.png]a, = 2,0998,  «, =~ 10998, o,=13993,
a3 = — 0,21000, o= — 0,6045, o= 1,6225.




Таким образом, искомый сплайн можно выразить фор​мулами
[image: image3739.png]2,0998x" - 1,0998x° (0= x< 1),
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Мы видим, в частности, что максимальное значение Ртax = 1,1894 достигается при х = 1,4515.
   Обращаем внимание на важную особенность сплайн-интерполяции: изменение хотя бы одного значения в исход​ных данных влечет за собой изменение всех коэффициентов интерполирующего сплайна, т. е. полный пересчет этих коэффициентов, хотя они и обладают свойством робастности.
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