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чення  чутливість зростає, причому при  =17,23 мГн (залежність 1) чутли‐

вість збільшується в п'ять разів до 39,2 Гц/мГн. Це підтверджує, що величи‐

ною компенсуючої  індуктивності  можна управляти чутливістю вимірю‐

вального генератора в межах виконання умови . Розрахункова 

залежність (11) досить добре узгоджується з експериментальними даними, 
відмінність  не перевищує 5%.         
       Висновки.  В  результаті  проведеного  дослідження  встановлене  насту‐
пне: 
 – синтез на основі лінійної комбінованої операційної схеми дозволив ство‐
рити вимірювальний пристрій у вигляді F‐метра, у якого, на відміну від тра‐
диційного методу, немає принципового обмеження чутливості до вимірю‐
ваного параметру, причому, чутливістю можна керувати шляхом зміни кое‐
фіцієнта помноження та величини компенсуючої індуктивності; 
– узагальнена модель перетворювачів імпедансу у вигляді ЛКОС може ви‐
користовуватися в якості базової схеми для синтезу  гармонійних перетво‐
рювачів індуктивного імпедансу;  
– синтезована на основі перетворювачів імпедансу схема  F‐метра завдяки 
високій чутливості є перспективною для побудови пристроїв контролю яко‐
сті залізорудної сировини, особливо з малим вмістом магнетиту.  
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Abstract. The mathematical model proposed  in  this paper describes oscillations of  a 
weightless frame with a point mass and simultaneous action of vertical and horizontal har‐
monic disturbing forces. The model is based on the method of forces, which establishes the 
relationship between the movement of the frame and the forces acting on it. Together with 
the model, dependences were obtained for calculating resonant frequencies of the oscillating 
system. The completed developments allow to determine dynamic characteristics of the os‐
cillation process and to calculate frames for strength and rigidity. The methodology for this 
calculation is implemented in the Mathcad 15 environment and has been successfully tested 
on a number of learning tasks. The results of the work may be useful to students and teachers 
of technical universities, as well as practitioners who perform power calculations. 

 
Keywords: plane frame, forced oscillation, mathematical model, resonant frequency, 

power calculation. 
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Анотація. Математична модель, що запропонована в роботі, описує коливання не‐

вагомої рами з точковою масою при одночасній дії на них вертикальної й горизонтальної 
гармонійних  збурюючих  сил.  У  основу моделі  покладений метод  сил, що  встановлює 
зв’язок переміщень рами з силами, які на неї діють. Разом з моделлю отримані залеж‐
ності для обчислення резонансних частот коливальної системи. Виконані розробки до‐
зволяють  визначати  динамічні  характеристики  коливального  процесу  і  розраховувати 
рами на міцність  і жорсткість. Методика  такого розрахунку реалізована  у  середовищі 
Mathcad15. Результати роботи можуть бути корисними студентам і викладачам техніч‐
них ВНЗ, також фахівцям ‐ практикам, що виконують силові розрахунки. 

 
Ключевые слова: плоскі рами, вимушені коливання, математична модель, резонан‐

сні частоти, силові розрахунки. 
 

Introduction. Scientific and technological progress requires designers to 
apply increasingly sophisticated calculation methods relating to the strength and 
power requirements for the created products. The most relevant are the require‐
ments for the structures exposed to the variables of time and external loads. 

Beams and flat frames are well‐known core structures in engineering and 
construction, which operate under conditions of forced oscillations, arising as a 
result of the so‐called perturbing forces. The most common source of such forces 
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is  functioning of various equipment  installed on these constructions – such as 
pumps, presses, pile drivers, etc. Perturbing forces arise as a result of the move‐
ment of the center of masses of such equipment and they are of periodic, often 
harmonious, nature. In structures under conditions of forced oscillations there 
are additional (dynamic) forces and stresses, which in some cases reach danger‐
ous values. Hence the importance of their adequate consideration for power cal‐
culations of the named structures. 

Typically, the teaching and methodological literature on the resistance of 
materials highlights forced oscillations of a weightless beam with a point mass 
fixed to it [1‐3]. Such a model of oscillatory system, despite its simplicity, usually 
provides an acceptable accuracy of power calculations for practical use. In addi‐
tion, cases of forced oscillations of beams with distributed or multiple discrete 
masses are also analyzed in university courses of resistance of materials and con‐
struction mechanics [4‐6]. However, the proposed methods of calculation for a 
broad practical application are quite complex, since they require in‐depth math‐
ematical training, which goes beyond the curricula of conventional engineering 
universities. 

Similar (refined) calculation methods relating to forced fluctuations of flat 
frames are usually given consideration by university courses of structural me‐
chanics  [7‐9].  They  are  also quite  complicated  and  therefore  less  suitable  for 
widespread use in engineering and other industries. To do this, we need more 
simple calculation methods, which do not require special mathematical training, 
but at the same time provide acceptable accuracy for practical use. 

Formulation of the problem. The purpose of this work is to develop a sim‐
plified  two‐dimensional  mathematical  model  of  forced  fluctuations  of  flat 
frames, followed by implementation of this model into power calculations. 

Solution of the problem. To realize this goal we take the simplest L‐shaped 
frame (Fig. 1) and analyze its deformation. 

Let  the  forces P1 and P2, which cause  the displacements Δ1 and Δ2  (see 
Fig. 1), influence on an oscillating mass m at any given time: 

    1 1 11 2 12P P ,   (1)  

    2 2 22 1 21P P ,  (2) 

where δ11, δ12, δ22, δ21 are the displacements of the oscillating mass under the 
action of unit forces P1 = 1 and P2 = 1, which are determined by means of the 

diagrams of bending moments from these forces ‐  1M  and  2M  [4]. 
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Figure 1 – Frame Scheme 

 
Fluctuations of the mass occur relative to the position of static equilibrium 

(point 0 in Fig. 1). In this position: 

st
1P mg ,  (3)  

st
2P 0 .  (4) 

According to (1) and (2) there is: 

      st st
1 1 11 11P mg ,  (5)  

      st st
2 1 21 21P mg .  (6) 

During oscillations (see Fig. 1): 

       st
1 1 11y mg y ,  (7)  

       st
2 2 21z mg z .  (8) 

Substituting expressions (7) and (8) in formulas (1) and (2) we obtain: 

     
      

11 1 11 2 12

21 2 22 1 21

mg y P P ,

mg z P P .
  (9) 

By solving the system of equations (9), we obtain the dependencies P1 and 
P2 on the current coordinates of the oscillatory mass: 

    
    

    
21 11 22

1 1 2
21 2121 22 11

z y z
P f (y,z) mg ,  (10) 

   
 

   
21 11

2 2 2
21 22 11

y z
P f (y,z) .  (11) 

Taking  into  consideration  that  P1  and  P2  are  the  forces  deforming  the 
frame,  so  the  corresponding  response  of  the  frame  equals  to  the  following 
forces: 

 1 1 1R P f (y,z) ,  (12) 

 2 2 2R P f (y,z) .  (13) 
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Let’s specify the problem. For an oscillatory mass we accept, as the au‐
thors of a number of works [1, 10 and 11] do, an electric motor with statically 
unbalanced rotor. Its angular velocity is ω, and the disturbing force module is H. 

Let's apply to the specified mass the force of gravity mg , the frame reac‐

tions  1R  and  2R , disturbing force H , forces of inertia 1 and 2  and the forces 

of resistance of the medium  1F  and  2F  (Fig. 2). 

 

 
Figure 2 – Scheme of oscillating mass load 

 
Under the action of these forces, the mass m is in the position of kinetic 

and static equilibrium: 

       1 2 1 2 1 2mg R R H F F 0 .  (14) 

By imposing the vector equation projection (14) on the axes y and z, we 
obtain: 

      
         

y y y
1 1 1

1

(y):mg R H cos t F

mg f (y,z) H cos t m y y 0,
  (15)  

z z z
2 2 2 2(z):R H sin t F f (y,z) H sin t m z z 0              .  (16) 

After transformations (15) and (16) we obtain the final form of the differ‐
ential equations of motion of the mass m: 

          1m y y f (y,z) mg H cos t ,  (17)  

2m z z f (y,z) H sin t         ,  (18) 

where y  and z are projections of the oscillating mass acceleration on the axis of 

coordinates; 
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y  and  z are projections of the velocity of this mass on the axis of coordi‐

nates; 
μ is the resistance coefficient of the medium; 
t is time from the beginning of the movement (the output of mass m from 

the position of static equilibrium). 
It should be noted that equations (17) and (18) are universal ones, not de‐

pending directly on geometric parameters of the frame: these parameters are 
related only to the values δ11, δ22, δ12 = δ21. For the frame represented in Figure 
1  it  is easy to calculate their values using Vereshchagin's rule by "multiplying" 

the diagrams  1M  and  2M  (Figs 3, 4): 

                
 

        3 2
11 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1 2

x x

1 1 2 1 1
M M ( ) ( )

E J 2 3 E J 3

, 

(19)  

         
 


  

3
1

22 2 2 1 1 1
x x

1 1 2
M M

E J 2 3 3E J
,  (20) 


          

 
 

  
2
1 2

12 21 1 2 1 2 1
x x

1 1
M M

E J 2 2E J
,  (21) 

where ЕJx is stiffness of the sections of rods of the frame. 
For  another  frame  shape,  the  formulas  for  calculating  the  above men‐

tioned values are different, but the procedure for their determination remains 
unchanged. 

The found values of the displacements δ11, δ22 and δ12 also allow to deter‐
mine resonant frequencies of the system fluctuations. 

The  basis  for  this  definition  is  the  formula  for  calculating  resonant  fre‐
quencies of oscillations of a frame with two point masses m1 and m2 fixed to it, 
each of which can move in one direction [12]. This formula is as follows: 

 
Figure 3 – Diagram  1M      Figure 4 – Diagram  2M  
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 
              

1,2
2 2

1 11 2 22 1 11 2 22 1 2 11 22 12

2

(m m ) (m m ) 4 m m ( )

.  (22) 

In our case, one mass m is fixed to the frame, but it moves in two directions 
– vertical and horizontal. To take this circumstance into account, we introduce 
into the formula (22)   1 2m m m . 

Then, after simple transformations, formula (22) takes the form: 

)(4)()(

2

2
122211

2
22112211

2,1




mm
.  (23) 

In order to assess the adequacy of the proposed model, a comparison of 
the results has been done, obtained by means of the proposed model with those 
published in [13], where, based on the implementation of the classical model of 
forced oscillations of a system with one degree of freedom, the parameters of 
vertical vibrations of a weightless cantilever beam (I‐beam 20,   3m) with in‐

stalled motor (m = 1000 kg, n = 1000 rpm) with statically unbalanced rotor cre‐
ating a disturbing force  H 0,3mg.  In this paper, the circular frequency of the 

system's own oscillations is k = 20.220 sec‐1, and the maximum normal tension 
in the beam is σmax = 171 MPa. An alternative calculation according to the pro‐
posed method was performed by Mathcad 15 [14, 15] in relation to the frame 
diagram presented in Fig. 1, but with its maximum approximation in shape and 
size to the foregoing beam:  1 0.1 m ,  2 3m . Other system parameters are 

the same as in [13]. The calculation results are presented in Fig. 5. 
Breakout of results in σmax (in spots of frame and beam jamming): 

%096.2100
171

171416.167
)( max 


  , 

by the resonant frequency (ω1 and k): 

%649.4100
22.20

22.2028.19
)( 1 


  . 

As one can see, the results of both calculations are close enough to each 
other. 

For further verification of the proposed method, a series of similar calcu‐
lations for an L‐shaped frame (see Fig. 1) with    1 23m, 2m and variation of 

values ω  in  the range  from 3 sec‐1  to 300 sec‐1 was carried out. Based on the 
results of these calculations, the graphs of the dependencies of Mmax and σmax on 
ω were constructed, which experimentally confirm the presence of two resonant 
peaks in each of them (Fig. 6). In order to clarify the coordinates of their highest 
points,  detailed  graphs  of  these  dependencies  were  additionally  constructed 
near the resonant frequencies ω1 and ω2 (Figs 7, 8). The trace of these graphs 
determines the experimental values of the resonant frequencies: 

115.131  sec‐1, 



  

99 

Mechanical Engineering and Engineering Science 

Contemporary Innovation Technique of the Engineering Personnel Training for the Mining 
and Transport Industry 2019 

168.392  sec‐1. 

Calculated  values  of  the  resonant  frequencies:  ω1  =  13.154  sec‐1, 
ω2 = 39.175 sec‐1. 

Comparison of experimental and calculated values of resonant frequen‐
cies shows their practically complete identity: 
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This result indicates the acceptability of the proposed calculation method 
for practical purposes, since it not only accurately determines the values of ω1 
and ω2, but also provides robust power results confirming this accuracy. 

In  conclusion  it  should  be  noted  that  the  capabilities  of  the  developed 
methodology are not limited to the specified types of calculation tasks. For its 
development further research is needed. 

Conclusions. A new, simplified method of power calculation of flat frames 
under conditions of forced oscillations is proposed, which allows to calculate the 
values of maximum normal stresses occurring in frames and to determine their 
resonant frequencies. 

The method is implemented in Mathcad 15 and has successfully passed a 
large‐scale testing. 

The completed development may be useful for students and teachers of 
technical universities, as well as  for practitioners who perform power calcula‐
tions. 

Further research in the direction of elaboration of the development will 
contribute to the deepening of existing theoretical concepts and to the creation 
of more advanced methods of power calculations and calculation tools. 
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Аннотация. Траектория движения беспилотных автомобилей и их производитель‐

ность определяются технологическими процессами. В работе рассматривается вопрос 
нахождения  кривизны и  кручения  автомобильной дороги,  позволяющей  реализовать 
заданную траекторию движения. 
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