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Висновок. Використання  в  середовищі  Ni  LabVIEW  підпрограм  та 
циклової  структури  істотно  скорочує  тривалість  розрахунків  та  побудови 
графіків  досліджуваних процесів. 
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Анотація. У статті проведено дослідження і аналіз механічної системи, яка описує 

вільні загасаючі коливання, складається з тіла, пружини й амортизатора та не піддається 
впливу зовнішніх сил. Модель побудовано на основі теорії диференціальних рівнянь з 
використанням комп’ютерної графічної інтерпретації розв’язку. 
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Abstract. The article investigates and analyzes a mechanical system that describes free 

damped oscillations, consists of a body, a spring, a shock absorber and  is not  influenced by 
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external forces. The model is constructed on the basis of the theory of differential equations 
using computer graphic interpretation of the solution. 

 
Keywords:  damped oscillations, differential equation, amplitude, shock absorber. 

 
Вступ. Нові вимоги до вищої освіти вимагають впровадження розвива‐

ючих  технологій  навчання,  перегляду  змісту  математичної  освіти  з  точки 
зору її професійного спрямування. Зокрема, вивчення диференціальних рі‐
внянь  у  курсі  вищої  математики  в  основному  орієнтується  на  формальне 
розв’язування  стандартних  типів  рівнянь.  Задачі  прикладного  змісту  та 
комп’ютерні  засоби  змінюють  уявлення  про  диференціальні  рівняння,  їх 
роль та можливості застосувань у науці та інженерній справі. 

Мета роботи: розширити діапазон реальних застосувань вищої мате‐
матики, поглиблення теоретичних знань студентів та  їх компетенцій щодо 
математичного моделювання, яке необхідне для вивчення спеціальних ди‐
сциплін, сприяє підвищенню рівня підготовки майбутніх фахівців, а саме у 
галузі агроінженерії та енергетики. 

Виклад матеріалу. Важливим аспектом у моделюванні механічних кон‐
струкцій і систем є диференціальні рівняння. Простим прикладом коливань, 
що виникають у більш складних механічних системах є рух фізичного тіла, 
яке  з’єднане  з  пружиною.  Для  багатьох  подібних  систем  задача  дослі‐
дження коливань зводиться до розв’язування лінійних диференціальних рі‐
внянь зі сталими коефіцієнтами. 

Розглянемо тіло масою m, що з’єднане з одного боку зі звичайною пру‐
жиною, яка надає опору як розтягненню, так і стисканню, а з іншого – з амо‐
ртизатором  (пристроєм,  що  поглинає  удари).  Тіло  може  рухатися  вперед 
або назад, без тертя, по горизонтальній площині. 

Нехай х –  відстань від  тіла до положення рівноваги.  За  законом Гука 
зворотня сила ܨோ (reverse force), з якою пружина діє на тіло: ܨோ ൌ െ݇ݔ, де k 
– коефіцієнт жорсткості пружини. Сила ܨ஽, з якою діє амортизатор (damping 

force), пропорційна швидкості ݒ ൌ
ௗ௫

ௗ௧
  руху тіла: 

஽ܨ ൌ െܿݒ ൌ െܿ
ௗ௫

ௗ௧
ൌ െܿݔ′, 

де с – коефіцієнт поглинання. Якщо крім сил ܨோта ܨ஽ на тіло діє й зовні‐
шня  сила  (external  force) ܨா ൌ  ,ሻݐሺܨ то  рівнодіюча  сил,  що  діють  на  тіло: 
ܨ ൌ ோܨ ൅ ஽ܨ ൅   .ாܨ

Використовуючи другий закон Ньютона ܨ ൌ ݉ܽ ൌ ݉
ௗమ௫

ௗ௧మ
ൌ ‐отри ,′′ݔ݉

маємо лінійне диференціальне  рівняння другого  порядку,  яке  описує  рух 
тіла: 
ᇱᇱݔ݉                                                     ൅ ᇱݔܿ ൅ ݔ݇ ൌ  ሻ.                                        (1)ݐሺܨ
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Якщо амортизатор відсутній (або ми нехтуємо силами опору), то у рів‐
нянні (1) коефіцієнт ܿ ൌ 0 – коливання незагасаючі. При ܿ ൐ 0 – коливання 
загасаючі. Якщо на систему зовнішні сили не діють, то вважаємо  ܨሺݐሻ ൌ 0, 
а коливання вільними. У випадку ܨሺݐሻ ് 0 – коливання вимушені.  

Однорідне рівняння  (2) описує вільні коливання системи, яка склада‐
ється з тіла, пружини й амортизатора та не піддається впливу зовнішніх сил: 
ᇱᇱݔ݉                                                     ൅ ᇱݔܿ ൅ ݔ݇ ൌ 0                                               (2) 

Рівняння загасаючих коливань (2) можна подати у вигляді: 
ᇱᇱݔ                                                     ൅ ᇱݔ݌2 ൅ ଴ݓ

ଶݔ ൌ 0,                                            (3) 

де ݓ଴ ൌ ට
௞

௠
   – кругова частота незагасаючих коливань і  ݌  ൌ

௖

ଶ௠
	൐ 0. Тоді  

ଵ,ଶݎ ൌ െ݌ േ ඥ݌ଶ െ ଴ݓ
ଶ – корені відповідного характеристичного рівняння:   

ଶݎ                                                   ൅ ݎ݌2 ൅ ଴ݓ
ଶ ൌ 0.                                                   (4) 

Дійсними або комплексними будуть ці корені залежить від знаку під‐
кореневого виразу:    

ଶ݌                                  െ ଴ݓ
ଶ ൌ

௖మ

ସ௠మ
െ

௞

௠
ൌ

௖మିସ௞௠

ସ௠మ
. 

Критичне загасання скр відбувається у разі, коли с
ଶ െ 4݇݉ ൌ 0, а отже 

скр ൌ √4݇݉. Можливі три випадки: с ൐ скр – закритичне загасання, с ൌ скр 

– критичне, с ൏ скр – загасаючі коливання (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 – Загасаючі коливання  ݔሺݐሻ ൌ ݐଵݓሺ	௣௧cosି݁ܥ െ  ሻߙ

 
Розглянемо розв’язок характеристичного рівняння (4) у випадку загаса‐

ючих  коливань  (докритичного  загасання):  с ൏ скр  або    с
ଶ ൏ 4݇݉.  Це  два 

комплексних спряжених кореня: 
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ଵ,ଶݎ        ൌ 	െ݌ േ ݅
√ସ௞௠ି௖మ

ଶ௠
ൌ െ݌ േ ݅ඥݓ଴

ଶ െ ଶ݌ ൌ െ݌ േ  ଵ.                    (5)ݓ݅

Загальний розв’язок має вигляд:  
ሻݐሺݔ                            ൌ ݁ି௣௧ሺݏ݋ܿܣሺݓଵݐሻ ൅      ሻሻ  абоݐଵݓሺ݊݅ݏܤ

ሻݐሺݔ                            ൌ С݁ି௣௧ሺ
஺

஼
ሻݐଵݓሺݏ݋ܿ ൅

஻

஼
   ሻሻ, звідкиݐଵݓሺ݊݅ݏ

ሻݐሺݔ                            ൌ ߙݏ݋௣௧ሺܿି݁ܥ ∙ ሻݐଵݓሺݏ݋ܿ ൅ ߙ݊݅ݏ ∙ sin	ሺݓଵݐሻሻ, 

де   ܥ ൌ ଶܣ√ ൅ ߙݏ݋ܿ   ,ଶܤ ൌ
஺

஼
ߙ݊݅ݏ  , ൌ

஻

஼
.   

За формулою косинуса суми кутів:  
ሻݐሺݔ                                      ൌ ݐଵݓሺ	௣௧cosି݁ܥ െ      ሻ.                                         (6)ߙ
Розв’язок (6) відображує експоненціально загасаючі коливання матері‐

альної точки біля положення рівноваги.  Геометричну  інтерпретацію цього 
розв’язку проведено за допомогою пакету GRAN1 (рис. 1). Дослідження мо‐
делей та аналіз  геометричного змісту параметрів можливо проводити й у 
більш  потужних  системах  комп’ютерної  математики,  таких,  як  MATLAB, 
Mathematika, Maple, MathCAD та ін. Деякі приклади застосувань цих техно‐
логій наведено у роботах [1‐12].  

Графік (І), зображеної на рис. 1 функції ݔሺݐሻ, міститься між обмежую‐
чими амплітуду кривими ݔሺݐሻ ൌ ሻݐሺݔ ௣௧ (ІІ) таି݁ܥ ൌ െି݁ܥ௣௧ (ІІІ). Такі коли‐
вання не є гармонічними, а рух не є періодичним. Проте, і в цьому випадку, 

 ,фазою – ߙ ,ଵ називається круговою частотою загасаючих коливаньݓ ଵܶ ൌ
ଶగ

௪భ
 

– умовним періодом загасаючих коливань, а ି݁ܥ௣௧ – амплітудою загасаючих 
коливань. З виразу (5) видно, що ݓଵ менше за кругову частоту незагасаючих 

коливань ݓ଴,  тому  ଵܶ  більше  за  період   ܶ ൌ
ଶగ

௪బ
  коливань  тіла  такої  самої 

маси, що з’єднане з такою самою пружиною, але без амортизатора.  
Отже, дія амортизатора проявляється, принаймні, у двох явищах. 
1. Амортизатор  гасить  коливання  і  вони  експоненціально  загасають 

(це виражається в залежності (зменшенні) амплітуди від часу). 
2. Амортизатор уповільнює рух, а саме зменшує частоту коливань. 
На практиці механічна система з малим загасанням під дією резонанс‐

них коливань може зруйнуватися. Наступним важливим кроком постає за‐
дача розробки та дослідження диференційних моделей задля визначення 
власної частоти системи і запобігання руйнівної сили резонансних явищ.  

Висновки. Демонстрація широти тематики і застосувань диференціаль‐
них рівнянь спонукає студентів до самостійної роботи, до поглибленого ви‐
вчення математичних методів, до побудови і досліджень моделей у самих 
різних галузях знань – як природничо‐наукових (механіка, фізика, хімія, біо‐
логія), так і гуманітарних (соціологія, статистика). 
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