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Мета. Дослідження режимів фрикційних коливань гальмівного механізму, що встанови-

лися, полягає в знаходженні рішення вихідної динамічної задачі з тертям, яке задовольняє умо-

вам періодичності. При цьому період руху динамічної системи заздалегідь не відомий. Ця ди-

намічна система описується нелінійною диссипативною неавтономною системою диференці-

альних рівнянь. 

Методика. Комплексна методика спектрального аналізу коливань гальмівного механізму 

ґрунтується на припущенні, що його рухи є періодичними. Якщо в аналізованій динамічній 

системі виникає детермінований хаос, то автокореляційна функція тимчасового ряду перемі-

щень повинна мати кінцевий носій, тобто перетворюватися в нуль поза кінцевим інтервалом 

часу. 

Результати. Дослідження характеристик коливальних процесів у гальмівних механізмах ви-

конуються поетапно з використанням методу обчислювального експерименту. На першому етапі 

проводиться чисельне рішення динамічної задачі з тертям, що розглядається, за допомогою обчи-

слювального алгоритму. В результаті обчислюються тимчасові ряди переміщень колодки гальмі-

вного механізму. На другому етапі обчислювального експерименту проводиться дослідження оде-

ржаних часових рядів. 

Наукова новизна. Для ідентифікації характеристик фрикційних коливань у гальмі шахт-

ного локомотиву розроблено комплексний метод обчислювального експерименту, який базу-

ється на чисельному рішенні динамічної задачі з тертям, спектральному аналізі амплітуд пе-

реміщень, швидкостей і прискорень гальмівного механізму та дослідженнях їх фазових діаг-

рам у змінних системи «переміщення-швидкість». 

Практична значимість. Математична модель коливань гальмівного механізму та обчислю-

вальний алгоритм для її чисельного дослідження реалізуються у вигляді комп'ютерної програми 

для персональних ЕОМ алгоритмічною мовою FORTRAN. Для компіляції програми можуть бути 

використані практично всі доступні комерційні компілятори, включаючи Compaq Visual Fortran 

6.6 та Intel Visual Fortran 10, а також некомерційні компілятори, які розповсюджуються за ліцен-

зією GNU. 

Ключові слова: гальмо, трибологічна система, нелінійна динамічна задача з тертям, об-

числювальний експеримент, автокореляційні функції, період коливань, спектральний аналіз, 

фазові діаграми, метод продовження за параметром. 

 

Вступ. У світовій практиці гальмобудування фрикційні гальма не відносять до 

трибологічних систем. Рішення контактних задач з тертям та контактних фрикцій-

них коливань, побудова моделей трибомеханіки в гальмобудівництві не 
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застосовується. Гальмування розглядається як задача в механіці твердого тіла у ви-

гляді емпіричної науки про тертя. 

В теорії тяги прийнято припущення, згідно з яким гальмівна передача є меха-

нізмом з жорсткими ланками. У зв'язку з цим умови виникнення фрикційних коли-

вань при навантаженні гальм, можливість керувати тертям за рахунок їх демпфу-

вання та використання нових технічних рішень не розглядаються.  

Гальмо з напруженим замкнутим кінематичним контуром є адаптивним меха-

нізмом змінної структури з ланками в якості адаптованих зв'язків для умов взаємо-

дії колодки і колеса на відносному їх переміщенні в залежності від параметрів ро-

бочого процесу тертя. 

Використовуючи методи коливань, динаміки машин і теорії тертя можливо з 

певним рівнем наближення скласти рівняння руху для гальмівного механізму. Ана-

літичне розв'язання подібних диференціальних рівнянь це складна задача, що пот-

ребує експериментальних досліджень для отримання параметрів руху та чисель-

ного розв'язання рівнянь.  

В якості динамічної моделі колодочно-колісного гальма шахтного локомотиву 

будемо розглядати коливальну систему з двома ступенями свободи (рис.), що скла-

дається з колодки масою m, що ковзає по колесу радіусом R, що обертається з пос-

тійною кутовою швидкістю ω, і упругодемпфуючого елемента Фойхта, жорсткість 

та коефіцієнт в'язкості якого позначимо c і b відповідно. Кривизною поверхонь ко-

лодки та колеса нехтуватимемо. До колодки гальмівного механізму шахтного локо-

мотиву прикладено зовнішнє постійне зусилля Q, що притискає її до колеса. Номі-

нальна площинка контакту колодки та колеса має форму прямокутника зі сторо-

нами 2a та e. Область фактичної контактної взаємодії дискретна і складається із су-

купності пятен контакту. Причиною виникнення дискретності контакту є шорст-

кість поверхонь, що контактують.  

Упругодемфуючий елемент моделює конструктивний зв'язок гальмівного ме-

ханізму, що діє у напрямку під кутом α ≤ 900 до площини тертя. Зазначимо, що саме 

наявність у моделі такого зв'язку призводить до координатного взаємозв'язку нор-

мальних і тангенціальних коливань колодки. Положення колодки визначається її 

координатами {x(t), y(t)}. 

 

 

Рис. Розрахункова схема динамічної моделі гальмівного механізму 



Гірництво 

35 

Застосування обчислювального алгоритму інтегрування рівнянь руху динамі-

чної системи [1, 2], розробленої для колодочно-колісного гальма шахтного локомо-

тива [3–5], дозволяє отримати тимчасові ряди переміщень гальмівної колодки {xn} 

і {yn}, що описують її переміщення в дискретні моменти часу tn, які, як правило, 

беруться через рівні проміжки часу h, названі періодом дискретизації. 

Основна частина. Відомо [6], що речовий періодичний тимчасовий ряд {Xn} 

з періодом K має періодичний дискретний спектр {Yk}, що має властивість симетрії: 

 𝑌𝑘+𝐾 = 𝑌𝑘, для будь-якого k (1) 

 𝑌𝑘−𝐾 = 𝑌𝑘, 0<k<K (2) 

Тому при виборі кроку інтегрування за часом можна використовувати еври-

стичний підхід, заснований на теоремі Котельникова [6], відповідно до якої будь-

який безперервний сигнал x(t), спектр якого не містить складових із частотою 

вище частоти дискретизації ωd може бути без втрати інформації представлений 

своїми дискретними значеннями, взятими з інтервалом h, що задовольняє нерів-

ності: 

 ℎ =
𝜋

𝜔𝑑
 (3) 

Ця динамічна система є диссипативною, так як містить упругодемпфуючий 

елемент. Тому з часом рух системи встановлюється та стає періодичним. За-

вдання дослідження режимів гальмівного механізму, що встановилися, полягає 

в знаходженні рішення вихідної динамічної задачі з тертям, що задовольняє умо-

вам періодичності: 

 𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡 + 𝑇), 𝑥̇(𝑡) = 𝑥̇(𝑡 + 𝑇) (4) 

 𝑦(𝑡) =y(t+T), 𝑦̇(𝑡) = 𝑦̇(𝑡 + 𝑇) (5) 

при цьому період T руху динамічної системи, що розглядається, заздалегідь не-

відомий. 

У цій роботі для визначення періоду коливань аналізованої динамічної сис-

теми на основі аналізу періодичності часового ряду переміщень {xn} і {yn} коло-

дки використовується апарат автокореляційних функцій. 

Нехай відомі значення дискретного сигналу (тимчасовий ряд) {xn},  

𝑛 = 1, 𝑁 + 𝑀. Тоді дискретна автокореляційна функція сигналу {xn} обчислю-

ється за формулою: 

 𝜓𝑚 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑛 × 𝑥𝑛+𝑚

𝑛
𝑛=1 , 𝑚 = 0, 𝑀 (6) 

де 𝜓𝑚, 𝑚 = 0, 𝑀, – дискретна автокореляційна функція; N, M – цілі позитивні чи-

сла. 

Автокореляційна функція служить мірою ступеня подібності сигналу із собою 

у минулому. Якщо тимчасовий ряд {xn} періодичний з періодом K, то його автоко-

реляційна функція також має періодичність: 

 𝜓𝑚 = 𝜓𝑚+𝐾, 𝑚 = 0, 𝑀 (7) 

При цьому виконується нерівність: 



Mining Science 

36 

 𝜓0 > 𝜓𝑚, 0 < 𝑚 < 𝐾 (8) 

При практичних розрахунках зручно використовувати масштабовану авто-

кореляційну функцію: 

 𝜓𝑚̃ = 𝜓𝑚 ÷ 𝜓0, 𝑚 = 0, 𝑀 (9) 

Вочевидь, що  

 𝜓0̃ = 1 (10) 

Враховуючи, що тимчасові ряди переміщень {xn} і {yn}  колодки є наближе-

ним рішенням вихідної задачі, умови періодичності (4) – (5) навіть для рухів ди-

намічної системи, що встановилися, виконуються наближено. Тому для автоко-

реляційної функції умова періодичності (7) також виконуватиметься приблизно. 

При використанні масштабованої автокореляційної функції вважатимемо, що її 

період дорівнює K, якщо: 

 𝜓𝐾̃ > 1 − 𝜀 (11) 

 𝜓𝑚̃ < 1 − 𝜀, 0<m<K (12) 

де ε > 0 – параметр, що характеризує точність виконання умов періодичності. 

За підсумками аналізу результатів численних обчислювальних експеримен-

тів при практичних обчисленнях параметр 𝜀 слід вибирати у діапазоні 0,01 – 0,1. 

Слід зазначити, що зі збільшенням рівня демпфування в динамічній системі зна-

чення параметра 𝜀 можна зменшити.  

Якщо тимчасовий ряд {xn} є аперіодичним, то його автокореляційна функція 

повинна мати кінцевий носій, тобто перетворюватись в нуль поза кінцевим інте-

рвалом часу. Для кінцевих відрізків часових рядів критерій аперіодичності мо-

жна сформулювати наступним чином: для кожного ε > 0 існує M(ε) таке, що 

 |𝜓𝑚| ≤ 𝜀, для будь-якого m>M(ε) (13) 

Таким чином, обчислення автокореляційної функції для даного тимчасового 

ряду дозволяє не тільки встановити чи він є періодичним, але і визначити його 

період в цьому випадку. 

Одним із найпоширеніших способів дослідження періодичних рухів дина-

мічних систем є спектральний аналіз. З механічної точки зору, розкладання дос-

ліджуваного руху на ряд Фур'є відповідає його уявленню у вигляді сукупності 

простих гармонійних рухів. 

Розкладання в ряд Фур'є застосовується як до безперервних функцій, так і 

до дискретних послідовностей. У цьому вони представляються як суми гармо-

нійних функцій чи комплексних експонент із частотами, утворюючими арифме-

тичну прогресію [6]. 

Нехай тимчасовий ряд {xn} є періодичним із періодом K, тобто: 

 𝑥𝑛+𝐾 > 𝑥𝑛, для будь-якого n (14) 

Такий часовий ряд повністю описується кінцевим набором чисел, в якості 

якого можна взяти довільний фрагмент довжиною K, наприклад, {xn},  
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𝑛 = 0, 𝐾 − 1. Відомо [6], що речовий періодичний дискретний сигнал (тимчасо-

вий ряд) має періодичний дискретний спектр {Xn}, що має властивість симетрії. 

 𝑋𝑛+𝐾 = 𝑋𝑛, для будь-якого n (15) 

 𝑋𝐾−𝑛 = 𝑋𝑛, 0 < n <K (16) 

У цьому випадку тимчасовий ряд {xn} можна представити у вигляді кінце-

вого ряду Фур'є в тригонометричній формі: 

 𝑥𝑛 = ∑ 𝐴𝑘 cos
2𝜋𝑘𝑛

𝐾

𝐾/2
𝑘=0 + ∑ 𝐵𝑘 sin

2𝜋𝑘𝑛

𝐾

𝐾/2
𝑘=0  (17) 

де Ak, Bk – коефіцієнти ряду Фур'є, що обчислюються за формулами: 

 𝐴𝑘 =
2

𝑁
∑ 𝑥𝑛 cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (18) 

 𝐴𝑘 =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑛 cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=0,

𝐾

2
 (19) 

 𝐵𝑘 =
2

𝑁
∑ 𝑥𝑛 sin

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (20) 

Ряд Фур'є (17) можна також подати у вигляді: 

 𝑥𝑛 = ∑ 𝐶𝑘 cos (
2𝜋𝑘𝑛

𝐾
+ 𝜑𝑘)

𝐾/2
𝑘=0  (21) 

де Ck – амплітуда k-ої гармоніки, що обчислюється за формулою: 

 𝐶𝑘 = √𝐴𝑘
2 + 𝐵𝑘

2, k=0,…,
𝐾

2
 (22) 

де 𝜑𝑘 – фаза k-ої гармоніки, що обчислюється за формулою: 

 𝜑𝑘 = tan−1 (−
𝐵𝑘

𝐴𝑘
), k=0,…,

𝐾

2
 (23) 

Обчислення спектрів швидкостей та прискорень може проводитись двома 

способами. Перший полягає у послідовному диференціюванні за часом ряду Фу-

р'є для переміщень, що відповідає (21): 

 𝑥𝑛̇ = ∑ 𝐶𝑘̂ cos (
2𝜋𝑘𝑛

𝐾
+ 𝜑𝑘)

𝐾/2
𝑘=0  (24) 

 𝑥𝑛̈ = ∑ 𝐶𝑘̂
̂ cos (

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
+ 𝜑𝑘)

𝐾/2
𝑘=0  (25) 

де 𝐶𝑘̂ = −С𝑘
2𝜋𝑘

𝐾ℎ
 (26) 

 𝐶𝑘̂
̂ = −С𝑘 (

2𝜋𝑘

𝐾ℎ
)

2
 (27) 

Другий спосіб полягає у обчисленні швидкостей та прискорень на підставі 

тимчасового ряду переміщень {xn} за допомогою різницевих співвідношень: 

 𝑥𝑛̇ =
𝑥𝑛+1−𝑥𝑛−1

2ℎ
 (28) 

 𝑥𝑛̈ =
𝑥𝑛+1−2𝑥𝑛+𝑥𝑛−1

ℎ2
 (29) 

та поданні тимчасових рядів швидкостей {ẋn} та прискорень {ẍn} у вигляді кінце-

вих рядів Фур'є 
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 𝑥𝑛̈ = ∑ 𝐶𝑘̃ cos (
2𝜋𝑘𝑛

𝐾
+ 𝜑̃𝑘)

𝐾/2
𝑘=0  (30) 

 𝑥𝑛̈ = ∑ 𝐶𝑘̃
̃ cos (

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
+ 𝜑̃̃𝑘)

𝐾/2
𝑘=0  (31) 

де 𝐶𝑘̃ = √𝐴̃𝑘
2 + 𝐵̃𝑘

2, k=0,…,
𝐾

2
 (32) 

 𝜑𝑘̃ = tan−1 (−
𝐵̃𝑘

𝐴̃𝑘
), k=0,…,

𝐾

2
 (33) 

 𝐴𝑘̃ =
2

𝑁
∑ 𝑥𝑛̇ cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (34) 

 𝐴𝑘̃ =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑛̇ cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=0,

𝐾

2
 (35) 

 𝐵𝑘̃ =
2

𝑁
∑ 𝑥𝑛̇ sin

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (36) 

 𝐶𝑘̃
̃ = √𝐴̃̃𝑘

2 + 𝐵̃̃𝑘
2, k=0,…,

𝐾

2
 (37) 

 𝜑𝑘̃̃ = tan−1 (−
𝐵̃̃𝑘

𝐴̃̃𝑘
), k=0,…,

𝐾

2
 (38) 

 𝐴𝑘̃
̃ =

2

𝑁
∑ 𝑥𝑛̈ cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (39) 

 𝐴𝑘̃
̃ =

1

𝑁
∑ 𝑥𝑛̈ cos

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=0,

𝐾

2
 (40) 

 𝐵𝑘̃
̃ =

2

𝑁
∑ 𝑥𝑛̈ sin

2𝜋𝑘𝑛

𝐾
𝐾−1
𝑛=0 , k=1,…,

𝐾

2
− 1 (41) 

Для апостеріорного аналізу точності одержуваних чисельних результатів у 

роботі проводиться порівняння спектрів прискорень обчислених двома спосо-

бами. 

Враховуючи властивості спектра дискретного періодичного часового ряду, 

у цій роботі використано наступну методику спектрального аналізу коливань га-

льмівного механізму. 

1. Обчислюється крок інтегрування за часом: 

 ℎ =
𝑇1

𝑁
, (42) 

де N – кількість кроків за часом за період вільних коливань колодки T1. 

У обчислювальних експериментах належало N = 200. 

2. Обчислюється тимчасовий ряд переміщень {xn} мас аналізованої динамі-

чної системи на тимчасовому відрізку [0, T0], де T0 = MT1. У обчислювальних 

експериментах належало M = 50. 

3. Використовуючи кінцевий відрізок часових рядів {xn} і {yn}, 

𝑛 = (𝑀 − 𝐾)𝑁, 𝑀𝑁, будуються автокореляційні функції переміщень колодки на 

відрізку [(M-K/2)N, MN]. У обчислювальних експериментах належало K = 32. 

4. Використовуючи наближені умови періодичності автокореляційних фун-

кцій (11) – (12), визначається період коливань T аналізованої динамічної системи. 

Якщо на розглянутому кінцевому відрізку [(M-K/2)N, MN] умови періодич-

ності (11) – (12) не виконуються, необхідно збільшити параметр M, що визначає 

довжину відрізка [0, T0], на якому обчислюються тимчасові ряди переміщень {xn} 
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і {yn} колодки, або збільшити параметр K, що визначає максимально допустимий 

період коливань. 

5. Використовуючи кінцевий відрізок часових рядів {xn} і {yn}, 

 𝑛 = (𝑀 − 𝐾)𝑁, 𝑀𝑁, обчислюється за формулами (18) – (20) спектр переміщень ко-

лодки. Якщо спектр має обмежену смугу частот, то виконується умова: 

 𝑙 <
𝑘𝑁

2
− 𝑠, (43) 

де s > 0 – параметр, що визначає ширину спектра. 

Якщо виконується умова (43), то дискретне перетворення Фур'є дозволяє 

відновлювати вихідні безперервні функції переміщень колодки. Інакше необхі-

дно збільшити частоту дискретизації, тобто. зменшити величину кроку інтегру-

вання за часом h і повернутися до п.2 методики. 

Розроблена методика спектрального аналізу коливань гальмівного механі-

зму ґрунтується на припущенні, що його рухи є періодичними. Якщо в аналізо-

ваній динамічній системі виникає детермінований хаос, то автокореляційна фу-

нкція тимчасового ряду переміщень {xn} повинна мати кінцевий носій, тобто обе-

ртатися в нуль поза кінцевим інтервалом часу. Для кінцевих відрізків часових 

рядів критерій аперіодичності можна сформулювати наступним чином: для кож-

ного ε > 0 існує M(ε) таке, що 

 |𝜓𝑚| ≤ 𝜀, для будь-якого m>M(ε) (44) 

Дана динамічна система описується нелінійною диссипативною неавтоном-

ною системою звичайних диференціальних рівнянь. Рухи дисипативних систем 

доцільно розділити на два класи: перехідних, нестаціонарних рухів, що відпові-

дають процесу релаксації від початкового до граничної множини станів, і клас 

встановлених стаціонарних рухів, фазові траєкторії яких цілком належать грани-

чним множинам. Важливими з фізичної точки зору є граничні множини, що при-

тягають – атрактори. З часом довільний початковий стан з деякої області тяжіння 

G, що включає атрактор G0, релаксує до G0. Рух, якому відповідає фазова траєк-

торія у сфері тяжіння, є перехідний процес. Рух, що встановився, характеризу-

ється приналежністю фазових траєкторій інваріантній граничній множині, тобто 

атрактору G0. 

У цій роботі для аналізу процесу встановлення коливань гальмівного меха-

нізму та візуального виявлення атракторів використовуються фазові діаграми у 

змінних «переміщення-швидкість». При дослідженні залежностей амплітуд пе-

реміщень, швидкостей і прискорень аналізованої динамічної системи зміни її па-

раметрів використовувався метод продовження за параметром при покроковій 

зміні параметрів системи [7–9]. Як початкове наближення рішення вибирається 

рішення, отримане на попередньому кроці. 

При розрахунках параметри системи змінювалися з постійним кроком від 

початкового до кінцевого значень, заданих у вихідних даних, а потім у зворот-

ному напрямку – від кінцевого значення до початкового. Такий підхід дозволяє 

отримати, зокрема, повні амплітудно-частотні залежності динамічної системи з 

урахуванням наявності нестійких гілок. 
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Розроблені математична модель коливань гальмівного механізму та обчис-

лювальний алгоритм для її чисельного дослідження реалізовані у вигляді комп'-

ютерної програми для персональних ЕОМ алгоритмічною мовою FORTRAN. 

Для компіляції програми можуть бути використані практично всі доступні коме-

рційні компілятори, включаючи Compaq Visual Fortran 6.6 та Intel Visual Fortran 

10, а також некомерційні компілятори, які розповсюджуються за ліцензією GNU. 

Як операційна система можуть використовуватися всі версії ОС WINDOWS, а 

також некомерційні версії ОС Linux. Зазначимо, що для створення коду про-

грами, що виконується, не потрібно використання бібліотек процедур і функцій 

сторонніх розробників. Запуск програми виконання може здійснюватися як з 

оболонки середовища розробки, так і у пакетному режимі. 

Вихідні дані програми готуються в окремому файлі fort.1 з допомогою тек-

стового редактора. Файл вихідних даних fort.1 має таку структуру. Значення ко-

жної вхідної змінної записується в окремому рядку файлу. У позиціях з 1 до 30 

наводиться найменування вхідного параметра. Далі слідує записане у певному 

форматі числове значення вхідного параметра, після якого до кінця рядка може 

розташовуватися додатковий коментар. Для введення дійсних чисел використо-

вується формат алгоритмічної мови FORTRAN (30X, F15.5), а для введення ці-

лих чисел – формат (30X, I10). 

Після закінчення роботи програми видається протокол розрахунку в тексто-

вому файлі fort.3. Результати чисельного моделювання перехідного та встанов-

леного режимів руху гальмівного механізму зберігаються у вигляді таблиць у те-

кстових файлах fort.10, fort.11 та fort.12. 

Текстовий файл fort.10 містить такі стовпці: 

1. номер періоду коливань; 

2. номер кроку за періодом коливань; 

3. номер точки на діаграмі; 

4. час t; 

5. рух x колодки; 

6. швидкість 𝑥̇ колодки; 

7. прискорення 𝑥̈ колодки; 

8. рух y колодки; 

9. швидкість 𝑦̇ колодки; 

10. прискорення 𝑦̈ колодки. 

Текстовий файл fort.11 містить такі стовпці: 

1. номер точки на діаграмі; 

2. автокореляційна функція переміщення x колодки; 

3. автокореляційна функція переміщення y колодки. 

Текстовий файл fort.12 містить такі стовпці: 

1. номер гармоніки; 

2. частота гармоніки ω; 

3. коефіцієнти Ak ряду Фур'є для переміщення x колодки, що обчислюються 

за формулами (18) – (19); 
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4. коефіцієнти Bk ряду Фур'є для переміщення x колодки, що обчислюються 

за формулою (20); 

5. амплітуди Ck гармонік ряду Фур'є для переміщення x колодки, що обчис-

люються за формулою (22); 

6. фази φk гармонік ряду Фур'є для переміщення x колодки, що обчислю-

ються за формулою (23); 

7. коефіцієнти Ak ряду Фур'є для переміщення y колодки, що обчислюються 

за формулами (18) – (19); 

8. коефіцієнти Bk ряду Фур'є для переміщення y колодки, що обчислюються 

за формулою (20); 

9. амплітуди Ck гармонік ряду Фур'є для переміщення y колодки, що обчис-

люються за формулою (22); 

10. фази φk гармонік ряду Фур'є для переміщення y колодки, що обчислю-

ються за формулою (23); 

Текстовий файл fort.13 містить такі стовпці: 

1. номер гармоніки; 

2. частота гармоніки ω; 

3. коефіцієнти 𝐴𝑘̃ ряду Фур'є для швидкості 𝑥̇ колодки, що обчислюються за 

формулами (34) – (35); 

4. коефіцієнти 𝐵𝑘̃ ряду Фур'є для швидкості 𝑥̇ колодки, що обчислюються за 

формулою (36); 

5. амплітуди 𝐶𝑘̃ гармонік ряду Фур'є для швидкості 𝑥̇ колодки, що обчислю-

ються за формулою (32); 

6. фази 𝜑𝑘̃  гармонік ряду Фур'є для швидкості 𝑥̇ колодки, що обчислюються 

за формулою (33); 

7. коефіцієнти 𝐴𝑘̃ ряду Фур'є для швидкості 𝑦̇ колодки, що обчислюються за 

формулами (34) - (35); 

8. коефіцієнти 𝐵𝑘̃ ряду Фур'є для швидкості 𝑦̇ колодки, що обчислюються за 

формулою (36); 

9. амплітуди 𝐶𝑘̃ гармонік ряду Фур'є для швидкості 𝑦̇ колодки, що обчислю-

ються за формулою (32); 

10. фази 𝜑𝑘̃   гармонік ряду Фур'є для швидкості 𝑦̇ колодки, що обчислю-

ються за формулою (33). 

Текстовий файл fort.14 містить такі стовпці: 

1. номер гармоніки; 

2. частота гармоніки ω; 

3. коефіцієнти  𝐴𝑘̃
̃  ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчислюються 

за формулами (39) – (40); 

4. коефіцієнти 𝐵𝑘̃
̃  ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчислюються 

за формулою (41); 

5. амплітуди 𝐶𝑘̃
̃  гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчи-

слюються за формулою (37); 
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6. фази 𝜑𝑘̃̃  гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчислю-

ються за формулою (38); 

7. коефіцієнти 𝐴𝑘̃
̃  ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈ колодки, що обчислюються 

за формулами (39) – (40); 

8. коефіцієнти 𝐵𝑘̃
̃ ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈ колодки, що обчислюються 

за формулою (41); 

9. амплітуди 𝐶𝑘̃
̃ гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈ колодки, що обчис-

люються за формулою (37); 

10. фази 𝜑𝑘̃̃   гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈ колодки, що обчислю-

ються за формулою (38). 

Текстовий файл fort.15 містить такі стовпці: 

1. номер гармоніки; 

2. частота гармоніки ω; 

3. амплітуди 𝐶𝑘̃
̃  гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчи-

слюються за формулою (37); 

4. амплітуди 𝐶𝑘̂
̂ гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, що обчис-

люються за формулою (27); 

5. різниця амплітуд 𝐶𝑘̃
̃ і 𝐶𝑘̂

̂ гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑥̈ колодки, 

обчислених відповідно за формулами (37) та (27); 

6. амплітуди 𝐶𝑘̃
̃ гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈  колодки, що обчи-

слюються за формулою (37); 

7. амплітуди 𝐶𝑘̂
̂ гармоніки ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈ колодки, що обчи-

слюються за формулою (27); 

8. різниця амплітуд 𝐶𝑘̃
̃ і 𝐶𝑘̂

̂ гармонік ряду Фур'є для прискорення 𝑦̈  колодки, 

обчислених відповідно за формулами (37) та (27). 

Текстовий файл fort.16 містить такі стовпці: 

1. номер розрахунку; 

2. максимальні значення переміщень x колодки; 

3. мінімальні значення переміщень x колодки; 

4. максимальні значення швидкості 𝑥̇ колодки; 

5. мінімальні значення швидкості 𝑥̇ колодки; 

6. максимальні значення прискорення 𝑥̈ колодки; 

7. мінімальні значення прискорення 𝑥̈ колодки; 

8. максимальні значення переміщень y колодки; 

9. мінімальні значення переміщень y колодки; 

10. максимальні значення швидкості 𝑦̇ колодки; 

11. мінімальні значення швидкості 𝑦̇ колодки; 

12. максимальні значення прискорення 𝑦̈ колодки; 

13. мінімальні значення прискорення 𝑦̈ колодки. 
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Подальша обробка результатів розрахунків проводиться шляхом імпорту 

даних у табличний процесор, наприклад Microsoft Excel, та використання вбудо-

ваних можливостей візуалізації даних. 

Висновки. У цій роботі для ідентифікації та дослідження характеристик ко-

ливальних процесів у гальмівних механізмах використовується метод обчислю-

вального експерименту. 

На першому етапі обчислювального експерименту проводиться чисельне рі-

шення динамічної задачі з тертям, що розглядається, за допомогою обчислюва-

льного алгоритму. В результаті обчислюються тимчасові ряди переміщень коло-

дки {xn}, {yn}. 

На другому етапі обчислювального експерименту проводиться дослідження 

одержаних часових рядів з використанням: 

– автокореляційних функцій для визначення періоду коливань; 

– спектрального аналізу переміщень, швидкостей та прискорень; 

– фазових діаграм у змінних «переміщення-швидкість»; 

- залежностей амплітуд переміщень, швидкостей і прискорень від зміни па-

раметрів динамічної системи, що розглядається, одержуваних методом продов-

ження за параметром. 

Програмна реалізація математичної моделі коливань гальма представлена 

загальною характеристикою комп'ютерної програми, структурами підготовки 

вхідних даних та подання результатів розрахунку. 

Розроблено обчислювальні алгоритми чисельного моделювання фрикцій-

них коливань у гальмі методом встановлення, реалізовані у вигляді пакета прик-

ладних програм. 
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ABSTRACT 

Purpose. The task of researching modes of established frictional oscillations of the braking mecha-

nism is to find a solution to the initial dynamic problem with friction that satisfies the periodicity 

conditions. At the same time, the period of motion of the dynamic system is not known in advance. 

This dynamic system is described by a non-linear dissipative non-autonomous system of differential 

equations. 

 

The methods. The developed technique of spectral analysis of the braking mechanism's oscillations 

is based on the assumption that its movements are periodic. If deterministic chaos occurs in the ana-

lyzed dynamic system, then the autocorrelation function of the time series of movements must have 

a finite carrier, that is, vanish outside a finite time interval. 

 

Findings. In the paper, the method of computational experiment is used to identify and study the 

characteristics of oscillatory processes in brake mechanisms. At the first stage of the computational 

experiment, a numerical solution of the considered dynamic problem with friction is carried out using 

a computational algorithm. As a result, the time series of block movements are calculated. At the 

second stage of the computational experiment, the obtained time series are studied. 

 

The originality. The paper uses phase diagrams in the "displacement-velocity" variables to analyze 

the process of establishing the oscillations of the brake mechanism and visual detection of attractors. 

When studying the dependence of amplitudes of displacements, velocities and accelerations of the 

dynamic system under consideration on changes in its parameters, the method of continuation by 

parameter was used with a stepwise change in the parameters of the system. 

 

Practical implementation. The developed mathematical model of vibrations of the braking mecha-

nism and the computational algorithm for its numerical study are implemented in the form of a com-

puter program for personal computers in the FORTRAN algorithmic language. Almost all available 

commercial compilers can be used to compile the program, including Compaq Visual Fortran 6.6 and 

Intel Visual Fortran 10, as well as non-commercial compilers distributed under the GNU license. 

 

Keywords: brake, tribological system, nonlinear dynamic problem with friction, computational ex-

periment, autocorrelation functions, oscillation period, spectral analysis, phase diagrams, parameter 

continuation method. 

  


